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Ma mi jet/.t iiiigr'frtlir twn »fiihr« htti\ mn 
biiehhiiiulliiiig vtm Friinlr. Vitiwug it* Sol 
tiiachta, tlio VorloHiiiigiiii vent ItiimifiiHi iilnir jn 
gleiclmiigeii, elio «ait EitimititiFi TihIo in ilrai n\ 
Hchiaclainnt Atiflagaii, mloM iiiiJiilira von I 
vanHlbutlioht wiirtnt, jtufa Nntii* Itariuw/.iigi^lifin. 
¥orHC!hlag /.wiir iiirht tilino lloilintkini, itlior 
gutiin MuthoH i‘i!ig«*gniigfnt, nm ho niolir, itl* 
Hiiit Jalinni dan Ciaciniikini Ian tiiir arwogmi Itiil 
auf clam (labiatii ikir piiritidliiit IHHariniiiiilglint 
Zugamitietthiing diirzuHtulIini ttiiii 741 wriilliniilii 
IIi IIIII IIri tt «iigt in ikir Ettilinimtg, iliis iit « 
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Vorr< 


zeiten und Abstiindo, \uldio *il 

lich Sind (mit (ler Ertahruns v(m 
leiten.“ 

Die ersto der boidou hit^r v 
gab on ist die Aufstolhuig doi 
auf physikalische Tliatsiudu^u iii 
ist die Integration dieser Difler 
wendung auf den ein^^ohieu coiic 
der Mathematik. 

Riemann fuhrt.tuin aun, % 
Galilei und Newton gelegi bal 
entwickelt haben, wio die Aiisclu 
schiedenen Zweigen der iiutihini 
der Gesetze durch DilTercintialf 
wie die Wissenschalt novh zu dv 
Staudpunkt NewtonHiehe. 

„Es ist Bc‘it ko 

schreibt or; „alle Versucdie, tihe 
Innere der Natur zai drin^iia sit 
fluss der spateren philoaujdtisidi^ 
physikaliscken Literatiir gtdteiit 
gehabt, die ursprimglickii Aitifat 
und Inconseqiienzen in diesnllte 
Dass Rionianu selbnt in 
erkeimtniss iiber die Newton 
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St‘it jiUH^r ZcMt ist fast aiii liallmH Jalirhuii 
nnd (lia Sac*lila|^a ist tnna aiuk'ra .aaw«)r(haL 

Van England lung von wo uns vur zweihu! 
LoIuh' von dor iillgonitdnon Ciravitatitni goktnnnioii 
Ansrhauung Bahn gt'brotduni, dio, wonigsitnis 
luuigtat ilor Ediditriritiit, tins Magindisnius und dc‘ 
jononi liit'in a n lEsiduni kloalt^ naln* k«nn!iit, wr 
in Bozng auf dio (iraviiaiitni Inn joi/.i nooli iin 
ini <lio auf Ea rad ay's Ansoliniiitngcni lussfink' 
auHgidumtfS tuid jtd/.f fast nllgonioin nngononin 
EdtsktroinagmdisniUH and das Idrhti^H, durrh il 
muigtni nicdit nadir atis oinrr uiivormitiidton Em 
dorii auH idman SjianiiungH/aiHtaialo <lc^s uingida'i 
gtdoitot wt*rdoii. Hand in Haial init dor Ent 
IdifHiriis tlit^ grosst* ErHidannungsgidnoit' aiadi 
hidriodigondor Wohi^ orkliiil, tsi din Erkiointi; 
Hatdion and Ernrladnuiigini di<^ sin an 

bastiltigt hahiiiu iiiid dit* dtu^ inathainattsohoii *r 
iifiif'r Anfgalani stidlt. Wir hrancdani nnr an 
von II, Hart/, zii oriiinarn, dit* otno sti ungi*n 
Htinuming in dmi liosoi/.iot di*r Eortpllaar/amg ^ 
kung wit dor Ojitik orgidwn halam, AHoh in i 
OH liior wit fdnnr AiiHidiiiiuiiig zu than, din ii 
friniwi gtitiigitid ini, dor in don iilijHikitliHidioi 
Hwdit, ak IdoHHo Barstidliing odor Bt^ntdiriiilm 
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Vorrtule. 


Auch die mathematiachCti IlullHutil 
der partiellen Differeiitialgloicluuigim lial 
zehnten maiichen Zuwachs ei-halten, uiit(> 
hauptsiicMich auf Ilieraanirs Kiittlusw 
gedehnteAimoiulung der fimctiout-iiUieort' 
heben mdcbte. 

Wenn sicli hieniach dor Inhnlt d«>r 
in den vierzig Jaliren, soit Ilioniaini die.' 
Mai gehalten bat, so bodoutend veriiudf 
Frage, dass ein unveriindorter oder w 
jener Vorlesungen gar nicht molir ztdtgeui 
das Buch mebr als bloss hiatoriHchen Wei 
es seiner Zeit gewesen iat, oin Haiidbu 
Pbysiker in leicbt vc'ratiitidlie.her Form tii 
Hiilfsmittel biotet. Ks musHte also an 
bearbeitung gogangon werdoii. Duboi eti 
gemesscn, die Beschriinkung atd>,ugobeti, 
einer UniversitiltHvorlosung vor«eliriel». In 
Ausgaben findet sioh nichtH Ulair Fib-ktr 
Der pbysikalische Btoff beschrilnkt hicIi ni 
citat und Hydrodynatnik. I Has war un 
ala Riemann die Bchworo, die Klektrie 
mus in einer andoren Vorlosmig liehair 
von Hattendorff fiir den Dniek bearhei 

Sa nnfafonil rlotTiYi Aav iiitt i»it 
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denen die behandelten Probleme entnommen si 
machen. Der Schwerpunkt liegt in cler mathenn 
lung der einzelnen Probleme, Es ist bei der 
selbstverstandlich, dass bei diesen Problemen n 
schrankte Auswakl getroffen werden konnte, w 
physikalischen besonders auch auf das matherc 
Gewicht gelegt ist. Umstandliche Entwickelung 
rungsreclinungen, so sehr sie auch dem Physikei 
besserer und stronger Methoden nothwendig sei 
sie ohne besonderes mathematisches Interesse si 
mieden. 

Ebenso aber sind Eragen von nur mathema- 
die dem Physiker allzu abstract erscheinen me 
schwierigen tiefer gehenden Untersuchungen ill 
der Losungen, nicht in den Kreis der Betrachtu 

Es entstand nun aber die Frage, ob es 
den ich hier dargelegt babe, dessen Durchfiihr 
greifende Umarbeitung in alien Theilen nothi 
gerechtfertigt sei, das Werk als Vorlesung Ri< 
zeiclinen. 

Ich bin mir wohl bewusst, dass ich in dei 
Verantwortung allein trage. Da aber nicht nn 
Ganzen in Riemann’s Weise beibehalten ist, s 
so viel in meinen Kraften stand, bemuht gewese 
in Riemann’s Sinn und Geist fortzufuhren, 
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Erster Abscl 



Schwankung in einem noch so kleim 
Intervalle grosser als eine endlich 
auch. das Umgekehrte bewiesen, n 
einzelnen Punkte eines Intervalles s 
Intervalle stetig ist. 


§■ 3. 

Bestimmte In 

Es sei y =f(x) eine in dem 

(1) z/ = (a, 

stetige Function einer Variablen 
wir nun in Theilintervalle d, die alle 
liegen, so dass 

( 2 ) ^ = U 

ist. Eines dieser Theilintervalle 8 
Endpunkte a, /3 bezeichnet. Ist | c 

Fig. 1. 






Bestimmte Integrale. 


§. 3. 


Der Beweis hierfiir ergiebt sich aus folgenden B 
Sind A, B die untere und obere Grenze Von /( 
valle J, so folgt aus (2) und (3) 

AA < Sc BA, 


und mithin, wenn S' einen in dena Intervalle A geb 
von X bedeutet, der der Bedingung 

Ac/i!s!)cB 


geniigt; 

( 4 ) S = 

Es hat also S jedenfalls einen endlichen Wert 
Sind ferner h die untere und obere Grenze 
dem Intervalle d, so ist 

(5) < ScUhd. 


Wenn also 

D — h — g 

die Schwankung der Function im Intervalle d ist, 
Schwankungen der Summe S bei festgehaltenen 8 
als EB8^ und wenn G die obere Grenze von . 
grosser als G z/, und sind also wegen der vorausges 
keit von f(x) bei unendlich abnehmendem d unend 
Wenn wir aber das Inter vail 8 in kleinere Inte 
theilen und mit einen in d' gelegenen Werth von 
so ist, wenn wir die Fornael (4) auf das Intervall 8 

wo I in d liegt, und mithin ist die dieser weitei 
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Krfltor Abachn 


Es ist nun h'ii'.ht zu sehen, (lass d: 
gleich den Inhalt F der von der Cur 
der A-bscissenuxe begrenzten Flilclio a 
fiir jedes 'I'heilstiu'.k die Parallele niit ' 
h(k'iiHt(‘ii Punkt der Curve, so wird B 
don t.iofsteu Punkt, so wird B <; F. 
w('rth von B mit F zuaammon. 

§• 4 . 

Krweiterung dos Integ 

Die Stetigkeit dor Function f{pt') 
wir bishcr vorausgosetzt habon, ist fu 
dos bostimmton Integrals nie.ht noth' 
und hinreicjhonden Voraussotzungen, d 
die Futudion / (.r) gemaeht warden m 
fo8tg(5Htollt'). Wir fiihron hi(3r nu 
Int(tgralbegriffea auf, die fiir die 
ktut sind. 

1. Wonn di(3 Function /(a:) nieht 
sie HO boHchaffen sein, dass jodiss onf 
Fig. 2. Function 

licho Anza 
fiiUt, in d 
stotig ist, 
dor Anniilu 







Erweiterung des Integralbegriffes. 


§. 4. 

sammenstossenden Werthe von f(x) werden (nacl 
Dirichlet eingefiihrten Bezeichnung) mit 

/(c—0) und /(c + 0) 

bezeichnet 1). Fiir solche Falle wird das bestiramte 
Function/(a;) einfach. dutch die Fo'rmel erklart: 

h <•■ h 

(1) I f{o^) dx = j f(x) a; + j f{x) dx, 

a C 

und diese Formel gilt natiirlich auch, wenn e kein I 
punkt ist. 

Wenn wir nach dieser Festsetzung ein Integ: 
anderlicher oberer Grenze x betrachten; 

an 

(2) F{x) — I f{x) dx a ^ X < b, 

a 

so ist F{x) selbst dann eine stetige Function von 
nicht stetig ist. Denn ist d — (a, /J) irgend ein 1 
so ist die Schwankung von F{x) in diesem Intervalle 
die der Function 

X 

F(x) — F((x) — I f(x)dx « ^ a; < 

a 

und diese Differenz, und also auch ihre Schwankunj 
kleiner als wenn g grosser ist als der absolut g 

vAn "PC iTYi Tnf'.AvtrcillA A T^T»A/1nA+ a A < 
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Erster Absclmii 


h 

(3) F{x)^^f{x)d 

X 

so lange x > a ist, eine wohl definirte 
Es ist nun moglich, dass, wenn sicl 
F{x) einer bestimmten Grrenze F{a) zu 
wir definitionsweise 

b 

W F{a) = ^f{x)c 

a 

Wenn ein solcher bestimmter Grenz 
dann nennen wir das Integral (3) conve 
mit der Annaherung von x an a unendl 
stimmten Grenzwerth hat, dann heisst c 
diesem Falle wird dem Zeicben (4) kein 
Ein einfaches Kennzeichen der Cor 
folgendes: 

L Das Integral F{x') convergir 
tiver Exponent << 1 so be 

{x — aff{x) 
bei X = a in endlichen Gre 

Man darf aber nicht umgekehrt sc] 
solcher Exponent nicht existirt, das Int( 
Insbesondere lassen sich solche Falle, i 




4. Erweiterung des Integralbegriffes. 

X X 

Es ist aber 

c 

C dx , c — a 

„— = log-: 

Ja; — a ° x — a 

X 

was fiir x = ct unendlich wird. 

Wenn die Function /(«) statt an der unterei 
der oberen Grenze i unendlich wird, so ist die 
nur dass man die Function 

X 

F{x) = I/(a-) da; 

a 

mit der Annaherung von a; an 6 zu betrachten hj 
Der E'all endlich, dass/(a;) in einem innerei 
Integrationsintervalles (a, h) unendlich wird, w 
Formel (1) auf die beiden soeben betrachteten, e 
zuruckgefuhrt. 

3. Wenn das Integral 

X 

F{x) = I/(a;) da; 

a 

mit unendlich wachsendcm x einer bestimmten 
strebt, so setzen wir 
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Erster Abschnitl 


Hiernach ist die Bedeutung der Zei 
& +00 

^f{x)dx, I /(a 
— 00 — 00 

gleichzeitig mit erklart. Hier gilt das f 
die Convergenz: 

III. Das Integral convergirt 
ein Exponent fe > 1 finden 1 

f{x) 

fiir re = GO in endlichen Gre 

Audi dieses Kriterium ist nicht umk 
senders die Falle von Bedeutung, in dein 
aufhorlich ihr Vorzeichen wechselt, et^ 
schen Functionen sin^r, cos^r. 

Man unterscheidet bedingt conve] 
convergente Integrale und nennt unb 
grale solche, bei denen die Convergenz 
Function f{x) iiberall durcb ihren absol 
Bei den bedingt convergenten Integra 
Convergenz wesentlich darauf, dass sich 
tiven Bestandtbeile, deren jeder fiir si( 
stimmter Weise gegenseitig aufbeben. 

Als nothwendige und hinreichende 
vergenz ist Folgendes zu bemerken; 

IV. Das Integral 



Der erste Mittelwerthsat/i. 


§. 5. 


§• 5. 

Der erste Mittelwerthsatz. 

Bedeutet aj, a^, •••,«« Reilie positiyer Zal 
hi, Jh, . . .,K eine zweite Reilie beliebiger Zahlen, 
Summe 

^ = hi CLi ^2 -j- • * • CLfi 

vergrossert, wenn man die samintlichen h durch 
unter ihnen, Cr, und verkleinert, wenn man sie dnrcb 
g, ersetzt; es ist also 

(«! -f- «a • • • "i" “») < (? (»! -)- tta • • • 

und wenn man also 

(1) A = m(ai-+-02 - -j- a„) 

setzt, so ist m ein Mittelwerth unter den verscbied( 
von h, d. h. m geniigt der Ungleichung 

(2) g a m < G, 

und das Zeichen < wlirde nur dann durch das Gleii 
zu ersetzen sein, wenn alle h und folglich auch j 
ander gleich sind. 

Die Formel (1) gilt natiirlich ebenso, wenn die 
alle negativ sind. 

Dieser Satz lasst sich auf die das bestin 
definirende Summe anwenden und giebt dann folge 
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wird, uutl (Is'i- (JnMizubcrgiing zu i 
Formol 

h 

( 4) I ~ ■ 

a 

Iliuriii ist, urn das Gesagtc zu 
tion, (lit' iu do,m Intervallo (a, h) ui 
unstotig soil! kaim. t(x) ist ciuo 
und I ist (nil im Allgoiuoinon nicl 
lutcrvalle 

Natiirlitth gilt dio Forincl clu 
lucht positiv wird; und weun di 
sollto, so tritt an Stollo von 
dor untoren und oboren Grenzo d 
Dio Form el (4) nenuen wir 
Einou apcc.iollen Fall diivou crba 
annc.bnu'n: 

h 

(f.) I “ 

ft. 

§■ ' 

Dor zwoito Mi' 

Dor zwoito Mittelworthsatz 1 
gralo, iu denon dio integrirto Fui 

lut Fk Hfti alBD 




Der zweite Mittelwerthsatz. 


§. 6. 

Nun theilen wir das Intervall ^ in Theilinter 
indem wir die Punkte 

dyi 

in dieser Grdssenfolge annelxtnen, und dabei 

(3) Wq “ ^i—i = dj 

setzen. Dann ist nacli dem ersten Mittelwerthsatze 

a. 

% 

(4) F{k1) — ^ <p{x)dx = 9(|i)d 

a, 

i — l 

wenn I,- ein Mittelwerth in dem Intervalle di ist. Dies 
multipliciren wir nun mit und bilden die Sum 

£ cp (ii) Ip (ii) = ^(ii) [F(cei) — F(«o)] 

+ ip a,) [F(a,) - FM] 


+ ^(l») [•F(c«„) — F(a„_, 

Oder, wenn man die Glieder dieser Summe anders ai 
F(o(o) = F(a), F(oc„) = F{b) setzt; 

(5) £<p(ii)ip(ii)d'i -r F(cci) — ipd;^)] 

+ F(cc,) [,pd,) - iPdO] + 

■ ■ + iPd„)F(b)- iPd,)F(a). 

Nun haben nach der Voraussetzung die Differen 
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Erster I 


b 

(7) I <p(x) 

a 

= ij(b) F(b) — i)(a) F( 
Ueber die Stetigkeit der I 
gesetzt. Es konnen sogar une 
kommen, wenn nur die Bedin 
wachsendem x nicht wacbst oc 
der Formel (7), wie die Ableit 
^ (a 4- 0) und iIj (b — 0) unter 
Aucb die Function cp {x\ di 
haben, kann Stetigkeitsunterbrec 
was aber fur die Anwendunge 
und daher bier nicbt weiter ve; 
Mit Benutzung der Relatioi 
I 

•Fd) — F(a) = I (p(x)dx, 

a 

konnen wir schliesslich dem zwei 
Gestalt geben: 

b a 

(8) I (p(x)tp(x)dx = rp(a) | 

a a 

Oder auch 

b b 

\ rr\ /V*\ i ^ /V'N rJ /V* ——— ^ I I /Y- 








§. 7. Bedingt convergirende Integrale. 

1st 

X 

j" q> {x) d X 

a 

eine Function von x, die mit unendlicli 
dem X in endlichen Grenzen bleibt, unc 
Function, die von einem bestimmten 
standig abnimmt und sich dabei mit 
wachsendem x der Grenze Null nabert, 

j 9 (x) ill (x) dx 

a 

convergent. 

Die Voraussetzung iiber die Function (p{x) involv 
bemerkt, niclit die Convergenz des Integrals 


J <p(x)dx. 

a 

Der Beweis ergiebt sich aus dem Kriterium §. 4, I 
dem zweiten Mittelwertbsatze. Danach ist namlich 


C C c 

1 9?(ii;) t//( ir) dx — {b) I (p (ri:) dx 'iIj(c) { (p (x 

h h I 

und man sieht, dass diese Grosse kleiner gemacht ^ 
als eine beliebig kleine Grosse m, wenn b und c } 
als eine binlanelich fiirosse Zabl n. 
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Er 


convergent. Beachtet mai 

das Kriterium §. 4, L, so 

00 

r 

J 

0 

das erste convergirt, so 
so lange w zwisclien 0 un 


Stetigkeit eines bes 
ein 

Wenn in einem besti 

( 1 ) 

die unter dem Integralzei 
von einer zweiten Variab 
abbangt, so ist das Integra 
Es gilt dann der Satz: 

1. Wenn f {x^y) e 
Variablen y 
tion von y. 

Denn ist die Schwan 






§■ 8 . 


Stetigkeit eines bestimmten Integra 


Integrationsintervallc positiv is 
Integral 

(3) j 

a 

convergirt, und wenn ^(.r,?/) ii 
Grenzen bleibt und fiir endlicho x 
Function von x‘, y ist. 

Denn setzt man 


d>(2/) 


h 

j 1^ (a') cp{x,y)dx j i// (x) q> {x, 


so kann man zunachst h von y unabbangi^j 
nehmen, dass das Integral 

oo 

j" Ip (a:) d X 

b 


und folglicb auch 


ip (x) q} (x, y) dx 


kleiner wird als eine beliobig kloine Griisso 
ist auch, wahrend y cin Intervall tf durchliluft, d 
dieses Integrals kleiner als Va m, und datiti kann 
dem Satze 1. das Intervall 8 so kbsin aniuibincn. 
Schwankung des Integrals 
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Erster Abschnitt. 


I '4){x)cp{x,y)dx <; I ip(^) I 

h h 

und kann durcli ein von y nnabliangiges, hinlanglicli grosses b 
beliebig Idein gemacht werden. 


§. 9 . 

Stetigkeit eines Integrals bei bedingter Convergenz. 


Wir wenden den zweiten Mittelwerthsatz an zum Beweise 
eines wichtigen Satzes liber die Stetigkeit eines bestimmteii 
Integrals: 

Ist <p(x) eine endliclie Function von der Be- 
schaffenheit, dass das Integral 

(1) I (p(x)dx 


( 2 ) 


convergirt, i!(x) eine stetige Function, die voii 
einem bestimmten x an fortwabrend abnimrat 
und sich mit nnendlich wachsendem x der 
Grenze Null nahert, os eine Variable, die sioh 
von positiven Wertlien der Grenze Null nahert, 
so ist 


lim (p (x) zlj(ctx) dx = ip (0) tp (x) d x. 
“=o J 


Es ist namlich nach dem zweiten Mittelwerthsatze 


(p (x) ip(cix) dx 


— j* gj(a:) ip{cix)dx -|- 'ip(cih) j* (p{x)dx -I- (p{x)da 

a <^b c ^ < c, 


und fiir c = oo 


h £ 

j(p{x)'ip(c)t,x)dx = ^ (p(x)if(cix)dx -j- ip(ab)^(p(x)dx 


h < I, 
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§. 9. Stetig-keit eines Inleg'i’alH bui ])eilinj 4 :ter (b»uv(*rt; I'li.*.. 
ferner 


^(p(x)dx = j (p(x)d:r - | - I 

und daraus 

j* <p (x) tlJ (a X) d X ■ ■ i' (0) j (p (x) d x 

h { 

~ ^(fix)[ip(ax) — ip(0)]dx ”1 • i>(ah) j cp{x)dx </-(()) | <pix\(ix. 


Daraus lasst sich zeif,^on, (la,SH man a so nnlm an Null an- 
nehmen kann, dass die lirdco Soito dic.wr (iltdcluiuK, ilir von h 
gar niclit abhaiigt, boliel)ig kknu wird. 

J)a,ip(ah) inimor iintor oinor ondli(!li('n (ironz(‘ hhnbt. mi kanu 
man zunachst nacli der iibor (p(x) gnin.'udittui VorauHNftztuig A, 
von a unabliangig, so gross animlntmn, dass 


Ip (ah) j (p(x)(l;): - ■ i/'(0) j (p{.r)dx 

<> h 

beliebig klein vvird. 1st dios gcHcdioln-ii, so kanu man f 4 m. klmu 
maclien, dass dio DilToronx 

Ip (ax) — 

fiir jedes a; zwisclien a und h und folglic.h anch dan Inim^ral 

b 

j g5(.rj [ip (ax) — dx 

beliebig klein wird. Da.niit ist dm- vindangtn linwoiH goluhn. 

Der am bauligston angnuvandtc. spnciidb' Dull diosi-h Sat/,.-, 
ist der, wo ip(x)~(: .iv^t, uml daim builiit. nuHtir Sat/ 

I (r“-^q>(:r)dxr-^ f gka jda", 


wobei niir die VorauRSCtzung zu mae.lum isl. 
gral recbter Hand eonvcn-girt. 


duHH duH Int«‘ 


Erster Abschuitt. 


Differentiation eines Integrals nacli einem Parameter. 

Die Siitze des vorigen Paragraplien geben uns ein Mittel 
zur Dilibrentiation eines bestiinmten Integrals. Wir stiitzen uns 
dabei auf den Fundamentalsatz der Differentialreclinung, dass, 
wenn (p{y) eine Function von y ist, deren Dillerentialfiuotient g)'(i/) 
eine stetige Function von y ist, fiir ein beliebiges /t, soweit die 
vorausgesetzte Stetiglceit bestebt, die Forinel gilt 

(1) M = y- (y + ;,), 

worin ^ ein positiver ecbter Bruch ist. 

Es sei nun (p{x^y) eine Function von der Eigenschaft, dasB 
der Differentiahiuotient 

'd(pOx,y) . . 

eine stetige Function von x und y ist, die zwischen ondliclieii 
Grenzen eingeschlossen ist, und i()[x) wie friilier eine Function, 
fiir die das Integral 


unbedingt convergirt. 
Ist dann 


0 (y) == j (a?) g? (.«, y) d a:, 


folgt 




und nacli (1) 

^(y-^h) — 0 (y) 
h 


tl> (x) x(x,y ■i~'^h)dx; 


wenn wir nun h gegen Null convergiren lassen und von dorti 
Sclilussverfahren des §. 8 Gebrauch maclien, so folgt 


( 3 ) 



Vertauschung der 1 iitegral.ioii h fulge. 


Man erbiilt also iintor dcui gomuclitcu V<tr- 
anssetzungon den Din'orciitialciuofciout <*ti d t-r 
clnrcli (2) definirteii Fiiiictioii 0(y)-, iiuU’iu iiiun 
iinter clem Intcgralzeiidien iiac.li y difrercsiitiirt. 

Als specieller Fall ist hioriii dor d(n- oiulliohon (rroir/.on 
enthalten. Man hat nur 4<(x) zwiscJn'ii a inid /; ghdoh I uiid 
zwischen b und oo gleicli 0 anzunoliiiKm. Daiiu orgioht sioh di*r 
Differentialquotient der Function 


in der Form 


(p (.r,;//) <{t. 


r 1 ’ </> ?/) 


und die einzige hierbei zii rriachoiuhi Vorausscdzung ist dio, da-^n 
der nacli y genominene Difibrontiahquotient von (p (j\ y) (diu' 
stetige Function von a: und y soi. 


Vertauschung dor In togra tionHColgo. 

Durcli die Umkehrung der 8 iltz('. dcs vorigeu l’uriigru])lH‘ii 
gelangen wir zu der Integration cinos boHtiuimU'u Inti^gralH juit-ij 
einem Parameter. 

Es sei, wie bislier, vorau8gc*,Hc>tzt, dasH dan Integral 

(1) j* da: 

unbedingt convergire. Es soi foruer % {ayy) eiue in endlioliim 
Grenzen eingeschlossene stetige Function von x und y uml 

(p(oc,y) = j x(a\y) dy, 

und folglich, wenn 04, zwoi (mdli(dui Wc'rtho sind, 

(2) <p (x, fl)- f (X ,«) — j (.r,,/) u y. 

graphen” Gleidiutip; (:)) ,!(,« l',iru. 




I'IrMtcr AltHchuitl-. 


§. II. 


j’ (;i(.r,//) dx r- j x{<‘\ ii)d x 

zwischou (Ic-ii (In'iizi'ii oc luid /i iiiii'jJirirt'n uud Uiilcs 

j [()f)(r,/i) — (f‘ (.^«)! d .r, 

oiler wei^en (2) 

<» \ 

Ci) I •t|^(.r)d;r j ' | j '*''(,•0 X(/’,'/.) d//. 

Noliiiuni wir un, diiss liir uUe in Htdrucld koiuTuoiulon 
Worfcke von x das InU^^a'id 

(4) [ %iAll)diJ 


oonvergi'.ni soi, uud '/war so, dass das Integral (4) uuti'r oiiie 
bidiebig gegohoiu'. (Iren/e. heruulersiukt, wemi « iilicr (nnem von 
X unaldiiingigen, hiidilnglich grossini Wertla^ liegi, so folgt aus 
d(Ui SfceiigkoitBHilt/(ni des B 




•K XiAindtj ■ ' dll j 


iind dioRO Furimd gilt nueh noch dunu, woiut das Integral (4) 
fiir X rr- 00 odor eineu utulorcn heHnudorini Werlh voii x zu 
(‘onvorgireu aufliiiri, wonn e.s nur init, dor Anfulhernug von x an 
dioHon Worth (unon ondliohen Worth nioht id»orsohroitot uud die 
unhodingto Oonvorgou/ don Integrals fl) leHtgeludten wird. 

Mr Spee.ialfaU ist aurh hier die VertaUHiddnirkeit dor Inte¬ 
gra tiounful go. lad o-iulliehmi tlrenzen in diehen Silt/en ontlialten, 
dio shdi in dor Formed ausdriiokt: 

! !' 

(f» j j x(.r.//)e/// j d//j ^(,e.,/} d.r, 

Wir wollen nooh {diion ‘/.weiteti Sat/, tiher die t'tnkohriing 
dor Intogrationsfolgo alihdteii. 

Kb mi fix,ij) eino Fiuietiou, die fur |amitivi* .r, ?/ nur positive 
odor wotugHtons koine uegativeu Wortlu* minimnit uud eiuou ond- 
liohon Gron/werih nieht ilhersteigt. Uanu hat dan Integral 





§. 11. 


Vertauschung dor Iiitogrationsrolgf. 


j da [/{«,/3) dft = riAH) 

0 1) 

fiir jecles positive a),y oincn Lcstiunuteu ciuUic.Uuii Worth, her 
sowohl mit wachsendem als init wachseiidoiu // zmiimiut {.Mlrt 
wenigstens nicht abnimmt). Wenn nun die Funetinn nielit 

iiber alle Grenzen wlichst, so hat sic cim^ olnuv (h'cnze A, uud 
wir kbnneu ein Zalilenpaar n, h so hc^stiininou, dnss dm- hntcr- 
schiedA — F(a,h) Ideinor ist als cine hcdicdng gegelnuH^ (irussean 
Der Unterschied Jt — ;'/) 

a sein, wenn x > a, y > (> ist, uud c^s folgt (birans, dnss .1 dor 
Grenzwerth von F{:x,y) ist, wenn a- uud y irginulwio iuh hn- 
endliclie wacbscn. 

Wenn das Integral 

(7) j j/(«,/i) d/ti 

convergirt, so ist die Voraussetzung dit'scfi Sat/a's and 

folgt, dass der Worth dieses lutognils, dtni uniu aus /'(•'■,//) or 
hiilt, wemi man zuorst y uud diinu ;/• ins Uneiulliflii' waidiNou 
lasst, gleich ist. I)(!nsell)eu Gnnizwtu’lh orhiill. iii.'in al>i*r aiitdi, 
wenn man x, y irgcndwie a.iuh'i’s, z. lb in uingekidirtfr Utdhru- 
folge, ins Uneudlicho gohcu liisst, 

Der Bewcis dieses Satzos Ix'-ruht, wie. man Hii-hi, wohi-utlioii 
darauf, dass das Integral 

(8) j j/(«,/3) d/i j f/« j /(cA^li) d Ih 

0 0 0 II 

was aus lauter positivcu I'llenumtou hcHtelit, fiir liiidiingUeh groivio 
a, 1) nnter jede gegclmno Grtmzti o) herunler sinkt., uud dii“» i'4, 
wenn/(«;,«/) nhdit negativ wird, ('.inc Kolge der (onvergeu/ vtm 
(7), Diese Kigenschaft des luiegrals (8) hleibt ah(‘r erhallm, 
wenn f(x.,y) der absolute Worth eimu' Funetion cp(.i-,y) i*4 , dn- 
das Zeichen wechsolt, wonu /(aji) in (H) durtdi tplujis t-r.i-f/.f 
wird. Wenn wir also uuter ahsoluter thinvergen*/. eiim auh-he 
verstelien, die bcstoheu hleilit, wenn das Inlegratiniisrlemmd 
durchweg duroh seiinni abHoluten Worth er.Hotzt wird, ho haiiou 
wir den Satz: 
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Erstev Absclinitt. 


§. 12, 


Wenn von den beiden Integralen 


I I g) («,/3) d 

0 0 




0 0 


q) (w, /3) d oi 


das eine absoliit convergirt, so convergirt auch 
das andere, and beide liaben denselben Werth. 


Selbstverstandlich konnen fiir die imteren Grenzen 0 auch. 
beliebige andere constante Grenzen gesetzt werden. 


§. 12 . 

Berechnnng bestiramter Integrale. Erstes Beispiel. 

Die Vertauschung der Integrationsfolge ist haufig das Mittel 
zur Wertlibestimmiing bestimmter Integrale, die sich nicht aus 
dem unbestimmten Integrale ableiten lassen. Wir betracbten 
einige Beispiele, die wir so auswablen, dass sie nns spater niitz- 
licb sind. 

Das Integral 

( 1 ) G^\^e~’‘"d0 

0 

ist convergent und bat einen bestimmten positiven Werth C. 
Snbstitiiiren wir darin 

^ = xy^ ds = xdy 

und versteben nnter x eine positive Constante, unter y die neuo 
Integration8variable, so folgt 

C = x^e-’^0‘dy. 

0 

Hier mnltipliciren wir nnn mit nnd intcgriren noch 

eininal in Bezug auf x von 0 bis qo . Dadnrch ergiebt sich, 
wenn man in (1) s durcb x ersetzt; 

^ X dx dy^ 

0 (I 

und da bier nun die Bedingungen fiir die Umkelirbarkeit der 
Integrationsfolge erfiillt sind: 







Berechnuug bostiinintov Integrale. 

0 0 

Nun ist die Integration unbeetinunt austiibrbav. Kh 
lunachst ^ ^ 

0 

ind sodann ^ 

r 1 

J 2 (H-?/'^) ■ ■ 

und folglich, wenn man die Wiirzol ziohi; 

(-2) C == j* ^ d^' ij 

6 

Hieraus folgt aiich der Worth dcH IntogralH 


-t-oo 

nrr= '^Tt. 


1st p eine positive, g oino holiobigo rcudlo (louHlunl.t*, ho k 
man in diesem Integrale dio Substilntioo 


maclien und erhalt: 






Ein anderos bemorkonswerthoH lutcsgral orhulitni wir tlu 
auf folgendo Weisc: Wenn man in deni Ititognib' 


die Substitution macht 


:(l+A)rf„, 


worin g eine positive (Trussc ist, und u von ]^tj bis m gob 
erhalt man 


I’li-Ktor AbHi-.liuiti. 






(i a ■ 


'I f "'uY da _ 


■j/jr .1 

■K-7 


Im zwi'itcu (lii'Sdr luto^riilo substituirci man 




da^ ” — ~da^ 


so (lasH a, clio (IroiizcMi uiul 0 crhiLlt. SoM man d-um wiod 
« mi SUillii von ccj, ho crgiolii sicli 


•7- ('. ^ da I 

yV. 


odov oiuIlic.il 

05} 




Die Fornu'l (Hj lilssi sic.h uocli aiif oino aiuloro Weiso ve 
nllgiauoiuoni. Man (‘rluLli niimlicli (lurch die Substitution 
(Tir j 

j/jr 

2 Y a' 

uud dies lilsst sicli bc.licldg oK, in auf a diirorcntiirc 

Sot/t iiuiii dann wiinlcr ho I'olgt lur j(>do,s gauze pomtive 

a _ 2 I \/ 7 r“ 




aj 


(r 


■ 


Id. 

Zwcitoa r>oiK])icl, 

AIh zwcitc.s Hcispiid wollc.n wir das Integral boiraoliton 

(1) A j',.. 

worin fi (lino positive (lonMianto soiu soil. Ms ist aber, win sii 
durch uuiuiltelban^ Integration e.rgiobt, fur jodcs positivo y 









. 13. 


Zwcitcs Hcispiel. 


md wenn wir dies in -A. oinsotzon. 

A = [ sin 7/ d^/ j f‘ 

0 

)der nach Umkelining dor rnt(' 4 ?rationsrol^n-: 

^2) ■ J. rrr j dx j sin// di/. 

Es ergiebt sicli aber diirch DilTcroiitiiiiinn 

-A (cos// + ri.' sin //) -- - ■ (1 ' I //• 

dy 

und hieraus durcb Intogration inich y: 


c sin// dy 


Es folgt also 


wenn arccotgi- zwiscluni 0 untl gonoinnicn ist. Also huljmi 
wir das Integral 

^ 4 ) j* sin// r-. arc.cotg {. 


Ist Ij eino positiyo Constanto, so kann man iu (-1) // tlurnh 
by ersetzon, unci wenn man noch ^■.b r~- a scst/.t, stj iolgt 


(5) e sin Z;?/ “ arc cotg 


arc’, ing * . 


und diese Formcl bleibt auch fiir negatives b ricliiig, wnun 
arc tug zwisclien — ^ uml - ~ gcmninnum wink 

Da das Integral, wic in 7 gozeigi ist, uorli I’cmvcrgcnt 
bleibt, wenn a = 0 wird, so kiinnem wir Koimm Wcndli nn»‘h tbuii 
Satze des §. 9 bestimmen, und orhalUm: 

(6) 




ao 


Krstor AhHchnitt. 


§• 14. 

Diese Fornuil ihI nur richtig, wi'iin h positiv ist. Fiir 6=:r0 
ist <lio liiiko S('ito ~ 0 und ergi(d)t. ITir lU'^nitivi' h dt'u o.ntgogen. 

gesctztcu Worth Das Integral solhsi isi also cine bei 

b 0 uiiHtotigo Funotioii vnu h. 


% M. 

Dritl.o.s Bc'iHpiol. 


Kin in Auwoudungon iirtor vcn’kommondos Intogral erhalt 
man ana dor olxni Hchon bcnmtztini Ft)rnu‘l 

f <l H ^ 

durch die Substitution 


A 


1} 


..1 (I (t) 

/> OOH'^w’ 


worin J/ positive (Soustunten siud. Dits IntegratioiiHgronzon 
t’iir © sind 0 imd so dans man orluilt 


( 1 ) 


d u) 

/!“ sin*-* w ■ j ooH’-* 0 ) 


7 C 

'2 A n ‘ 


Sotzt man weitc'.r 

sin*'^© r— I ~ ooH'-*©, -'I' ’ <iK — /I® 

so folgt daraiis 


(2) f -• " 

'' ^ J a» 4- lA tu)H« w 2 a | a® [ 

worm a und positiv ist. 

Iliorin kann man auf dor linkou Suite dies Zesrlcgurig an- 
wemdon 

ai b'^ eOH® © r-" (a 4 h i uoH w) {a • h i oos ©) 

2 rt ^ 1 , I 

(A 4“ ooH® a) 


u } if i cto.s w 


If i OOB © 






14. 


Drittes IJoiapiol. 


rin i — — 1 ist, unci erhiilt: 


1 r d CO I 1 

2a ] a b i (;os co 'la ^ a • 


d u) 

- b i iu)s M 


J (^2 cos2 CO 2a J a b i cos co la ) a -- a i cos to 
0 " 

Das letzte dieser Intogralo orgiobt; durc.h die Substitution 


d CO 

- b ? Cos to 


and daiiacb lassen sicli dio boidon Intogralo auf d(U- rcchtcu 
5eite von (3) durcli ein einzigess zwischGii dcni (Jnniztui 0 uud .t 
3 rsetzen. Man erhiilt so 

7t 

C d CO 7t. 

^ J « b icon CO ~ /;ii 

0 ' ' 

In dieser Formel, in d(U’ die Quad rat wurzol j b' positiv 

ist, ist dann a eino beliel)ig(3 positive donstauU', wiihrend b 
sowolil positiv als nogativ soiu kann (c^s krnint(‘ sugar b'^ iicgativ 
sein, wenn nur a‘^ -|- Id ])ositiv bloil)t). 


Zwfiifi' .Misfhnit t. 


Dor Fouriur’Hcho Lohrsatz. 


Das Diriah!fl-'.si'ln‘ Intci'ral. 


Das iin D-i Iu(i*i;rul: 


r sill a ?/ , ar 

(I) j ‘ 

ist (‘ill .spt'CUC'Ut'r Fall aiiifH M*hr nll^^fniciiifai, voii Diriclilet 
zuc'.rat laiHtiuuntcu IntagnilH, walchas Mama* mumiifi;ra('lum Aii- 
wt'.iiduuKou wffjjtni von grosser WirlitigUoit 7,m* AltUiitung 

(Host's Intograls wollt'u wir jo(/.t lihergehou. Wemi wir uiitor ft 
oitie bolioliign positivo (tn'isso v(*rsti'h<ai, ho ist. das Integral 


/. 


r sin A It ,, 

I A '''• 


wololu's fur a — {), A* ' r in das Integral (Ij iUiergalit, fur 
bo lie hi go (drcnzi'ii zu uutersutdn'n, Wir komion don Wertli 
zwar iiicht allgoinoiu ht'Htimmen, wuld aiier Hejiien (tronzwcrtli 
iiir (‘in unondlioli waoliHi'ndoM |i, Weim wir niirnlioh uutor deni 


Intcgralzoiolu'ii 

oiuo neuo Variable A|t 

./■ eiuluhnni, au or- 

balton wir 

/- (''"''i-,. 



Wonn nun ti and h jiosiiiv sind, so niihort hioit dies Integral 
mit unoiidlich waolisomloni p wegen tier (’onvergeii'/, doa lute- 




15. 


Das Dirichlet’sche Integral. 


ils (1) der Grenze 0. 1st aber a ~ 0 und b positiv, so erhiilt 
den Grenzwertli 3r/2. Wir erhalten also das ©rsto Uosultat: 

lim j* d A = 0 0 <Z (I <Z b, 

lim = ! 0</,. 

I i 

Aus der Formel 

[ ai = 

nnen wir auf den folgenden, etwas allgoineiiicron Batz schliosHtm : 
Es ist 

0 

inn ft ins Unendliche wiichat und gloi(ihz(utig a ko luunidlit’.h 
Bin wird, dass aft noch unendlich gross wird. Man crrintdil 
__ ,1 

BS z. B. dadurch, dass man a r— ft “ aiinimmt. 

Die Formeln I. golton ul)orliau])t ano.h daiiri, woiin a und h 
t ft variabcl sind, vorausgesotzt nnr, dass aft und h\{ mit ft 
gleich unendlich werdon. 

Es sei nun '\\}{x) oino Function, dio in dtun Inttu'vallc {a,h] 

B folgenden Bcdingungon orflillt; 

1. 'i}j(x) bleibt in ondlicbtju Gronztiii. 

2. ist in dom Intervallo mil wacliMcndam x 
niclit waclisond odor iiicht abnohmondD. 

Wir sucben das Integral 

[ *{X) dX. 

__ 0 

0 lur rbe Anwendungon wi'u’do os goniigeii.'diti Fuunticin tittUtg 
5unehmen. Die Boweino sitid a]>or ebenm) ehiffich cdme dieti.- Vtnnin«- 
zung zu fuhron, wenn man noeh bedenkt, <laHH jiar.li ilmi Sateen vt.u 
emann (vgl §. 4, Anm.) dio b’unctiou ./-(.r) unttu* don Vorauwma/.nnKm 
2. immer integrirbar ist, und (biHs daa Brnduot zwutor intoyrirliiin'r 
nctionen gloiclifalls integrirbar ist. 

Kiomann-WoTior, I'artlollo l)im>mUliilKU.loliuug«n, .. 
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Zwt'itor AliKchuitt. 


§. 15, 

Oder viclinclir dessi'ii (Jreii'/.worth {‘iir ein iiiu'iuUich wachsen- 
dos ft. Ilier krmnm wir dt'ii zwi-iliMi Mittflwi'rihsaiz aiiweiiden 
iind ('rh:ilt('n, iiuleiii wir zwisclu'ii 0 mid b cine ii(i(di uubestininite 
Griisse tt eiiiscliiobi'n uud uiitcr )} MilU'hvmdlu'. 

0 - - H ■ )j • b 

vorHt(‘h(‘U: 





(2) \ 


i: 



1 vio 'U, 


woriu boi etwaiKor UuHtotiKkeit uuU'r H'in) in dor ersten 

Formol t/>M 0), —<0 'ui'i unlor (/‘(n). V'(/G in dor zvveiten 

-iii(b — 0) /.ii vt'i'HtoluHi inf. 

Woiiu wir '/miiudiKt in ilor zwcilou ilirscr Forinolu ft Lei 
fostgohaltoucni a uuondlich wt'rdou Ihhsoii, Hfi iTf'ifdit Kich luiclil.! 

HI. lim j t (H) (ix —* 0 , 0 (( b. 

LaBBt man aber a mil unmulUi'li waohnomUm ft unondlich Idein, 
aft abor noch unondlich groHS werthm, ho wird in dor erston 
Formol t(a) -- tp(Oj uuondlicli kUnu, uiid dan Integral 

j-smiM ,/A 


wird jodonfallH nicht unondlich, wmui man auch Kciuun goiiauen 
Grouzworth wogoti doH unhcknnnttm ^ nicht angolxm kann, 
Dio boideu lutograh^ mil dor Gren/o r/ in dcr y.wciton Formel (2) 
wordon naoh I. mit uncndliidi wacliHcudcm ft unondlich kloin. 
Addirt man also die Imidon Fornudn (2) nnd gcht dann zur 
Gronzo ft r“" 00 iibor, ho hdgt huh H.: 

h 

IV. lim f VO) lO " VI ( II). 

.. «, J A i 

Da hicr die. rochtc* Scitt* v<m b giin/, unnhhungig int, ho folgt 
auch wiodor die Formol III. aim IV. 




16. 


VorallgomeinoriingGii. 
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§• 16. 

V erallgemcinorungoii. 

Die Siitze lassen sicli von don gomatiliton VorjiusHotziingini 
iilweise befreien: 

1. Wenn die Function 'ipix) an d(n’ oJxu-en Crniiizo b di'.s 
Intervalles niiendlicli wird, jedocb ho, dasH das Iiib'gral 

h 

) I Ip (a;) (I X 

convergent ist, so bloibon die Fonneln III. und IV. giillig. 

Denn zuniicbst sind diese Formoln zwoifolluH anwondbav aiif 
,s Intervall (0, b — e), und wonn sicb nun bowoiHcn liisst, tln.s.s 
,s Integral 

f , ... sin ft A , , 

^ (A) • ^ d X 

h—s 

i binlixnglicli verkleincrtom e fUr jodc'H ft ciiHui nnoiullic'h 
3men Beitrag zu dom ganzeu Integra,b', liefort, so folgt. dii* 
chtigkeit der Formeln in dcm ursinainglie.hon Intcrvalb'. 

Nach der Voraussetzung, dasH ^{x) nie.ht waeljHtui odor niidst 
nelimen und dock unendlicli wordcui hoII, kdnnun wir zuiuiehst 
so klein annehmen, dass ■il}(x) im InUsrvalhs {b ^ b) koiiu' 
lichenanderung mohr orleidot, ako otwa ponitiv Da 

er sing.A ein ocliter Bruch ist, ho kt ini luteu'valle (b f, b) 

I sin ft A I 1 

1 A I 6 -fi ’ 

id mithin, dem absoluton Wortlie nach, 

id dies wkd wegen der YorauHgosetzten Oonvorgtniz doH Inti- 
■als (1) Diit £ zugleich unendlich klein. 

Grleiches gilt fiir die Forinel III., wonn fur x ■ 

n* 


a HU 
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Zweiter Absohnitt. 


unendlicli wird, dass dio Convergoiiz des Integrals (1) nicht 
auflidrt. 

2. Dio Siltze III. nnd IV. gel ton auc.h dann ntxdi, weiin das 
rnterviill (0, b) in eino ondliolie Aiizahl von Thoiliiiter- 
vallen /.orfilllt, in doren jodom einzcln dure.h dio Func¬ 
tion Ip (a-) dio Voranssotzung lb, 1., 2., boiViodigt ist 

lliii dies oinzuaobon, braucht man nur dio Formoln III, 
odor IV. aiif jodoH dor Thoilintorvallo anzuwondon, in donon die 
Vorauaaotzungon dicsor Formoln orfiillt aind, nnd dii*. erhalteneii 
Rcaultato zu addiren. 

Daaselbo gilt, woim dio Function an oinor odor mobreren 
Stellon dos Intorvalla unondlicli wird, woun nur die*. Function in 
dem Intorvallo intogrirbar bloibt. 

3. Kraotzen wir untor dom Intogralzeiclion in dor FormellV, 
dio Variable X durcdi — A, so folgt 

0 

Um^ j + C-A) ,U r-r I ,,,(..1 ( 1 ), 

— b 

und wenn Avir, was nur eino veriindorto Bozeiebnung iat, 
'ip(--'X) durcb -tp^x) orsotzeu: 

(a) (-■<)). 

Ilioriuicb lasson aic.b dio Formoln III. und IV. aucb auf 
uogativo Worthe dor (Itronzon atiadobneii, und wnim wir dies 
alloa zusammonfassen, so orbalton wir dio fblgtuido idlgoineine 
Fassung dos Satzes von Dirioblot: 

V. Ks 8oi -(plx) oino Function von ./•, die in dom 
Intorvallo (a, b) niebt unoudlic.h vide Maxima 
nnd Minima bat, di(‘ auHsordom in (‘inor ond- 
licbon Anzabl von Puukton ho unendlich wircl, 
(lass das Intogral 

j* p(x) (lx 

an all on di(AS(\n StolU*.n convtsrgunl ijleibt, 
dann ist dor (Ireiizwortli 





Das Fourier’suho Doppolintogral. 


:i7 



wenn a, h gleiclie Zeicheii liabcn, 

wenn a und h verschiedono Zoichen luiboii, 

wenn a = 0, & > 0, 

= ‘ 

wenn 5 = 0, a <: 0, 

vorausgesetzt, dass und oiullic.lu'. Wiu'tlu! 

haben. 

Die Function ip(a;) ist Idcr oino Kogenannto willkiirlicht^ 
notion, wie man sie in der inathomatiHchuu Idiysik hiiulig 
betracbten hat, d, li. die Function braucht dundiauH nic.ht 
ncl einem einlieitlichen analytiHcben (JciHctzo zu Iblgt'u. 

Die jetzt nocli in V. cnthaltenon VorauHHclzuiigtui konucii 
. Theil noch aufgegcbou wcrdon, woraul* ab('r liicr nitdil 
jegangen werden soil i). 


§. 17 . 

Das Fouricr’scho Doppc.liutogral. 

Aus clem zulctzt bowiesenon Satzo lIlsHt hvcIi nun nchr bncbt 
Fourier’sche Doppcdintogral abloiton, welc.hoH bid dor luto- 
non von partiellen Diffcrontialgleichungcn nmmiiglutdu> Aii- 
dungen gestattet. 

Es sei also wioder ip(x) oine Function von .r, die in (duom 
srvalle (a, h) den Bedingungon dos Batzoa V. d('H vorigen 
agrapben genugt. Es soil der Wertli dos DoppclintcgrulH 



b Hierubor ist zu vergleicben dieAbbaiifllung von Ricmann: 
Darstellbarkeit oiuer B’unction durch oine trigonomolriHchn ttu<i 

rere Abhandlungen von P. du Bois-Ileymond. 



/iWiiitor AbBchnitl. 


0 (? 04 c.osw/l (il\ 


ermittclt wiu’dcm, 
Nac.h 5^. 4, 3. ist 


0 r=: Urn dcA iIj(X) c . oh Oil (I A. 


So Umgo ondlicU ist, kihmcii wir in dcuu lutugrale 
lleihonfolgc dor Intognitionon vortauHc.hon (§. 11), und orhalt 


d oi 4< (A) cos a A d A i/' (;i) d A cos aX da 


0 -)\m 


und folglich orhalton wir nacli V. dos vorigtui Paragrnplion 


VI. ~ da (A) coH« A d A 


wenn a, h gloicho Zoichon hahon; 


u.( I 0 ) 4 - 


wonn a, h vorHchiodono Zoichon hahon; 


wonn a 0, 6 > 0; 


wenn r-r 0, a C 0, 


2 '>•< . 


Man sieht hioraiw, dass, wonn b positiv go.wordcn ist, 
Worth dioROB Intograla von h nicht in (dir ahhiingt, und or 1 
also naho, h ins Unondlicho wachson zu lasson. Dies wird i 
nur dann von Nutzen soin, wonn 




Das Fourier’solie Doppcliiitogral. 



'iIj(X) cos Oil dX 


dot Ip (^) aXdX 


und es wird also noch fcstzustollon sein, unter wclclu'ii 
lussetzungen iiber die Function ip{X) die (lloiclmng (d) tu'- 
, ist. 

Wenn die Formel (3) fiir oin positives a riclitig iat, 8o 
t ihre Giiltigkeit fiir ein negativoa odor vt'.rHc.hwiiulondes a 
dttelbar aus VL, und es ist also zu uutorsuehoii, ob und 
3r welchen Voraussetzungen das Intogral 



-tp (X) cos aXdX^ 


fiir alle positiven a, wiedorum nacli VI., dens(dl)on Worth 
verschwindet. 

Wir werden zeigen, dass dies unter dor VorauHStdzung atatt- 
et, dass das Integral 




edingt convergent sci. Untor dieaor VorauHa(d,zuiig ist iiilm- 
nach §. 11, (3) 

fip(X)dX , ,, f , f 

—. / cos «;i d « — d w I/I (X) cos « X d A, 

« (1 0 a 

folglich nach Ausfiilirung dor Int(',gration naoh a 


id ip(X) cos a X djA r-,- ^ nin /a A d A. 


Da nun sing A dem absoluton Wortlio nach immor 
1 ist, so folgt fiir jedes g 




j* d« t/»(A) 

6 a 


COS « A d A 



kloiner 


Hier kann nun in Folgo dor vorauHgoHotztiui unhedingtou 
ivergenz des Integrals (5) dio rechto Soito bolielnK kbuu go- 
3ht werdon, wenn man a geniigond gross niinini, und folgiic.h 
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Zweitor Abuchaitt. 


S- 17. 


kann der von a uiiabluingigc (trciizworth dor linkon Soitc von 

(6) flir cin unondlicli wachsendes /x, d. h. das Integral (4) nur 
den Werth Null liahon. Dio nnbedingto Convorgonz von (5) ist 
also einc hiniMuckendo Bodingung fiir dio Kichtigkoit vou (8). 

Eino gany. ontsprocUondo Botrao,htung liisst sich durchfuliron, 
wenn man in VI. dio untoro Gronzo a — « wimdon liisst, 
und so golangt man iintor dtui iibor dio Function t/? (m) go- 
maoliten Voraiisaotzungen zu der Forniol 
« + w 

(7) ^ j (^oc |''i/)(A)cosaA^^ A ~ -j- 0)|, 

0 A w 

und dieao Formed ontluilt auch wioder don RatzVI. ala spociollen 
Fall, den man daraiia (irhiilt, wonn man auascrhalb dem 

Intervalloa (a, h) gloich Null 8(dzt. 

Ist nun x ein bolicbigcm Wortb, so s(‘tzo man 

(8) - /(A) 

mid aubatituiro unter doin Intogralzoicbon in (7) A — x fiir A. 
So ergiobt aich 

m -I' 

(9) ^ J I ™ ^ 

0 -- .y. 

wonn man untor f{x) an oinor Unsti'tigkcutBHtoUe daa aritb- 
motisclic Mittal zwiaclion /(.r -1* 0) und ~ 0) voratobt. 

Dio Formol (9) iat das Fourior’acho Doppislintogral, 
wolebes ziir Darstollung (b'.r willkurlielum Funo.iion J\x) diont. 

Ea gilt, urn dies nocbmala luu’vorzubolum, fiir (uno willkiir- 
licliG Function/(.'!•), dio don folgomUm Bodingungon goniigt: 

1. f{x) bat in jodom ondlichon Intorvallo Maxima 
und Minima nur in ondlioduu' Anzabl. 

% Dio Function f{x) kann in oinzolnon Bunkton un- 
endlich werdon, jodocb nur ho, daaa daa Intogriil 

[/(.r)<;.y 

in dicaon Punkton convorgout bloibt. 

8. Daa Integral 

vw,,. 

X 

ist fiir a: =-I m und ;r =rr oo unbodingt con- 
vorgont 






IB. Spociollo Formon dos Foiiricr’solion ThooroniR. 
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4. Worm die Function / unstctig ist, so iat untor 
/(./•) das aritlimotiaclic Mittol 

l/(., + „) 4, /(,„ _ 0)1 

zu ver.stohen. 

Ini Uobrigon ist die Function •willkiirlich und x ist oin 
Ixiliobifjjor Fiinkt, fiir don nuch V. nur solcho Ijugcn ansgoscblossen 
sind, fiir die odor f (x ■—Q) nicht cndlich ist. Fiir 

aolche Ausnahnicpunktc^ wiirdon boido Seitou dor Formol (9) 
koinen liestinnnten Sinn luclir luiben. 


IB. 

Spociolle Formon des Fourior’schon Theorems. 

Wir leiten noch zwoi spocicdlo Formon doa Fourior’scbon 
LobrsatzoH ab, die oft angewandt werdon. 

Durcb Zerlogung dos CJosinus koimon ■wir das Integral (9) 
in zwei Theilo spalton und orbalten 

03 ^1' ^ 

(1) f(x) ■ ™ j* 008 06 a; da | f{X) cos Aw d I 

() *- <f. 

m ;i- « 

. L j* Hill a .r (i!06 j /(A) sin la dl. 

b — eo 

Wir nebmcn nun zuniiclist an, os sei /(a;) den allgemeinen 
Bodingungou gemass, aber nur fiir positive gogobon; dann 
kuniuni wir f{x) fiir negative x und fiir x 0 noch beliobig 
annelunen, und wir niachen zunilchst di(i Annahme 

(2) fix) -/F -ao, /(O) -/FHO). 

Dann ist aucli /{ [ 0) r— /(-^-O) und die Fuindion /(.r) also iin 

Nullpunkte stetig. 

Nun ist ai)er wegen (2) 

j /’(A) cos A06 dl |/(^) ‘‘08A06 dl -I j f{l) cohAw dl 

.t 0 

; ■ 2 I f{l) COS A 06 f/ A , 
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>jWcitor Al)sclniiti 


in 

+ w m t' 

I/(;L) sinZa dl = j /(A) sin Aw dl | /(A) hiu A « (/A 

— w 1) 

= 0 , 

ixnd folglicli orgicbt si(ih axis (1) 

(^) f(x) ~ ~ j* cos«a; c((w j*/(A) cohwA (^A. 

0 0 

Machen wir abcr zweitons die Aiinaliino 
(4) 

SO ist auch /(-f-O)”—/(—O), und dor Mittelwerth giebt 

. /(O) 0 . 

giS lat jetzt 

+ 0« 

j* f{X) cos Aw (I?. ~ 0, 





und 68 orgiobt sieli 



siti Aw c/A, 


(5) ~ “ j* Riiiwaj d cx. j'/(A) sinwA dA. 

0 b 

Diirch die Formeln (H) und (5) kaim (due und diesedho Func¬ 
tion/(rr) fiir positive x dargestellt werden. Dio Formcl (8) gifd)t 
abor boi diesor Darstollmig den Worth dor Function aucli noc.li 
fiir a; = 0, wabrond (4) fiir x — 0 den Worth Null gicibt. 


§• F). 

D 0 i 8 p i e 10. 

Man kann das b ourior'sclio 'riieoroin ziir WorthhoHtinmuung 
bestimmtor Intograle bonutzon, wovou hi(‘r oin Beispiol. 

Wir setzon in don Formeln §. IH, (8), (8) 

(f) fix) = 

worin ^ ein boliobigor positivtir Faramctcu- ist. 










Be iapiolc. 
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Ks ist (lann 

J.L t'osf/A — -■ COHOS A — sin os A, 

(fl " — §e" sin os A -I - ose cos os A, 

woi’jiiis (lurc.h Integration /.wischcu den r»ronzen 0 und oo : 
I r™ /i I S3 COS OS A dX -[ • os | sj sin « A dX^ 

i! i 

0 r-r- os j* 008 OS A dX — j} j* sin os A o^A, 

0 6 

iiud daraus: 


f cos os A A = , ^ , 

j os ^ /js’ 

(*l 

f sin cs A A r— ^ . 

J os'^ 4 - 


Dies Hind aber gerado die innoron Integrale in don Formoln 
{',]) und (fij, §. 18, w(3nn f(x) gosotzt wird, und domnacb 

(irg(d)(‘n sicli dio boidon bostiinmton Intogralo 


(3) 


COHOSH da 
0 S 2 -f- (P 


Jh ^ 


’ OS sin ax da ^ 
. csa-|>/i2 


• e 


dio aber nur fiir positive x giiltig sind. Dio orsto l^orinol ist 
aucdi nocdi fiir x r-- (I richtig, dies zwoito aber nicht. 

Kin zwiutoH Bcdspiol orhaUon wir, wonn wir 

/frr)rr™l, 0 <«;<!, 

fix) 0, I < a; 

nebmon, dann ergic.bt das Integral §. 1.8, (3) 
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1!>. 


(4) 


2 r'^cosoi.t: sin cfi 

ar J a 

I) 


da 1 , 


1 


1 


:i a — I 


— 0 , ■ . 1 . 

Dieses Integral, das sich aiicli leiclit aus dem ini i<. liJ be- 
tracliteton Integrale ableiten liisat, hat Di rich lot als 
continuiiiichen Factor^ zur Reduction inolirfaclior b('atiininti'r 
Integrale verwandtJ). 


h Dirichlet’s Worke, Bd. I, S. 3!)1. 











Drittor Absciniitt. 


Unendliolie Reihen. 


§. 20. 

Oouvorgonz: von lUnhcn iibcrhaui)t. 

Untor oiuor imcndliclion lioilio verstohon wir im All- 
gomcinan oin nach einoin bostiminton (lesotz; geordnetos System 
poHitivor, lUigativer, odor aucli vorschwindender Zablgrossen 

(1) ao, ct], eta, ... in inf, 

Wir bezoiedmon niit Sn dioSummo dor n ~\- 1 erston Glioder 
dic.stir Jlt'.ihe: 

(2) .s'„ — fto 1 (h + H-'i ' «..• 

1. Dio lleiho lunsst oonvorgoiit, weiin dioao 
Summo Sn si oh init uuondlioh •wacbsondon n 
oinor Ix^Htiinmton ondlioboii GroiiKo iiiiliort, 
wcniu also 

(,H) Liui .S',I r~ A 

oino bost,imint 0 ondlloluj G rosso iat. 

Dioaer ondliobo Gronv,worth wird die Suiumo der Uoihe(l) 
g(uiannt. 

Dio d'luiorio den* ('/onvorgenx nnondlio.her Ihdhou iat, wic dor 
LoHor hmnorkon wird, duroduiua analog mil; dor Thoorio dor Ooii- 
vorgonx. von Inh^gralon, Obwolil ahor den* DegriiT oinor (sonvor- 
gonton Roiho <*infach(T und loicdiior aurzufaHHcin iat, ala do.r oince 
oonvorgontoii Intograla, ao iat hior doch dio Botraohtung dor 
Intograh^ vorangoaDdlt, w(ul dio Abh'.itung dor Siltzo dahoi (dn- 
I'iudior iat, und dio Inh'gralo iil'tor mit Vortdioil hoi dor Uutor- 
Hiudiung oonvo.rgo.ntor Roihou angowaudt werdon, ala uingekohrt. 
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Dritter Abschnitt. 


§. 21. 

Ein allgemeines und immer giiltiges Kennzeicben fiir die 
Convergenz einer Reihe, im Grunde nur eine andere Eormulirung 
der Definition der Convergenz, ist folgendes. 

2. Die Reilie (1) convergirt, wenn die Summe 

(4) Qn,m = Cln+ 1 dfi + 2 <^n + m 

dem absoluten Werthe nacb kleiner wird als 
eine beliebig kleine Grosse o, wenn n und 
n-j-m beide grosser sind als eine hinlanglich 
grosse Zabl JV i). 


Unbedingte Convergenz. 

Wenn die Glieder der Reihe Qo, ag ... alle positiv sind, 
so ist immer s„ >. und es sind nur zwei Falle moglich, 

entweder: Sn wachst niit n fiber alle Grenzen, die Summe 
der Reihe ist unendlich, oder: s„ nahert sich mit un- 
begrenzt wachsenden n von unten her einer end- 
lichen Grenze A: die Reihe ist convergent. Wir ffihren 
folgende Beispiele an: 


Zum Beweis volliger Uebereinstimmung von 1. und 2, sei fiir den 
mathematiscben Leser Folgendes bemerkt. Zunacbst ist ohne Weiteres 
klar, dass, wenn nacb der Definition 1. convergirt, die Bedingung 2, be- 
friedigt sein muss, da ja die Scbwankungen von um den Grenzwertb 
A mit unendlich wachsenden n unendlich klein werden miissen, 

Ist nun die Bedingung 2. erfiillt, so ist fiir eine beliebige Zahl s nur 
eines von beiden moglich. 

a) Wie gross auch N sei, es giebt immer noch Werthe von n > JV, 

fiir die ^ wird (Zahlen a). 

b) Man kann N so gross annehmen, dass, wenn n > N ist, immer 

^ (Zahlen 6). 

Man sieht nun, dass, wenn entweder nur Zahlen a oder nur Zahlen 
6 existiren, die Bedingung 2. nicht befriedigt sein kann. Denn ist ^ ab- 
solut kleiner als to, so kann nicht grosser als -f- w und nicht 

kleiner als s„ — to werden. Es muss also, wenn 2. erfiillt ist, sowohl 
Zahlen a als Zahlen h geben, und zugleich ist jedes a kleiner als jedes 
J). Die Zahlen a und h werden nach dem Princip der Stetigkeit, wie es 
von Dedekind formulirt ist (Stetigkeit und irrationale Zahlen, Braun¬ 
schweig 1872, 1892) durch einen Grenzpunkt A von einander geschieden, 
und wenn 2. befriedigt ist, so sind fiir ein hinlanglich grosses N alle 
s„ zwischen A — to und A -j- to enthalten, wie klein auch to sein mag. 











§• 21 . Unbedingte Convergenz. 4.7 

" I. Die geometrische Keihe 

E = 1 -j- a 06^ -|— oj3 ... 

1st 04 ^ 1, SO ist s„ ^ w -}- 1 und wachst also mit n ins 
Unendliche. 1st aber 04 <; 1, so ist 

1 — 04”+1 


und es ist also E = 1/(1 ~ 04 ) und die Reihe convergent. 
II. Die Reihe 


: 1 J_ i. . 


■ 7)fc + • 


Wenn Ic negativ ware, so warden schon die GReder urn 
80 mehr also Sn ins Unendliche wachsen. Ist aber li positiv, 
dann schliessen wir so. Es ist nach dera Mittelwerthsatze 


1 

(^^ + 1}^ 


< 


n + l 

\^dx I ^ 


folglicb, wenn wir 

S« = 1 + + p + • 


setzen: 


•+i 


Sn < 1 


n w-i-i 

ji[dx r 4^40: 

' ^ X^' ^ , 


woraus sich nach Ausfiihrung der Integration ergiebt; 

Ic 1 


Sn < 
Sn > 


h~ 1 (/C — 1) ’ 

(n -f 1 


I — ]i I — It' 

und fiir ^ = 1: - 

s« > log (n + 1). 

Daraus ist zu sehen, dass diese Reihe convergirt, wenn^f/:^!^ 
ist und divergirt, wenn It ^ I ist. ::z 

Diese Beispiele kann man zu allgemeineren Kennzei^em 
fiir die Convergenz yon Reihen verwenden auf Grand desJol- 
genden Lehrsatzes. 

III. Sind 

£*0) <h.i ^2i <^3) • * * 

positive Glieder einer convergenten Reihe 


‘''Kill 
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l)rittor Absuhnitt. 


' 21 . 


A (Co 4' «1 •!' «2 ■ i ' I ••• 

uii a 

^’o, C.J, C.I, ... 

oini'. iinl)Cgrenzto- Roihu bo I ic hi/^ur ])()Hitivor 
nogativor odor auch vorsolnvindi'iidor Zahhui 
dio ihrom absoluton Worlho naoh alio uliter 
0 ill or 0 lull i oil on Zahl r liogoii, ho IhI aiu'. h die 
R 0 i li 0 

6" = eotto H ■ • 1 ('Ah -i nidj I ••• 

c on V or gout. 

J)ann sotzen wir wio ini §. ‘JO 

— «n M { «» 1 a f ••• I (him 

imd ontHprochond 

j^n,m ” Gi'iin,, 11 I I aOrt i a 1 ’*• * <'>% | m \ hh 

ao ist 

■-('ihi,m' /4 m' 

iind OS liat also ./4„i zugloieh mit. die Null zur (IrcMizi^. 

Ninimt man in dom Satzo III. <Iio c thoiln j i, tludlH 
rr:: — 1 odor tluiils gloioh Null niu NO folgt; 

IV. Eino auB poHiiivon (iHodorn bontobinuh^ oou- 
vorgoiito Roilio bloibt iro n vt'.rgo n t» wonu ihre 
(Hiodor mit boliobig wochHolndon Vorzeiohoii 
gonomiiK'n wia'di’ji. 

V. Jodor Theil oiiHU oon viugoti tt'u Roilu^ mit 
positivcii (Jliodorn i.st wiodor (uno eon ve rgc*iite 
Roilio, 

Man darf luiii abor iiioht umgokobrt Nf’hlio.BHon, daKs eiiu* 
(umvorgoiito Roiho mit ptmitivon uiid m'gativon (Hiodtoai ctm- 
vorgont bloibt, wmin man ibro (iliodiir poHitiv idmint, mid nmn 
muHH danaoh zwoi Arton luinvorgonU'r Roihou uuU*rHohoitlou: 

VT. Eino 0011 vorgoiito liidlio litdaKt uiibodingt (^ou- 
vorgont, wonn nio niioh danii norb ooiivorgoiit 
^^li'ibt, wonn ihro (Hiodor alio ponitiv go- 
nomnion wo.rdon, im ontgogongoMotzton Kallo 
boding t 00 nv erg out. 

Convorgonto Roihon mit nur poHitivmi Gliodorn niiid dalior 
immor nubodingt convorgont. 





§. 22. 


Bedingte Convergen; 
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§. 22 . 

Bedingte Convergenz. 

Bei einer unbedingt convergenten Beihe 
J. = tto % . . . . 

erhalt man immer denselben Grenzwerth, wenn man eine Summe 
(Jiv bildet, in die man alle Grlieder a« aufnimmt, in denen nc^N 
ist, aber ansserdem nocb beliebige yon den hoheren Gliedern 
auswablend binzunimmt, iind dann N ins Unendlicbe wacbsen 
lasst, aucb wenn die Zahl der hinzugefiigten boberen Glieder 
ins Unendbcbe wachst. 

Man druckt dies Verbalten gewobnlicb so aus, dass die 
Summe einer unbedingt convergenten Beihe von der Beibenfolge 
der Summation unabbangig sei, ein Ausdruck, der jedocb der 
Gefahr einer Missdeutung unterworfen ist. 

Anders verbalten sicb die bedingt convergenten Beiben. 

Es sei, urn dies Verbalten darzulegen, A eine Beibe von 
Zablen 

®0) ^1} • • • : (A) 

unter denen unendlich viele sowohl positive als negative vor- 
kommen, und 

Po, Pa, P 2 ^ • • • (P) 

seien die positiven, 

— 3 o, — gi, — 22, ... (Q) 

die negativen unter diesen Gliedern, in der Beibenfolge gezablt, 
wie sie in A auf einander folgen. 

Wenn nun die beiden Beiben 

P = P0 +P2 -f •••, 

^ = 2 o + 2 i + 22 -j- " • 
jede fiir sicb convergent ist, so ist 

A = qq ai ... 
unbedingt convergent, und es ist 

A = P- Q. 

Ist aber von den beiden Beiben P, Q die eine convergent, 
die andere divergent, so ist A jedenfalls divergent, denn es ist 
die Summe der n I ersten Glieder der Beibe A 
A, = 

Riemann-Weber, Partielle Differentialgleichamgen. ^ 
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DriUo.r Aliaclinitt. 


>< Oi> 


mid ft mid v wic.hscii mit n zu^dcich ins nucndlichc. Wcim 
abcr dami von don hcidcn Suiniiu'n /'„, (A din I'int' umnnUirh 
wil’d, die audi'n'. inidlich bloibt, so wird vi,, eutAveder posit iv 
odor iiof^ativ uiioiidlieb. 

Wenii aber 1* mul Q beide diverf^oiit siml, so stellt. sieb .1 
als Din'ereiiz zwe.ier imendlichor ZaJilen dar, tlii' sidir verseldc- 
donor Wortlni filing ist, 

IHer gilt dor folgoiide Hat/, von Dirie.blot: 

Wonn die lleihen P iind (iMlivorgt'ut sind, 
weiin aber jii„ unil f/,, sic.li mil uneudliehem h 
dor Null iiiUiorii, so kaiin man die (llieder der 
IloiliG A so zu oilier Summe verbindeu, ilass 
alio itn Pnv n <P, N ilariii vorkorniueu, and dans 
si oh do oil dio Hu mine mit. uneudlieh w aeh.su n- 
dem M cinor willkiirlioh gegubenun (Irenze A' 
niiliort. 

Uni dies einzuHoben, iielnno man, wean K positiv ist. /.u- 
iiiiolist der Ueilio iiaoli so viele, (llieder von /', dass ihru Humme 
r' gi'i’ade iibor K lie.gt, iind also der ruterseliied I*' A' nieht 
gi’ossor ist ala das zulutzi liinzugelugti' ;j. Dies i.st. wugun der 
vorausgosotzton Divorgeiiz von P fur judu.s A' indglii’b. Nun 
nelmio imin wkulor der Ueihe nach so viele negative Uliedm’ 
dor Koilio dass die Humme .P' ■ (/ gerade unter K liegt, 

mid dass der Uiitorscbiod zwisolum Q' uud K ivieder iiieht, 

grosser ist, als das zulotzt liiuzugelTigte (/. 

Jetzt iiolimc man wioiler, an P' anHoldieHsemb so binge posi¬ 
tive Glicder dass die Humme /'^ — t/ |- F' wieder gerade 
liber K liogt u. a. f. 

Man orbiilt so e.ine liestiiamte Auordnung der Ulieder von 
J., dcren Humme 

p'~ -f. 

iibor odor miter K liegt, je naohdem zuletzt ein p oder ein // 
binzugolTigt ist, mid so dass dor UnterKohied des Wertlien tlieser 
Summe von K absolut kleiruT ist als das zub'tzt hin/.ugel'iigft' 
p Oder—•(;, und siob daber, worm man die Summation nnhegren/t 
fortsotzt, nach der Voraussetzimg der Null niiliert. Eh int also 
K als dio Hummo dor mumdlichon Roihe 
(1) + r/'-i-... 

zu bezeiebnen. 



§. 2B. 


Beispiel. 
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IjS ist hicrbei iiocli zu bemerken, dass auch die Theilsummeii 
Q'l Q!'-, «icb dor Grcnze Null uabern, und dass man 
(lahor don Gronzwertli K aiicli dann erhiilt, wenn man bei der 
liildiiu^ dor buminc (1) die zuletzt binzugefilgte Summe oder 
ni(“,lit ganz ersobiipft. 

Man kann also in dor That (1) als eine Anordnung der 
(iliotlor von A botracliton, bei der, wenn man weit genug gebt, 
all(‘ (Uitulcr bis zu einom beliebig gegebenen Bang' vor- 
kominon, und deron Suinmo den Gronzwortli K hat. Die Glieder 
iin l)ildeu also l)oi dioaor Anordnung eine convergente Beibe, 
(lornn Huniine “ K ist. Dios ist der Fall der bedingten 
tJonvorgcnz, l)oi dor die Summo durcbaus abhiingig ist von 
der Anordnung dcir Glieder. 

Man kann aber auch nocb allgemeiner verfabren, indem man 
zuerst Ijlindlings positive und negative Glieder in beliebiger end- 
lioluu' Anzald addirt, und erst dann in der gescbilderten Weise 
planinassig vorfabrt. 

Ks ist kaum noting zu bemerken, dass der Schluss fiir ein 
lu'.gativc^s K und fiir K = 0 in nichts Wesentlichem geandert 
wil’d. 


§. 2 : 1 . 

Beispiel. 

Diose Satz('- wollen wir nun durcb ein einfacbes, aber lebr- 
roio.hos Beispiel veranscbaulicben. Die Beibe 

,.1,1, I 1 

(IJ «., = 1 +j + j + -- + ;^ 

ist, wie wir acbon gcsebcn liaben, fiir w = 00 divergent. Wir 
koinum dic'S aber auch auf dem folgenden Wege einseben, der 
una zugleich Aufscbluss gicbt, in welcher Weise s„ mit w ins 
llinuidliche wachst. Ks ist, wie die upmittelbare Integration er- 
kennen lilsst, fiir jodos i) 08 itive y 

( 2 ) 1=1 

und folglicb 

4* 
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Driti.er AbscUnitt. 


2 ;}. 



( 3 ) 


^ 4. ... 4 r-*''") (Lr 


Korner orliillt man tlurcli IiiU'gratioii v<m (2) in lU'zug aul 
y zwisclien den Gronzen 1 uud n, wolu'i dii' VertiiuHchung dcr 
Integrationsfolge crlaubt ist: 


(4) 

0 

Ilieraiis orgic'.bt sic.b 



Dieso Zorlogung iat goHtattet, woil diu laddmi Fumdimuai 
I I r-- 1 

L — (!—■'' ;r ’ 1 •* .<■ ’ 

wie man diircli die bt'.kannten Muthodon iba* IHUbruntiiiln't’hmuig 
leiclit orkoimt, fiir x -r- 0 ciullich bltsiben uiul Iblglir.h «li(' 
boiden in (5) vorkoinmonden Intagrab? uubtalingl (’sinvurgmit 
siiul. Das zwcite YorHC'.hwimlet fiir n — H'-, uud tlnw arsta hat 
eincn bostinimten nmnmaclien Wcsrlh; 

( 6 ) 

der sicb gonilbort borecbnoii liiaHt mid dor die Dn li* r'Ht* In* 
Co list ante goiiannfc wml, 

Ihr gcmahcrtcr Wort.li ist auf 20 Dficumiibm 
0= 0,r)77 215{)G49Oir).Ti5H0{m 


‘) Boi (iauBB (Worko Bd. Ill, H. 154) i«L du* Zahl tiarlj inmn- Bf 
reclmung von Nicolai auf 40 Dcciiuultni angcfjidunu 




§• ii 3 . 


B e i H p i 01 . 


5 a 


nnd wir orhultcn den Sate 

(V jim (l + j -I■ j ■ I.I i - log«) = G 

Ilit'raus hissoii sic,h iiuu aiulcrc Rosultatc', i'lber bodingt conver- 
gunto Roibon iKudoitcii. 'rreimcn wir in sa,, die goradon von den 
uugoradou Glied(^rii, und setecui 



Hu - 1 4- 

4i 

1 

'■ 5 

^. 


(i ^ 1 

1 1 

1 



G.. ^ ^ + 

4 “•1 

() 

' ^ ‘2n’ 

so ergiebt 

sieh zuniicbst 




(H) 

,S'u „ G , 



, Sn ^ 2 On, 


bin (^C 

/„ - 

1 

2 

log ™ G, 

(Id) 

bin {(xn 

+ 

l^n 

log2n) = C\ 


folglic.h 

(11) bin log2 - ™ logn^ = ^ (], 

Nelniu'.n wir also /wei inn Ihioiidliclio waoliHCudo Zalilou 
uud u an, ho folgl; durcli Subtriudion von (!)) und (11) 

(12) Urn ((In (^,n) “ log 2 • 1 ■ i log 

Nhnmt man z, B. n ho erhiilfc man die Roihe 


and nirrimt man n ' 

1 + ‘ - 


: 2111 ^ SO folgfc 


■ I logs 


and allgomoin, wonn man a iiositivo GUeder von dann h 
negative Glioder von 6',,, dann wiedor a positive Gliedor von 
(Jn u. H. r. nimmt, ho orluilt man oino convorgento Iloibo, deron 
Sumino ^/^log(4a/b) ist, worin 4a/?i jedon beliobigen rationalon 
Wertli liaben kann. 

Wir wollen noeh einon woiteron Ansdruck fur die CouHtfinte 
C ableiten, dor biswoilen niltelich isfc. Man erblilt durcli Dillb- 
rentiation nach x 







Driitor Abacluiitt. 


5'J. 

d l().i>'(l “ ■"■) ~ j 

de -•'■ ™ — e •’■ -j- - - . 

iind (lurch Subtraction 

d {log (1 — c loga;{ 

— { I ~ 7} ■ 1' 

Integrirt man dicsc (lluicbiiug /.wist'.luui den < 
00 , 80 versclnvindofc dio liuko SciU', ^vi(^ man fij 
mittolbar sieht, iind fiir a;-- () (lurch Ihilwichclur 
nach PoUmzon von x. FjH I’olgfc dalKU- a,us ((I) 

(IH) [ c--'^ l()g:c(/.c -™ ~ (-. 


§. 24 . 

Kin Sat'/ iibor Ucubc neon vorg e 

I'ls Hoi uoi «i, (-h •■•1 ••• unljcgronzto R,< 

von doneu wir voranssetzeu, duHs 

(1) 1 (t, 1 ■ ((a • • • [ ■ (In 

mit nnondlicli wacliKiunU'iu n imuirhalb cudlicher 
mag Kick auoh .s„ nicht ('inor bcHtiniintcn (Iren 
8oi fevner 

(2) Cl, c.j ... 

oino Roilio poaitiver, buHtiludig abjudimimdcr mac 
niilnsrndor GriisHWi. Dfum gilt nllgtunoiu dor £ 
II0 i h c 

GO -r-. a,|C„ '} UlCi • j a,^v^ j - ... 

convorgirt. 

IJm di(iHon Sat'/ zu bowciHcm, btdrachtem wir 
(4) Rn,w ^ «n t 1 <'h f I ] ■ l(n | a ('« i { •••-{- 
doreii Verschwinden liir n r— co nach 2!) das 1 
(lonvergonz von (H) int. Ilicuiu huI'/cu wir nach 





§. 24, 


Ein Sat?, iiber ReihencoDvergenz. 
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Ctn + l — Sn-f-i — S„ 
Clin+ 2 = Sft 2 — 


Chn + vi = Sn + m SnJ^m—l 

und erhnlten, wenn wir die Glieder anders zusammenfassen 

= Sh + 1 {Ch + 1 — Cn + 2 ) + S„4.2 (c„ + 2 — Cn + 3 ) 

-f- ••• — Cn + m) + Sw + mCji + w — S„Cn + i- 

Da nun nach imserer Voraussetzung die Differenzen c„ 4.1 — + 2, 

Gi + 2 — Cn + a, Cn + iii—1 — Cn+m positiv und die Summen Sn + i, 

-‘’"h + 21 ••• + itUe absolut kleiner sind als eine endliche Zabl 

so ist der absolute Werth von Mn^^n kleiner als 

A (c,i + i — C„4.2 H~ Cn + 2 — C„ + 3 + ••• -i- Cn + in— 1 — Cji+ni 
Cn + m “f" Cn + 1 ) = A Cn + i 

und nahert sich also nach der Voraussetzung iiber die c mit 
unendlich wachsendem n der Grenze Null, wodurcli der Satz 
bewicsen ist. 

Nimmt man z, B. 

CCn = (— 

SO ist s„ entweder = 1 Oder = 0 und es folgt also, dass jede 
Ileihe 

( 5 ) Cq — €1 -j- <^2 — G H~ ^4 — • • • i 

in dor die c eine Reihe positiver, gegen Null abnehmender 

Griisson sind, convorgirt. 

Ein anderes Beispiel ist folgendes; 
tto = 1, % = 2 cos2a;, a2 = 2 cos 4 a;, ... a„ = 2cos2nx, 

also 

(B) = 1 -}- 2 cos 2 ic -|- 2 cos 4 a; • -f- 2 cos 2 nx. 

Urn Sn zn finden, multipliciren wir mit sinic und wenden 
auf jedes Glied des Productes s„smrr die Formel an 

2sinrr aos^nx = sin(2n ~|- 1) rr — sin(2n — V)'x. 


Dadurch erlialt man 

Sn sin a; = sin (2 n -f- 1) a; 


odor 

( 7 ) 


sin(2w-j-1)^ 
sin a; 


Ist also sin x von Null verschieden,, d. h. x nicht gleich einem 




Dritter Absclinitt. 


§. 25. 
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Vielfaclien von tt, so ist, da sm(2H-j- l)a; immcr zwischen _ i 

und -}- 1- liogt, Sn zwischen den endliclien Grenzcn 

± 

sin a) 

eingosclilossi'.ii, nnd wir erlialten also den Satz, dass die Reihe 
(8) -j- 2 Cl cos 2 a; ”1- 2 Ca cosCg cos G a? -f- • • • 

iiniuor convergent ist, wenn die Co, Cj, c..,, ... einc Reilie 
positive!’ gogen Null bestiindig abnclunender Zah- 
lon ist. 

Ks ist kaum noting, hcrvorzuhebon, dass cs genugt, wenn 
diese Abnahmc der Zablen c„ erst von cincr belielngen endliclien 
Stelle n an beginnt. 


§. 

Der Aborscho Satz liber Stotigkoit von Potenzreilien. 

Durcli das ini vorigon Paragraphen angowamlto Verfahren 
der tbeilwoisen Summation kann man anch eincn Satz von 
Abel beweisen, dor dem in §. 1) bewiesoncnSatz ilber die Stetig- 
keit einos Integrals analog ist. Kr laiitet so: 

Wenn die lie ille 

(1) A. =: Uq "[■" £ti tig Cl;( ~j— • • • 

bodingt Oder unbedingt convergirt, so ist A 
dor Gronzwertli, dem sicli die filr r <; 1 dnrch. 
die Roilio 

(2) f (r) = ao + H- + «;i r-' -[- 

dcfinirte Function luihort, wenn r sich der 
Greuze 1 nahert. In Zeiclion: 

(G) lim (ao -f- t«x»' "h "*['~h •• •) ™ 

Dass die Eeilie (2) filr jodos edit gebroclieno r unbedingt 
convergirt, folgt aus §. 21, I., III. 

Dio lleiho (2) formon wir nun urn, indom wir 
s,, ~ Clo + "h (-h • • • -I™ ^ni 

also Un = Sn — Sn—i Bctzoii, und orluilton wio im vorigon Para- 
grapben 

(4) / (r) ==• .s'o 4- (.S’, — .s„) r -f (.Sg .s,) -j (,s,, — Sg) 4- • • • 
= (1 “ r) (.s’o 4 ~f- .Sgr‘^ -f S;,r3 4- •••), 
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§• -<>• IIalboonver}«'eut (5 Reihcn. 

uiid woini wir die Ictzte Reilio in zwoi Tlioilo tlieilcn 

./■(>'.) “ (1 ■^) (-‘’'o -h •'''i’" + .s’Hr”) 

4- .4 (4i .f !>•*' ! .s,.i.3r» + 2 -|.}. 

Jk^lnutut P (unen xwiHcliou doin pjriisstou und kleiiiston 
Wcrtlui (ler Summon .s',j |, o, ... ^oltugonon Wcrtli, so ist 
.s'„ 1-1 r’‘ I' 1 -1 .s'„ ,|. a /'» I ‘-J — i-> (r’l ‘ r” "I" -j- • • •) 



und folglicli 

(5) /(4 “ (1 — r) (.s'o ~|- .s'lf "I -j.I - s»r’‘) 4- Fr^\\ 

lIi(U'vi)n Hiil)traliir('n wir dio idontisclio Glondiung 

A — A (1 ■ r) (1 ■ I ■ r ■} ■ }. | ■ r^) 4 ylr«. 

und orlialtiiii 

(«) f{r) - A^-{i ™ - r) Kir) j (i>-^ ^)'r« ' ^ 
woriu (lie linko Soit(i vou n imabhiingig und 

Fn(r) ^ («o ““ A) + K “ ^)r 4 - (.s'„ — A)r» 

(!iTi(‘, gauze Funetion n*-®" Grades von r ist. 

Fs ist nun zu btweison, dass sicdi, wonn oine bcliebig kloine 
positive'. Ziibl (0 gegolnm ist, dic^ Zahl if so kbnn amudimon 
liisst, dass/(V) • A d(un ahsolutem Wc'.rthc luudi Ideiuor wird 
als w, w(mn 1 r • , q ist. 

Man kann abor 71 .so gross (uinclinHin, (biss .s'n-i i, .‘*n 1 ni • ■ - 
dom Wertlie A beliehig nalio kommon, und folglicli so, dass 
P -- A und mitbin auch {P — ylj r'* 1 ^ dtnu abaoluton Wcirtbo 
nacb kleiner ala Va 10 iat. lat n bcatimint, ao katin man wieder 
(f Ku kloiii aiuu'bmen, dusa auch (I —• r) /b>(r) kloiner ala Va 
wird, und dann isi uacli (6) dc'.r abaolutci Worth von f(r) — A 
kloiiu'r ala ® i). 


§. 20 . 

Halbc0nv0rgonte U0ih0n. 

Obwohl man hoi divergimten Keilum von oiiior Summe nicht 
Hprcclicn kann, so kdinu'n solclne Jhuhen dock biswcilen mit 

‘) hit'Her SaU riilu't von Abi'l lu'r, dor ihn in Hoiiuin lfnl(WHU(dnmg(ni 
iilior (Ii(i Puionualnuho henufczt hat. Eiu Howoih, tU^r hIcU uhrigono gaii/. 
ahnlieli Htdnui h(!iAh(d tiiulot, iat naoh (niiorMitthoibmg Diriohlot’a von 
Liouvillo v(n’iiliViitli('.ht (I)irichlol’a Werko, Hd. 2, H. lior)), 
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DriUer Abschnitt. 


ij, L!i;. 


Niitzcn gebrandit wordon zur Boruclumiig triiiiscoiHlt'ntcr Imukv 
tionon. Urn dciuSinii dieses AusKpruohcs zu venstehen, helnuditen 
wir eiiic Kt'ihe von Gniason '^hi ••• 

(1) Un — Ho -h " h I • • • “1 • ’b. 

niit n zugloich ins Unoudlieho wiu'.hst. Miiu kann sieh luin (lit* 
Frage at(dlen, wonn es aicli nm die Darsbdlung t'inea bestimniien 
WorthcH A luindelt, filr welch on Worth von n wird 
dom Worthc A. muglicliat nndit'. koiunu'ii, iiud auf 
welchcn Grad dor Kloinlieit kanu die. Difforenz 
A — Un heruntor gol) racht word on V lat dic'Ho DilTerenz 
kloin genug, so wird man ala cine angenaherie Daratelhing 
dor Zahl A betraeditcn kdtmon. lii deii Anwouduugtni verhiilt 
aich meistoiia die Sacho ao, daaa die Koihongliodor ... 

Fnnctioncn eiiitir Variahlon x aiiid, ao (hiHs 

(2) Ifn — n> (.r, «) 

cine Function von x nnd ‘}i wird. An di<^ Sttdle von A tritt 
alsdann glcichfalla oino Fune.tion, .U(x), und es handell sieh 
daruni, die ’Dihorcinz 

(3) F(x) -- «) - • ./{>, a) 

80 klein als mdglich zii rnachen. Da.s bier zu wilhhnuln fi wird 
dann von x abluuigon, und es ist oin hilulig vorkommender Fall 
dor, dass man A (x^ n) um so kleincr machon kann, jo grdsKi'r 
X ist, wobci dann auch n in Ijostinnuter Wc'ise mit x wachsi'n 
kann. Wenn z. Ik ^t>{x^ ti) die. Figonachaft hat, dass fiir ji*dos n 

(4,-) liin x^ \I'\x) — (l>(x, «)1 — 

ist, so heisst </»(,'!.’,«) (nacli Poincare) eiiu^ asy m p to {i se lu* 
DarstoUung dor Function F’(.r). 

Wir wollon dieso allgonnuncn (IrundHiltzo an (uiunu eiu’ 
fachon Iloispiol (U’liiutern. 

Wir deliniren oino spiltor nooh niitzlicho Funi'tion 

(5) f c 

1 % J 

Naob §.12 liat dicao Function die FigenHchaften 

f><)(()) rr- 0, 


( 6 ) 






(7) 


Es geniigt also, &(x) fiir positive Wertlie von X zu be- 
rechnen. Ein gescblossener Ausdruck lasst sick fiir diese Func¬ 
tion nicbt angeben, wohl aber eine stets convergente Reihe. Es 
ist namlich, wenn man fiir die Reihe setzt: 


( 8 ) 

in der 


=r 1 — 


^ , OC^ CtS 

f! ' m ’ 


( 9 ) 


n! = 1.2.3... n 


ist, nnd dann integrirt, 

(10) ®(*) = 2 2 


vf{2v + 1) ’ 


nnd diese Reihe convergirt starker wie die Reihe (8), die be- 
kanntlich fiir alle Werthe von a convergirt. 

Nach (10) ist 0(x) fiir kleine Werthe von x zn berechnen. 

Fiir grosse Werthe von x ist aber die Convergenz dieser 
Reihe zn langsam. Fiir solche Werthe kommt man leichter 
durch eine halbconvergente Entwickelung zum Ziele. Urn diese 
abzuleiten, setzen wir nach (6) 


( 11 ) 


®{x) = 1 



da 


nnd substitniren fiir a eine neue Variable durch die Glei- 
chung 


2x 


-|- a;, da — 


— 




dadurch erhalt man 


( 12 ) 


e~“^da = 


2x 


_ ^ 


Nun konnen wir nach dem Taylor’schen Lehrsatz, wenn 
% einen positiven echten Bruch bedeutet. 
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Drittor AbHcluut.t. 


§• 20. 


SGtzen, uiul da fUr poKitivc x gltdclifalls ciii ochter 

Bruch iat: 

(IS) 

init dor Maasagabo, dasa dioao Konuel inir daiiu gouau ist, 
wonn das lotzto Gliod auf oiTum BriK'.htheil aoiTioa Wcrtlies r(v 
diicirt wird. 

Nun ist nacli einor bokaimton Kormol, die sich durcb })articllo 
Integration loicht boweiaon liiset: 

I r dii ji!, 

() 

und wonii man also die Kntwickelung (1.0) in das Int('gral (12) 
ciiiHOtzt, so folgt 

(u) "Vi 


und dieso Formol iat gUuehfalls iiur iiutur dor VoraAissotzung 
exact, dass diis letzto (Hied auf (dnon Hruc.hthoil acunes Wcu'thoH 
I'oducirt wird. IJin also zu bcurtheilen, was uns dioao Formol 
leisten kann, luliaHon wir die (irdaac* doa allgcmunnon Gliodea 
dor Entwickolung (Id) ahachatzen. Zu (lioatun Zwock mac.hon 
wir von dor bokannicn Formol (lobnundi') 

a! " ■ y 27 rc *'n' * ” 

wo d' oin positivor oc.htor Bruch iat, aus dor, wonn gloich- 
falls oin positivor cchtor Bruch iat, folgt 

{2«j! y27rc' "»{2n)'’”* 

Daraua orgiedit aic.h 

worin = IF -- ‘ill dor Bodingung 2 IP 1 gouiigt. 

') Vergl. z, U. Ijclirbucli dor Diflfen'utial- tmd Intogralroclmuiig von 
Horrot, deutHch von Uarnack und Bohlinanrj, Bd. 2, H. 1(50 der 2. Aull. 









11 albt’.onvovgc.utc Reiheii. 


G1 


t?. 2(1. 


IIi('.i’aus ergicbt sich luin Folj^oiidos: 

Woiin w bei ibslHtoboiulou x ins UnondlicliG wiicbst, so 
wilclisti nunb diesor Aiisdruok ins Uiuindlicho uiid die Koilie (14) 
ist folglick divergent. 

Wtum abt'.r x- also n/x- oin ccditcr Bruch ist, so 

ist, da boi p;rtiHson n. naho, gh'ic.li 1 ist, dor Fcdilcr, den man 

boi Honiitzun^ dei' Fnnnel (14) bi'golit, kloincr als 

« , i 
\l‘2 

Fobillt man 9/ i)oi, niid liisst .r wac.bson, so Avird dio Go- 
nauigkoit dor Fonnol (14) um ho griissor, jo griisHt'.r x Avird, 
und ili(! Fonnol (14) gicsbt cine asyniptotischo Darstolluiig dos 
Integrals. 

Dio Function 0 (x) konuut in dor Wabrschoinlicbkoits- 
rocJinung vor, und man bat daruni ihro numcrisebon Wortlio in 
Tabtdlon zuHammongestollt. Eino solcbo Tabollo lindot man in 
dem Buebo: Thoorio dor Boobaclitungsfoblor von Emanuel 
Gzubor, Leipzig LSOl. Nacb dioHcr Talxdlo ist 0(x) schon 
boi X ■■ * 4,8 in dor 11“>” Decimalen von 1 nicht mebr zu untcr- 
.sclu'icbm. 





Vierter Abschnitt. 


Pourier’sche Reihen. 


§. 27.. 

Gleichmassige und ungleiclimassige Convergeiiz. 

Wir betrachten nun solcbe Reihen, deren Coefficienten Func- 
tionen einer Veranderlichen x sind. Es sei also 

(1) ^ h ^ W27 • • • ... 

eine Reihe von Functionen von a;, die in irgend einem Intervall 
(a, h) endlicbL und stetig sind, die dem absoluten Wertbe nach 
aucb fiir ein unendlich wachsendes n nicht liber eine endlicbe 
Grbsse hinausgehen. Wenn die Reihe 

( 2 ) U = Uf) Ui U 2 ‘ • 

convergirt, so wird auch 

(3) Rn = Un+i -f- Un + 2 

convergent sein, und sich mit unendlich wachsenden n der Grenze 
Null nahern. 

Wenn nun diese Convergenz fur jeden Werth x des Inter- 
valls (a,!)) stattfindet, so giebt es, wenn co eine gegebene, beliebig 
kleine positive Grosse ist, fiir jedes x einen Werth N von der 
Art, dass, wenn n N ist 

(4) — CO <; << “I- CO 

und es sind dann zwei Falle zu unterscheiden: 

1. Die Grossen N haben im Intervall (a, &) eine endliche 
obere Grenze Nq (die natiirhch eine von x unabhangige 
Zahl ist), und dann gilt die Ungleichung (4) fiir das 



U,s. 


BeiHiiuil. 


oa 


jjjanzo, Intcrviill, soBiild n >- No ist. lii dioHom 
Fa,ll(! iicunt luaii dio IBiiho {! iii clem Intorvallo gIc-ich¬ 
in ils si convergent. 

‘2. Die ZahtciiiV halicii im lutcrvnll hoi liinliinglich klomon 
CO koine ehtn-e (}ronz(', soiuleru wa<‘Aise.n iibor alio Grenzon, 
(itwa HO, chiHS N niit dor Auniilierung von cv an gowisso 
hoKOuden', W<‘.rthe untnuUich watAiseu iuuhs, olmo dans 
darmn die. KxiHt('nz oiiuiH ho.stiimntou N Hir jodes iiidi- 
viduolh' ;i: aurin’irt. Diene Art der (.lonvorgouz heisnt 
uugleie.hmilHsig. 

Hoi tl(',r nnglt'ie.hiniiHsigeu (''Onvorgeiiz vc'rhillt ok sie.h .so, das.s 
(lie. (!onvorg('n'/ bei dtu* Auniilu'rung an oineu bostinnutou Piiiikt, 
etwa an «, inunor Hchlechtcr v/ird, in a solliKt abca’ durch irgoiul 
e.iue.n ainbiron IhuKtand, iiuhun z, D. lii('.r alio Hy oinoii vor- 
ae.hwiudinidon Factor bokomuion, wiodor liorgeHtollt wird. 

I'lino Uoiho von gloichtniiasiger Convorgonz kuniion wir ant 
folgondo Art bildeii. FjH sei 

6 'o (h - 1 - rJa ••• 

cine e.ouvorgonte ih'.ilio von positivou luimoriHe.lnui Gliodorn und 
9u 'jPu ••• 

(due. UoiliG von Fiinctioaen von .-r, d(u*on Wertlui in endlichcn 
Gre.nzon eingOKchlosHon sintl. Dann irtt die, He.ihe 

(5) (1> epo I Cl (j)j I ■ Ca -1- • • • 

gh'ie.luniiHsig e.onvorgent, Howe.it die. Functionen (f)v die gomacliton 
VorauHHotzungeu ernillon. Donn liior ist, wonn die cpv doin ab- 
Kolub'n Worth naeh unter (! liegem 

' ■ ' f’n 1 1 g>n i I ' ( <’» + M g>» i a ’ ( ' * ’ < 0 {Cn 1 l ('n 18 ^ * O? 
was duredi inn von a; imahhangigOH n boliobig kloin gomacht 
wisrdon kann. 

2H. 

110 i s p i 01 . 

Zur Frliiutorung doH llogrilToH der ungloie.hrauHBigen Con- 
vorgenz wolhni wir ein lloispiol botrachteri. 

Wir balnni im 24 oino Summenformel gol'iuidon, nilmlich, 
wenn wir 2a? a .setzon: 
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Vierter Abschnitt. 


§. 28 . 


. 2w+l 

sm —^ 

(1) 1 2 cos a -}- 2 cos 2 « 2 cos w a — - - - 

sin a 


worin n eine ganze Zahl ist. Wir multipliciren diesen Ausdruck 
mit da und integriren ihn zwischen den Grenzen 0 und x, worin 
X eine zwischen 0 und 2 % gelegene Veranderliche sei. Wir 
finden dann 


X 2 sin X -j- 


2 sin 2 a; 
2 


2 sin 3 ic I I 2 sin n a; 

3 I I - 


( 2 ) 


sin 


2n 1 
2 

. 1 

sin ^ a 


a 


da.) 


und darin lasst sich nun der Grenziihergang zu unendlichem n 
nach der Formel IV. (§. 15) hewerkstelligen, wenn man ii (x) 
= xjsm'^/^x setzt. Man findet so die Summe der unendlichen 
Keihe 

/ON t sin 2 it; sin 3 it; I 

(3) iK -t- 2 sm a; -1- 2 -f- 2 —^- \-... = 71 . 

Diese Formel gilt, so lange 0 <i x <i 2 n ist. Die linke 
Seite Yerschwindet aher fur x ~ 0, und erhalt fllr negative 


Fig. 3, 


F 


-271 


J_ 

271 47t 


Werthe von x den entgegengesetzten Werth wie fiir die gleichen 
positiven. Die Function 

(4) ®(^) = * + 2sin* + 2i^^+2^ + ... 

geniigt ausserdem der Bedingung 










§• 28. 


Beispiol. 
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0(x 4- ‘2 3r) = 0(x) J^2 7t 

mid wil’d durcli das in Lig. 3 dargestellte, aiis Stiicken paralleler 
goradtT Liiiicn zusamincngcsGtzte Diagramm reranscliauliclit- Sie 
hat li'ir jcdcs x eincn hcstimmten Wertli und ist eine unstetige 
Function von x. 

'I’rotzdcni gilt abor der folgencle Satz: 

Die lleihc 0(x) ist in dem Intervalle (f, jr) 
gleiclniuissig convergent, wenn 0 < s < tc. 

Uni dies cinzuselien, bilden wiv den Rest, 

7^—9 _L 0 + 2)a; 

n -4 1 ‘ "4-1- 2 

wehdier in Folge von (2) und (3j den Worth hat; 


Diesen Ansdruek bringen wir, indcin wir znr Abkiirzung 


setzen, in die Form 


und nacli deni zweiten Mittelwerthsatz ist, wenn | einen Wertli 
zwischen £ und x becleutct; 


smoi , I X \ since , 
-doi -]- - dec, 


nun ist fiir jedes positive x, was kleiner als tc ist: 

II i 0 m iiu n - W i' b o r , Pavtiollo nilTiirontialgloiolumgon. 



iind wci^i'ji del* ('oiiviTi^i'iiz di’s lnti-;r.'d> 


il tf. i4 d;i,s III 



(Ik nl'solut 


I'UtnuiuiMi 


i-iiii'r III-- I'iiii’ ludirhi 


khdiKj (Irijssc <i), wcini n imd l> lifidi* 'n'"'-''''!' ''iiid ;i!-. cin 
luiililnj^litdi pfroHHt' Zahl r. ili(‘raus rrHirlil man, dasn man t 
von ,i: unniiLf, so ^rnss aiturhinfu knnii, da'.s das Inft 
gral (8) l)(ditd)if( kkdn win!. 

Da fcriu'r 

si 1 ) n ft , 1 

. 1 '■ 


liin 


ist, mid X in dii’sciu Aiistlnudv iihctliaujtt nioht sujKumnil. s 
kann luau aiudi madi /< so gross anutdiinm, tla .n thr Idtl'i'rou 
uiul dainit (Ii>r gau’/.o Ausilnmk /u Indiuldg kloin wild, wuriu di 
gloidmiiisHign (kmvcrgtmy. Hc.gt. 

I)i('Kolbo iioiraclitiuig liisst sich uindi aid’ d;r. lid. rnal! \n 
3T bis 2w ~ /; auwaadim, njul daraus I'olgt, 'ia.-. dir Iddb 
ill cinoiii Iiilcrvall (n, h)^ worin 

n ‘ (I , j- . h ■ 2 .T, 


glciidiiuilssig (uinvi'rgirt, 

Dio gloicduniissigo Cknivorgouz ln'»rt abrr anf, wrjat d; 
Iiitorvall Ciir x bis 0 odor bis 2af auMgrdrhnt \urd. 

Domi maoboii wir in ((ij die Suiislitutiuu 
2n 1 I 


« ik 


so orluill.ou wir: 

K - 


an |l 


(2a ! 1) sin ,, 


mid liioriii kaiiu inaii, win gross anoh n sotn mag. < iiiiinor 









2!). 


unondliclicr lUilioii. 


07 


kloili aiiiichiiu'.ii, tlass das Ixdiolag klciii mid Jtn also 

iiiolit vorsc.liwiudcud kdtan wird. (llcic'.hwohl liort die Convergent 
der Uoilu'. </>(.(;) iin Punkte . 1 ; “ o selber niclit auf, well dort 
allc Gliedor eintidn verst*,hwiiuleu. 


Stetigkoit, 1 11 fcogra, t;i on uiul Di iTt^reutiatiou 
n n e n d 1 i c li t', r 11 e. i h e. n. 

1. Kine. gl e. i h iniissig t*, o nvergt'.nte llt'.iho, der on 
(iliedur stetige. Knnt'.tiouou tGner Variablen a; 
si ml, isl; solbst eiiio stetige k'li notion vena;. 

Ks sei niunlieh 

(1) U —■ ■/<„ Ui I Wy -I ••• 

t'ino in irgeud tiinoiu Intorvall gleitdiniaHsig c.onve.rgcmtt^ Iteilu',. 

Man sette 

Un Ik 

'Ik^n,,., . 

Niiuini man h so gross, dass 11^ in dein gn.nton Inttu'vall 
kb'iner a,Is eini! beliel)ig kleint'. Grtisse 10 winl, so sind aueb die 
Se.bwa,nknngen vou /i’,i uiiter diese.r Grentt;, und da, (/„ tune 
sti'iige. b’nnetion von a* ist, so kaun man die Verilnderimg von 
a; so klein mae.hen, dass aiie.li die, Seliwa.nkungen von (/„ klGiutn* 
als tune belitdiig kleint! Griisse m' wtirdon, Dann sind die Htdiwan- 
kungeu von If klttine.r als to j • w, t. b. w. 

Kh seit!n jetzt a und x twei I’unkte ties Iniervalls, in dem 
(lit! llnilu' If gltticdmiilHsig eonvergirt imd es wtu’dt! 


, w„t/a', /ij 


i '’a 


(t iXf^ t • • 


gt'set'/i. Dann ergitsbt sittli aus dttr Zerlegung (2) sofort 


Udx -- -.I" 


d. h. man kann e.ine gleie.bmiiBsig couvergonte Itoilu! dadiireh 
integj'ii’t'ii, dass man jttdes eintelnt', ilirorGliodt^r intt'grirl. Wenn 
abet' (lit! gb'ie.hmiissige Convergent odor die Converge.iit iilier- 




(is 


Vioz’Icr Al)Holiui(ii, 


t;. ;S(). 


hilupl lur ili(' Kuilu' U in ciu/olnnii rimktiMi auHiiirl, wiilu'oiid 
(lio ^fUnc.limiissii-c (’'onvcr<j;tniz (U'r K.oih(', )' iiln'i' runkt, 

hiiuins rnrili('st('hl, so sioh, datliis liiU'^^o'al iuniuir aiut^ st.i‘tii>’t! 

Kiiiiciion sriiiar olau’cn (Jrciizii isi., mil; Hullo ilus Satzi's 1., (lass 
(li(i Kornii'l (•!) auoh dauii not'.h I’ichtip; ist, wtain .r in tdnon 
Holclion 1‘unkl I'iUlt, odoi* ilkor ilin liinausfjfidd, Wir liahoii also 
d('n Sat/; 


2. Mine Roilio C/, von ci n z o. 1 n o a Runkton al>- 

{i;('Kol\cn, fj;loich iniissig con vo rp;irt, lilssi si(“l» 
durc’.h III tci’a.ti 0 n iliror (Hnzo 1 non (lliodor 
intogriiM', 11 , wonn dio durali I n U'.p:ra,tion (Mit- 
staudont^ Hoi ho gl oioInniiss i jj; oon vorj^irt. 

Aus dit'som Sa.teo liisst, sioli loiolii oiu (‘ulsproolunidor Sat/, 
uhcr die Hilloroniiation oiiu'r Roiho a,h!oiton. 


(h) 


CO 


Wonn r,|, /’i , /’o, ... slotigo k’uuoiiono u von 
sind, iind 

y f I 

0.0 n V 0 I’fj;! r (., wonn 1 ‘ornor dio Koilio 

(//’„ . do, , (//’.j I 

da; '' da; '' dx ' 

in oi n 0 III ho.liobifj; kUunon dt'U Worth a; ont- 
haltoiidon In tor vail gloiodi mils sip; on n v orgi rt, 
HO ist 

d H ___ (/a,, I dvi , d/J.^ . 

dx dr ' d.r ' d.r ‘ 


Ditis orgiobt siob, wonn man dit'. Roiho (0) naob dom 
Sat'/o 2. intogrirt. 


§. .‘lO. 

Rois piol. 


Wir hahoii dio RoihonHiimmo gofuudon; 


(«) 


2 sin r j 2 


sin 2 a; 


I ^ 


Hin :Lr 


dio in doin liitorvull 0 • a-- ^ 2 jt giiltig tind in dom Inter- 
vail (tt, h) §. 2S gloicbiniissig convorgont ist. Da duiadi Inte¬ 
gration dioHor Rtdho nine iinbodingt and gloiobiniiHsig oonver- 
girendo Roiho ontstoht, ho ist dio liitogration von 0 liin ./• ge». 




:»(). Hcitipiel. 69 

Htattc't, luul wir orlialten oino bis a; = 2 jt einscliliesslicli gultige 
Fonuol 

Tt.v __ cos.r cos 2 . 1 ’ cos 9 1 G0s4ii:; 

„ r- — -p- — ^ 

,|. ™ -j- _ „ _j_ 

Sciztni wir hieriii :v — jc, so (O’giobt sick 

, I I i I 1 I 

(-0 -jr - 'I' ^ 

und mill kiiimcu wir auch die in dor zweiteu Zoile dor Formel 
(2) sU'lu'ntk'. convorgiuitc miniorischo Uoilio siimmiren. Setzen 
wir, um dit's auszufuhron 

--■'- 1 -J + 1 + 4 + -’ 


SI) orgiebt sick init lliilfo vou (H) 




4-i4 + 

JL . 



S " ■ 4 ^ 



-rO + i 



"■ 4’ 

worn us 

Hick « 7r-/0, also 

1 1,1 

■1 4 + "' 

7t~ 


(4) 

'-Irl'n-'l-ui 

= -J 


('rgiebt. 

Dolunau.b liiidon wir aus (2j dio folgendo Roihensmnme: 

CDS .a , CDS 2.a , c.osd.a , 
0'>) I' l' ,1, -1^ !l 1 

COS 4- :V , 
!(;■ 


f; — :7C)‘-^ 

4 ”12 

giilt.ig 

in dciu Iutu.rva,U 

Fig. 4. 


{) a; . 

. 2=r. 


7 


Die Ilcikc aul’ dcr lin- 
kt'ii Suite die.Hu.r lM)riucl » 



yj 

ist uiiu 

‘ gurad('. porio- \ 

/ 

\ 

/lx 

d i HU. h 1 

■. 1''unction uiit .i,'\ 

«7ir .. 


■n / 271- 

dor P( 

‘viodu. 2 3t. Sic 

V.— 


-^ 


kami durcdi ciim stetigo 

Ourve dargcsUdlt wcrdi'u, die sic.k aus lauter syininotrisckon 
Paraiadbiigen zusaniuiousct'/t. 

Man kaitn aus (b) vcrHchicdciic aiidcro Kormclii ablcitcn, 
YOU dcium cinigc angidTilirt scin iniigoii. 







Rrsotzl; man in (5) ./■ diuv.li .r j .r. s(. .Thai! man 
('■ • l)*‘ co^it.r X- -T’’ 

( 0 ) „= -I l-J- 

>1 I 

oilU! Koniiol, (li(' in thnn Intarvall ■ ^ .‘dlt. 

Wnnn wir (hiun (()) vnn fh) sul.(raiiin*u. f,,!■•,! I’lir da 
lufiTvall 0 x Tt. 

cos(2 n ! I ).r /r I .r X 
CJ (2h I D- -1 '‘i 

Din Fuiu'.Unin'ii, din. auC diT liuknu Sritc \t)ii if.i nutl (7 
stoiion, W(Td(‘U diuaih ah.T Klrtii^ /n^aiuin.*nhaiin'‘ii.!i 



Liiiiou dargt'sinlll, di(‘ hid ((!) jiuh ParulHdhdtt.ni, h<d (7| ana -.Trail 
liniptini Striu'.knn znHauuiicni^i-Hnt'/.t sind, win dir Fii^. 4 tuid a /ri-tm 


i?. :n. 

lM)urinr’Ht’ht' llri Urn. 

Die nm-h Foiirin* lirnaunlnu Ihdht'n hahrjt dm /.wrrli 
nine /^ogelioiin Kimcliun (p(j j in »dnr Ihdhr /u rntwirkriu, di 
nac.h sinuH uiul rosiuuH der Virltaidu-u tlrs Antunirnl i n furl 
sc.liridtot, niid die hIho din Farm hat 

I. ip (,/:)”-*«) Kin .r DwyHin’i.r • f/.Hinhj- - 

I '!) K 1 ’! I h rtri;;jf' ! .. 


woriti die ((.j, n.j, ... //j. h.,^ /#,, ,,, van .r niuddnini^i^' 

Oiudlicieutun Hind. Solehr llt-ihen nmnm wir aurU triK"i»i. 
inetrische lieihen, Setzi-n wir dii* tknjvrrt'rnr. dir-sirr Ihdli 









7.1 


??• -‘l- Koni'i(>r’^^cho liaiihcu. 

vunius, so iiiulorl.^sit'. dor Periodiciti.lt tier Functionen 

sill./., oos;/, ihro.ii Worlli iiiolit, woiiii x iim vermelirt wircl, 
and doiiiiiuch ka,nn die iMinc.tioii 7 )(,/;) lidclistens in einem Inter- 
vall voii d('r (Jriisae 2 ;r willkiirlioU seiu. Dariilier hinaus wiedor- 
liolon sich iliro W<’r(;lio jioriodisoh. 

Innorliall) oiuos solo,hen lnt(U'va,l]s mag nun die Function 
Itolii'hig gi'gohou soin. Sio sidl sick aucli aus Thcileii zu- 
sammonsoizmi kdnnmi, die in v/'i'schiedcnon Stiickcn des Inter- 
vallH vm’Hohiodi'iion anal.ytisohon (Josotzen folgcii, a.uoli kann sie 
nustoiigkoitou ha,i)('n; luir soil sie den Redingungeu des Satzes 
1(), V. uuiorworlou sidn. 

Woim wir vora.ussoizen, dass die lleilio 1. naeh §. 29 glied- 
woise iuiegrirl>a,r ist, so lasson sick die Ooenicicntcn I'eiclit durcli 
Intogralo ausdriiokon. Wir kakeu nilndiek, wonn m und n be- 
liebigo ganzo /aihlmi sind, die wir niclit negativ anzunekmen 
Itrauokeu, wuil sin w./’cos n./' oiuo ungorado Function ist: 


sin })i ii' cos ;/.7‘ dx ■ — 0; 


roriior: 


sill VIX sin iixdx 



n)xdx 



n)xdx 


0, wennnic^n 


cos vi X oos )) X dx 


7t, wonn vt, = «;>() 


jo,oH(n/• ■ ' a) ./-f/.f (■ |o.os(/a | v) xdx — O, wcnu vi^u 

T-zTC, mnmm — n'^0 
r-rr 2 TT, WGlin W — = 0. 

Wonn wir liiernack die lleilie I. init siiun.aitila: und init 
vvHvixdx niulliplioiron und zwisckeu deiiGrenzen — 7t und--1 -tc 
intogrirnn, so orlialten wir 
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Vierter Abschuitt. 


: — I (p (i*;) sin mxdx^ 


bm = — j (p (ic) cos m X dx, 

von clenen die letzte aucli noch. fiir m — 0 gilt. 

Hieraus ergiebt sich also, dass die Darstellung einer Func¬ 
tion (p{x) durch die Formel 1. lidchstens auf eine Art moglich 
ist, weiin wir verlangen, dass die Reibe gliedweise integrirbar 
sein solli). 

Setzen wir die oben angegebene Periodicitat der Function 
(p(x) voraus, so kdnnen wir, wenn c ein beliebiger Werth ist, 
aucb setzen 


cp{x) s,mmxdx, 


: — [ 93 ( 33 ) cosmxdx. 


Denn es ist nacli dieser Voraussetzung z. B. 


90 ( 33 ) sinmxdx = qp ( 33 ) sin 9 ^ 33 ^ 33 , 


wie man durcli die {Substitution x ■= 2jt -|- 33 ^ erkennt, unci 
hierdurch werden die beiden Ausdriicke you am auf einander 
zuriickgefiihrt. Ebenso 


Summation der trigonom etrisclien Reilie. 

Urn aber zu zeigen, dass jede Function 90 ( 33 ), die den an- 
gegebenen Forderungen geniigt, in eine trigonometriscbe Reihe 
entwickelbar ist, miissen wir nach Dirichlet’s Vorgang die 

b Dass aucli oliue diese Forderung eine zweite Eutwickelung einer 
Function in eine trigonometriscbe Reihe uicht moglich ist, hat Gr. Cantor 
bewiesen (Crelle’s Journ., Bd. 72). 





Suunuiiliou (Icsr I rioMiUdinctrifich c“u Koilu,'. 


7.-5 


Sumiuo tlor n orstc'ii GUedor dcr Ueilio ])il(len, \md diiiiii n 
ins UiK'.ndliohe wnchsi'ii liisseii. Weini sicAi dunn /oigt, d.'iRs dio 
Suitnui' dcni (ilri'nzwortli g)(.^;) zusiroltt, daim ist die Eutwickcl- 
harlceit erwieson. Seti^eii wir 

(1) Hn ~ (h will.'/; “I™ (In siu'i.r ~|- ••• -|- an siu nx 

. [. 1 coa X . [ cos 'J .t' -1.I - hn O'Os nx 


uiid substiiuin'u Hir dio Cobriioicnitcn (.(,n, die Ausdriicke 
;i 1 (2), ill doiuiu wir die hitogrutiouKvariiiblo init k liozciclinen, 

HO ('i'giol)t Hii'li; 

fl. 


( 2 ) “ j 9 ^ («) [ “h ™ "h "" ■ 

r — jT 

-[•- oos «' (a; «)| r//34 

uiul (lurch Auwo.iiduug dor Summonformcl 28, (1); 

^ . 2 li ■ I 1 


Cl) 


Hn “ 


<p («) 


(x ~ a) 


(la, 


sin — (a; -- a) 


odor, wcini man unior dcin liitogridi^oiclion a t. j /i sot/Jc. 

2n I 1 


(4) 


C'u 


ft) : 

mil (i 


ft 


d[i 


Wiildi man c so, dasH 

TC ■ I ■ a; < r; ■ , tt ■ | - rr, 

■/„ H. r • ./*, HO Kind dio laddoii Gri'iizoii doH Int(‘gra'lH (4) voii 
vorHoliiialcucn Vorz(‘iohon uud lii'gc.u zwiscdiou — uiul -| 2 tt, 
uud doiiniac.il kdiincii wir dou Groiiiiwort'ih vou iiaoli dciii 
'riiforcin 10, V. iK'siiiuuK'ii, womi wir darin 

i> f/i) q> (x‘'■ I ■ ft) 

sill ft 


Hcizcii, luid wir linden so: 
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Virrtcr AltM-linilt. 


liiti iS, ■ </'!(•'' ! <*) : f/ i-'‘ '**!’ 

lIso, wonu (/'(.'■) uu (Ut Sii-llc ./• sti-tii? t/M./ i: 

ni('. I‘’t) u ri (‘r ’k f h (' Kormrl 1. ki i f tltMi Urstiui- 
luuitjLft'ii (!) oiler (‘Jl 'M e.ilf also, wmii liir 
Kune, ii oil cp(x) in fine in lutervall \nia ( mt'an.if 
‘Jtt lien lUul in|i:un,i!;eii !(!, V. ! 0 *iu;i'»r. li >• 1 i i< h j ^ 
jft'gobou ist, wenu sie p e r ioil i s r h isl mit dfi' 
Ke.rioile iItt, und weun sir a u eiuer Kii.ti-liif- 
k eitss i(‘l 1 (S den M i 11, e 1 w e r t !i der heiden durt 
z u sannn e n «to sse n d e 1 ! Werlln* hat. 


ii. :):i. 

lii'soiidere t'ornien der ^‘nn rier'^eheii Ueihe. 

Wenii man in der I)aratt‘lluuf,s: 'A‘J. (‘,)i \*iii der Kuriiud (»e 
braue.li iiiaeht 

‘ieoHuf.r ■ «j - r •*’' . 

HO kann man dt'r nun hewienenen Kourier’M-hen IkuHtellunx 
del* Kimetinn cp(,r) die ]''orni ^ndien 

1 r 

I't f/i(.r) • ■ I (f ’•./« 

odor, iiulem man .r und « dureh rr.r und ftn und tf tn i} dureh 
(p (.r) ei’Hi'tzl: 

IK ^ I »■,/«. 

fi «- • j 

wo aher in der letztun Kormel die I’»*riode der l-unrtin!i i; 
nielit nmlir 2 3r, .sondern 2 ihI, 

Wir liahen Cerner hier, siludieh wie led den Kniirser'^adum 
Inte^n'alim, die heiden .siieriellen Kiille Imianr/uheh. n. d;e.'i t; «./1 
nine gorado oder eiue un^erade Fnnetion int, d. h , dann 
(jf) .r) - (jf) (.rj odar g»(.r)iHt. 





J?. 


BeHundeve Furuieii <ler Kourier’sclien Reilie. 
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1 st xuiiilcUst (p(j:) uitp;oriule, so ist nach §. ol, ( 1 ) 
7r((,n I g) (j') ^inmx dx — 2 | (p (:r)sin mxdx 




I V (' 


) wsDix d;v ~ 0, 


niid ('lit'iisn ovf’iobt sioh, waMiii cp (x) p;eradc ist, = 0. 
Ma,ii ('.rliiilt ;mC diosc Woise 

11. (/) (>) cii sill a; 4" 'h sin 2 a; 4" sin 3 a; 4 - 


0 



93 (a;) sill mxdx 


III. = 77 H™ nos a; -j- cos 2 a; -|- b^ cosS.'i; 4“ ‘ 


b, 



riii'.r kiiimoii dii; Functioncii 9 (a?) in dem Intervall ( 0 , %) 
Ix'.lic'.bifi; gc^ndsni sein. Ks kanii aucli z. B. in beiden Formeln 
94 .'/;) (lioscllx; l''uiU',tion darstollon. Ucber dieses Intervall setzt 
sic.h di(! lU'ihe im erHt(ni Fallo als iingerade, im zweiten als 
g,!rat!(i, und in bcidon I'iillon als pcriodisclie Function von a- 
Fort. Dio I'onmd IT. giobt tp (0) = 0 , und wenn also 9 (4- 0) 
lUflit 0 ist, HO ist dio Hoibe 11. bci a; = 0 unstetig. Die 

Keibo 111. orgio.bt 9 (— 0) = 9 (+ b), also Stetigkeit bei a; = 0. 

Will man oino Function ontwickoln, dio aiistatt der Periode 
2?r oino bolit'.bigo andcro Ib'.riodo 21 bat, so kann man in der 
Formol §. 31, 1. tcx/I an Btollo von x und dann wieder 9 (.a;) 
Hta,tt q)(^x/l) Hctzon. Dann lindid man 

IV, 9(a0 — Ml Hill ~\r (-h sin 2 -j- sin 3 • 

,,j, L 4. cos ^ -f bo, cos 2 4" ^8 cos 3 

und (biriu ist, wcnii c oino boliebige Grdsse bedciitet, nacli 

§. dl, (2): 
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Vierter Absehnitt. 


f <p(a?) shim — dx 


hn ~ ^ [ 9(^) cos TO — dx. 


c—l 

Audi hier lassen sich dann die beiden speciellen Falle II., III. 
liervorheben. 

§■ 34. 

Beispiele. 

Als Beispiel wollen wir die Function <p(x) betrachten die 
in dem Intervall (0, jt) gleicli ist. Wenn wir diese Function 
als gerade Function fortsetzen, so bleibt sie auch bei perio- 




discber Fortsetzung stetig. Wenn sie aber als iingerade Func¬ 
tion fortgesetzt wird, so wird sie bei den ungeraden Vielfaclien 
von TC unstetig. 

Wir wenden also jetzt II. und III. an, iind erlialten aus 
den Formeln 

d (x cos TO a:) — dx (cosTO^r — mx sinma;), 
d (x sin mx) = dx (sinmx -j- mx cosmx) 
durcli Integration 

{ • 7 cosmn 

X sm nixd x =-, 


X cos TO xdx == 


cos mn — 1 





iMsispu',! 0 . 
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uiul I'iir Di — 0 


X(Lt 


Da nun c()v,m.cnr — -1- 1 . odor -- — 1 ist, jo iiaohdem in 
i>;ora(l('. odor iin<j;orado ist, so in'jj;obcMi dio Konnolu IL, III. die 
lur das Iid.(U'va,ll (0, it) ;i:i‘dtif:;('U I'ait\vi(‘.kcdune;(ni 

sill ./• siiriri; , sin da: sin 4-a; , 


( 1 ) 


1 


4- 


2 /cos ,7.’ 
rrr V 


cos 5 

n'-i 


a 

cos H , 1 ' 

4 \ ' H~ 

Dics(‘ Iteilnni sind ini (Jruiido mir aiidcrc Forincn dor Kiit- 
wickcl(injLi,'cn i;. d(> (1) mid (7). 

Man kanii daraus uianiiiglacho Summonroniielii abloiton, von 
dcncii i'olgondc Dcispicdo angoruiirt; sciu nu’igoii; Sotzt man 
if — jr, so crliiilt man aus (1) die Leibiii tz’sclio Roibo 

4. a ' f) 7 ' 

^ S('t/,t iinin !i,bci‘ in ('1.) a; — '/-t 

3r _ 1 . 1 _ I i 

s V 2 a y 2 5y2 d 

und bicraiiK mil; Ilcuutziiiig von (H) 

I I 


1 

fj/'i 


(• 1 .) 


2 V'. 


1 


a 


l-rr 


i 
1 r 


Um nocb oin nudcrcs H('is])icl /u gi'bon, wollon wir dio 
Function sin .<• in cine (ktsinuH-Reilio ontwickcln. Tragon -wir 


don VVcrtli dcr Ib'ilu' a,nob 
iibor das Intorvall (0, or) 
als Ordinate cincr (nirvc 
naif, HO ('rludten wir, win 
I''ig. H zeigt, cine a,us 
Hiigoii dor Sinus-liinic 
zusaminengcsct'/tc Ourve, 
dio ga,n'/. aiif dor positivon 
Seito dcr a:-Axo verliiuft. 

Die Ourve ist '/war stciig, 

hat abi'r bci deu Viidrachon von tc Kckou. 

die Funnel III. an, so orgiebt sich 


t’ig. H. 



Wenden wir also 








78 


V 1 f I t f V A InSf h U iS '■ 


(r,j jAu. 

j (MlllW • 1|.' 

"l ■ ll.-' 1 

--- - ' 1 

7t\ W « I 

und fui* *'" ^ ^ 

(6) "j'i""'' .!■ 

A.w (;;) „ 

;TMW ll *•' 

Wir ci'lialti'ii 111-' '!»■ /■''■-■I"" " ’ 

rr . , 1*. < 

(7) ^1“'' ^ 1.:: 


(\rad di'.r lAutvcrt^-ir/. ii«-r I --u 


Kh isL null liuch vou liitmTu.-. div/. n 
(tmd dcr Ahiuiluiu* d«‘r r.ir!iir}.i»i*-Jt •*». 
Bchon lUuht'U mil umaHllirh !» •.>'i.d. ia » 
Idldmv kaiiu. Wir nrt/..-U daln-l dl-- Ih!f’ 
lion cp(./’) viirans, i>hm* unH/.UHrhhrH.ru, >U. 
(luotuuit in ciiifm I’unktr 
HdlhHt wtdlt'ii wir al.H midlirli '-•« t > a. I 


(i) 


d(/j(.rj (HiH iW 
ilj 

(/(/;(.<■) nin ii > 
(lx 


H 


(j f .#} 'uji n -- 


Wird ilia FuiH-tii'H »M <« »S‘ V-u..' 

so orlullt man Ind dm* lul^-t;rii!n*si 4 i 
drilako Idiador vnis drr I*‘tm 




iin. 


(ir:ul (lev (Siuvi'ri^c uz (Uir Kiiuvicr’sclieu Keilie. 
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— 0 ) — cp{u -|- ())] cos^^a, 

I (// {(( — 0) -- f/i (ft j o)! sin 'Utt, 

uud (lit'sc (Jn’issim ktntiu'ii /,\v:vr bdi nnoudlicli wachscnden n 
uniiuflK'h'llch hill luul luu’ sclnviuikcu, ^gIigh aber iiiclit liber ge- 
wissc. (MidlicliG (inMizi'ii hiiiaus. Das nilmlicliG gilt von den 
Intcgrali'ii 

I (/)'(.r) CCS ii.rd.r, j r/)'(.-r) sin ntrt/ir‘), 

uud di'imiach (M'gii'bt sic.li durch Integration von (1) nacli 
:!1, (1) dur Sal/,: 

1 . Wuun die Func.tion g) (.r) cndlicli ist, so 
bluilx'u die Fro due to j/boi unendlicli 

wacliHi'ml Gin n in undlicbou Orenzen eingc- 
sc. hi OSH on. 

Wenn die Function </>(-c) als stotig voransgesetzt wird, so 
wi'nlcn din Intcgralo dor FunotionGU auf dor linkeu Scitc von 
( 1 ) gloich Null, und wir urhaltGii 

I 

ji ((„ ' ■ ■ j 9' (9) 00s nx dx, 

I rt 

II /i„ ' “• I (/)'(x) sin 1 / X t/.r, 

woraus man, wunu man in 1, (/i (.c) duroli 7/(tc) ersetzt, 
KcldicsHcu kauii; 

c. Wenu die. Function (p(x) solbst stotig und gi'(x) 
t'lidlicb ist, so Kind 'ida,i, 11'^ hn boi unendlicli 
w a oh sc ml (Ml n (Midlich, 

') Wir milimru hu-r imtiu'r an, tlasH aucli //'{;n) uud die lu'ihercn ISifl'c- 
iTiiliiihjimlifMil.cu, HO vvcil. Hit', in Hniranlii konnuon, in eiuoni entlliche.n 
liili’rvull ttic.lil uucndlinli vidii Maxima and Minima liabcn. Dunn kaim 
man uiifi dcr Fndlic.hkfU di'H Inlca'i'iilH 

j </'(■'■) <lx 

aril' dif Fmtllic.ldoMl dm’ bnidmi Inicgniln 

j Ij' l.r) COH n ,f (lx, I (/' (.(') Hill nx d x 

HcldmaHmi. Aiicli unmidlifli viola llnHlaligkaiimi sind liicr iur f/i (a:) und 
haina liil'l'm'aol iuli|util iant an aiiHgaHcliliiHHun. 
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Vierter Abschnitt. 


§• 35. 

iiad daraus crliiilt man durcli vollstandige Induction: 

3. Wenn die Function (p (x) mit ihren h — 1 
ersten Ableitungen endlicli and stetig, uud 
die Ableitnng noch endlicli ist, so sind 

+ niit unendlicli wachsenden n 

e n d 1 i c h. 

Wenn also die zu. eiitwickelnde Function (p{x) stetig ist, so 
ist die Convergenz der Fourier’schen lleilie immer eine un- 
bedingte. 

Wenn es sicli darum liandelt, eine Function zu entwickeln, 
deren analytiscbes G-esetz nicbt bekannt, die also z. B. grapliiscli 
oder durcli Beobacbtungen gegeben ist, so sind die Functioiis- 
werthe auch nicbt fiir alle Argumentwertbe und nicbt mit abso- 
luter Scbarfe bekannt. Es lassen sicb dann die Coefficienten 
der Beibe auch nur bis zu einem gev/issen Range bin und nur 
naberungsweise berecbnen und man erbalt dann einen analyti- 
scben Ausdruck, der innerbalb der Grenzen der Genaiiigkeit 
der Daten mit der darzustellenden Function ubereinstimmt Ist 
die Function unstetig, so wird in nacbster Nabe der Unstetig- 
keitsstelle der Febler immer gross bleiben. Berecbnet man aber 
eine binlangliche Gliederzabl und mit geniigender Genauigkeit, 
so kann man das Gebiet dieser grosseren Febler entsprecbend 
einengen. 



Kiili rt(u' Absohnitt. 


Mohrfaolie In teg rale. 


§. ao. 

Molirl’aclio Intogrnlc. 

Wir Hind H('hon boi uiise.rcni bislionjreii Botrachtungen Doppel- 
itiicgralcii bcgtignot, Jodocli halam wir Hie da niir als das Ei'geb- 
iiiHH I'iiu'r '/Avcmual nacdi oiiiaudor aiis/aifulirondGn ciiifacheii Inte¬ 
gral,ion anrgor:i,sKt. WirIxikraclitou 
sit'. j('l7.i als Holbsliindigr.u rn'.gl'in’. 

I Wir ibciliui di(! .rv/.Klxnui 
durr.li ('ino /wtdCar.lK'. Sc.haar 
parallidor (liM’Jubni inul grciizcn 
daun irgc.iid tdii undlichosKliinluni- 
Hli'u'.k F dun'll oino goHiddossmio 
Liuin ab. Ms isl. aurli nicht aus- 
g(!Hf,hU)HH(ui, diisH dii' Bngreu'/uiig 
alls iiu'hrcri'n get re im inn Ijiiiieii 
bt'Hli'hi mid also biasjiudswaiHc 
I'iiic riiignirniigc. (rcKlalt liai. Mh 
sci d'lim l•in(' l''uiu’.li()ii ilcr Coordinaton die in cinem 

ibinkld I dan Warlli y’(^) liaba; oiuen Holchcn Punkt | nchmen 
wir in jadam dar Uac.liiac.ka A, in dia wir die Ebene oingetheilt 
haban, sowait sia a.iiiwadar gaiiz odor aucli nur t'boilweisc in der 
Kiilflia F Hagan. 

rniar dam Dopjialiutogralo 

j j /(.r,i/) dx dy, 

llU'iiutitu" Wi'lxT , I'itfdi'lU* Oilli'ri-iiUiilKli'ioliunKmi. (J 
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l''unl'ti'r Aliaehuitt. 


genomracn liber tlic Fliicbc vorstelH'U wir tUuui deti («rfn/.- 
wertli der Siimme 
( 1 ) 

wenn man die llcuhtocke cV iinch bcidou nimmisiuiu-n uiimulli.-h 
Ideiii wcrdcii liisst; nnd wi('. boi diai e.iidac.lH'U Intc.uriibii IunnI. 
sicli beweisen, dass oin solcber bostiiumter (liMm/Averlh vorhuudiai 
ist, womi die Function /(.r,;/) sto.tig angu'iunnnuMi wird. Ks ist 
dann gleicligiiltig, ob man dit' Roc.htoc.kii, die tiiir ziun I Indl 
inncrlialb liegon, /u dor Smnmo (1) liim/.u niiniut ndor aus- 
sclilicsst, und man sicdit auoh obmiso oin, dass ^mau slatt ibrn 
Eintboilnng in Uecbtoo.ko oiiu'. bcli('.l)ig('. andi’i’i' 1'antlu‘iluug vnn 
F in Elementc wahlon kanii, wimn dioso Klonn'iito mir naoh 
alien Seiten bin unondlic’-li kb'in woiaUm, I'twa wio die I'ig. li> 
zeigt. 

Hiernacli lilast aic.b dann auo.b ilas Duppidintogral iluroli 
einc zweimal nacb oinandor aua'/uCiihrondt' (dnlaoho Inl'-grattnn 
boalimuK'n, ituloni man /nniiohst tdwa 
jj roaihillt und don (Jronzworth d<T 
Sunuuo 

ilH 1 /(b) 

>' laistiinmi, nnd dann madi fiiiiiial iln* 
Sunimo in lUr/.ug auf tl i/ hdilol und 
alx'rinalH zur (Iroiizo iila-rgolit, 

Man kaun tlio nolinition di*H Inti*, 
grain auo.b auf don b'all atmtiiduion, 
dass an o.ino.r Liuio. unsto.tig wird, also zti lanilou Sfitm 

dicsor Liuio Wortbo von ondliclu)!’ DilToronz bat. Man hat dann 
nur dio Fliudio ,F in Stiicko zu zorlogou, und boido Soitoii idnor 
Unsto.tigkoitaliuio zur Bogrouzung jo-, oinor diosor Tlndltliiohru 
luinziizunobmcn. 

Inb'gralo, boi deiion dio, iMinotion in oinoni I'unklo nniutd 
licb Avird, muss man dadurcb orkliiro.n, dass man ilon I nondlioh- 
keitspunkt durob oiiu', von dom Infl■gratilIn‘«go!ul•tr /*’ 

ausscbliosat uud dann dio Iliillo unontllioli kloiti wcrdi-n 
Es ist dabei niebt a.usg(^sobb).sson, dass dii' (ircnzwortbf dt‘f< 
Integrals von dor Art und Widsi^ abhiiugoii, wio ^4iob dir Iltilb* 
dcni UnKtotigkoitspunkt(‘ anuiibo.rl, wa.s in don idnzidnon Fallon 
bosoTidors untorsiiobt werdon muss, Aidudioli vorlnilt i-* Hirb. 
wenn dio Grenzou der Intogratioii uuondlitdi wordon. 


Kig. 10. 






T ra US fur m at i (111 v 


liauiuiii alt'u. 


Wt'iiu man dit* Fuiu’lion /'(,r,//) diiridi ciiit'. auL' dar .r//- 
IsluMiu scnkrt'cld stidit'udt' ()i'dinaii' (nnor kruinnusii Klilclu' 
tlaiNlcUf, sti rrhiUl. das l)tipii(diu(t't.!;r;d diu I5c*dtai(un^f uiiit's 
Vcdnnit'iis. 

(Jan/, tdirusti \t‘rhiiU ns >.ii'h nun nut dun di't'ilaidH'u Int(i- 
urali'ii (Uaiuuiidraralfn l 

(2) j j j il .r (I II 

lUnr i'>l da^ lidi‘;.fralumsp;idiiid. nin \*tilmni>ii, was vnii tiiunr 
nilnr mnlirnn-u f^nschlosscucn Kliit’hi'U li<‘{j;rcn/( isl. Dins Vnlumtm 
wird a>it' ir^fud tdin* Wimsi' in ICU'nuadt' tauf^cthfill., jades die.sei* 
Klejiuade wird mil einem l'‘uni’liniiswerlhe, tier eineni seiner 
I’linkte ani'ehiirl, nniltipUeiri nnd dm' (Iren/werth tier Snmme 
idler ilieser I’rmluele |j;en<»minmi, wmiii jedes Vtduinenelenioul 
niu’li .alien Dinn'iisionen nneiullieii klein wird. 

Die Ile/adelimm^swi'ist' (2) fur this I{{iumiutt‘si;ral ('uisprielit 
der Verstellun^?, dims tlie Vidnnicnudemmdi' reeht.winklipje IhiraHtd- 
epipede tl .r d if il seitai, wit* sie. vnn tlrei Se.lnuirmi den (kinrdi- 
indmitdieneii paridhd(n' Islx'iimi auHgesehnit.tt'n werden. Wmm 
wir niehl | 4 i*rnde dii'st', sniitlern tnin* Ix'liehij^t' MinUieilnn^^ in 
hUemmite im Anf.p‘ hidien, werden wir ein snle-ln's Vtdnini'n- 
tdeiUfiit. aneh ndt dr nntl dein^mniiss this lviuuninte,'.!;r!tl init. 

(‘■’0 I/'/t 

he/eiehiien. IHi* He^rmi/unf.'. his /ii dm* sleli tins Inte^riU iT" 
htreekt, iimss nussm'dein nneh singt'i^tdieu wertlen. 

t ;i7. 

T r :uj s ft) r m il t i 11 n vnn llnuni in tef^rirhui. 

Hie vi‘r.sehii*denen Arten tier lliituneintlnahuig hei ilrt'ilaehen 
Intei^'ralen iiinlet ihrtnt nii.alyti.schen Anstlrnek in tier Kinfiihrnnf^ 
verHehieilenm' Inf.ei^i'iif iunsvju'iidden. I’ni einn Holelie. 'I'nitiH- 
Ihrinaliitii iinH/nl’uhn'ii. ilmikmi wir uns dit* reehUvinklii^fn 
riiiu'dinafmi j\ if^ eines I'nnkles juis|>;eilrUrkt ills Fniietinueu 
viiii drm nmien Vitriahlmi ;i. </, r, st't/.en alsti etwa 
til a '/ f/'-'/•>■.)* !f 

I'Unein eiinstiinteii Werthe einer tlieser Vari.ahlen, II. /t, 
enthprielit fine (Iherlliieht', auf tier ilit* ein/elinni I’ntdd.e dnreh 
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Fiinfter Abschnitt. 


§. 37. 

verschieclene Werthe von g, r unterscliieden werden. Es wird 
so der Raum (oder auch nur ein gewisser Raumtheil) von drei 
Scliaaren von Oberfliiclien durclizogen, die wir die Elachen 
(g, r), (r, jp), (p, d) nennen, von denen sich je drei in einem 
Punkte X, y, z schneiden und so diesen Punkt bestimmen. Die 
drei Flachenschaaren schneiden sich in drei Ourvenschaaren, und 
auf einer dieser Curven ist nur eine der Variablen jp, g, r ver- 
anderlich. Wir iinterscheiden sie als jp-Curven, g-Curven und 
f-Curven. Die so erklarten Variablen p, g, r heissen auch 
krummlinige Coordinaten. 

Durch Difi'erentiation der Gleichungen (1) ergeben sich Aus- 
driicke von der Form 

dx — a dp -[- a' dq -\- a" dr 

(2) dy == help -[- y dq h"dr 
dz = cdp -{- c'dq c"dr, 

worin z. B. a = ox/dp ist und die iibrigen Coefficienten ent- 
sprechende Bedeutung haben i). Bezeichnen wir mit ds das 
Linienelement, d. h. die Lange der Verbindungslinie zweier un- 
endlich benachbarter Punkte, so ergiebt sich aus (2) 

(3) ds"^ = dx"^ d 2/2 d ^2 

— e dp^ -f- e' d g2 -j- e” dr'^ 

-j- 2g dq dr -f- 2g' dr dp -f- 2g" dp dq^ 

worin 

e =. efi -j- c2, g — a' a" -)- b' h" -j- c' c", 

(4) e' = a '2 _j_ c'2, g' = a" a ^h"h -|- c" c, 

e" = a!'^ &"2 -j- c"-^ g" '= a a' h y -\- c d. 

Fig* 11* Fig. 12. 



Ueber den Begriff des Differentials vergleiche man z. B. Cauchy, 
Calcul. differentiel. Gresammtausgabe von Cauchy’s Werken Ser II 
Bd. 4, S. 27, 47. ’ ' ■ ■’ 







Tr uusifn r 


‘.'>7. 


ill ion VII n K!i ii m iu ( 


4'fill I'll. 


Wir betnu'hli'u fiii N'oluiuciiclciaiMit, Wfb’lics vnn scflis 


iiii'liru bi*!j:ri‘U/l 

wird, dir 

' diindi dir rt 

mstaidmi Wrrilir p,ipi\ 

! d/I, 1/ ! dtp 

r ! tlr la 

'sliiuml- siiid 

and das wir lad uiirnd- 

‘h khdurii d/I, t 

If/, tlr ab. 

I'arallidrpijiri 

1 lirlraiditrn ktltiurn. 

I )in ai'ld I'k'kru ilirsr-. 1 

'ai'allrlrpiprik 

< habrii ilir tkmrdinatru 

ffA 

/'• 


t\ 

Ii) 

p ■ d/i, 

'h 

r. 

y) 

/'« 

•1 ! dtp 

r. 

d) 


'h 

r ! tlr. 

«') 

/' ! d/i, 

•1 1 di/, 

r '• tl r, 

/i'l 


H i dtp 

r ! dr, 

}*') 

p • d/I, 


r ■ dr. 

t'l'i 

/< 1 dp. 

n ' dtp 

r. 

ml dir Kantiudiiiu'fii rrhiili man atis (:i 

1): 

11 («/i) ' ' 1 r 

tip, (f^y) ]/tlt/, 

(«A) ]r"(h\ 


I’liri (lie uml tip, thpt/r po.sifiv Hiiul, 

Ks siuil li j\ (I tf, (I:: n'cliLwiiiklijfi'ii ('txinliit.'iit'U den 

luikti's «' in nuf t'in 1’niinlinatt'UMYHlcm, wan Hfiniui I'r- 

[uniujj: ill « lial, iuul iat 

,/• </.s ruhtf/s. ./■), til/ f/,s'(’US (r/,s, //). tl f/s t'os (f/a, 

ml wcnu luau al’.o /.wri \I'luilvl.c init tlnii I’fla- 
ivim (aKinlinuifii d.r, f/;/, tl uml t/'.i, tl't/, il' lintruflili't,, sn ist 

(i ) ti.iti'.i 1 il ij iC 1/ j f/,. t/'(i li's t'i>H {tl s tl'tl). 

I)c/.i-ichin*t iii.'in iiKn iiiit an, <./, in" ilif ih'ri Kuiilcmviukcl dur 
.drpt'rUi’lifn Krkn lad «. uml lii%ht iltni I'unkt a' dcr Hidlm inudi 
nit /I, j', t\ /.UHiiminfufallnn, an fr^inld htidi huh (b) nut lli'ilid 
(Uj (4) uml {bl 

7) (/ riiNfa, i/' ^ f" f fas h)', i/“ ] r r' raHb)". 

Nmdi idimm bt-kunidt-u Snt‘/,«* tier Stfri'iijUfUdu int idnn* dim 
r'tiluuHMi «dm*H I'andUdfpipmliiUh, tlrhHcii Knutim it, h, r uml 
IcKsi-u Knultuiwinki'l «. jk y HimI, uhdidi 

It h r 1 I fas'ji ran'^y > fas jl van y, 

lutl Itinrnui'li hIuIi tur tumn- ^'«lluIm*md^•lm•llt 

H) il r t/'^ f > 'J, tj ij'tj" ti p tl!( tl r, 

Wmiii dir Wdnkid m, ui', ta" alb* ilrid naditr siud, mi hris-.riii, 
j, tp r f! rt IIn (1 !ia 11* ('nnrdiiuihMi. 
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l'’uufter Al)sclinitt. 


:i.s. 


In dicsom Fallc, dcr in don Anwoiuliuijjjou Inst vnir- 

kommt, sind 0 und dor AusdnK'k Inr dr. vi'iviiifaoht 

sich wesoiitlicli 

(9) dr = y ed c" dp dq d r. 

Diose Ausdrilcke hat man fur dr in ihuii luh'j^rnlo 
§.36, ciiiziisetzcn, nm das Into^nnd aiif dii‘. ('oordiiiahui }).,([, r zu 
transformiren. 

Dio Ti'ansforniation oiiios Dopjuiliiito^a-als is( liioriii als 
speciellor Fall onthalton. Man hat iiur tlio m iuh'^M’iiMMido 
Function / in §. 36, (3) von nud dio FiuKdiouoii (/', «/> in (i) 
von r nnahliilngig anzunoliinon luid % “ r /,u sol/.on. Danii 
folgt im Fallc orthogonalor Foordiinition 



Urei von oiiicm Punkto aiislaufondo, in boHtiiuuiti'r lloihmi- 
folge genouuiiono Richtungon a, c, dio idoht in idnor Fdiom^ 
liegcn, bildon oiii Roolitssyst(iiu odor oin diiM'ol.os Systom, 
wenn fiir eincn Rcohachtor, dom dio Hioldung a vou don KhsHou 
zum Kopfe liiuft, dio /^-Ricditung in dio. f-Hiohtung diiroli oino 
Droliuiig von woniger als .180" von dor Roolitini /.nr Linki'n iibor- 
gcht. Iin cntgogengoset/ton Fallo hoisHt a,o oin hinlcnsysUMu 
odor oin indiroctos Systom. Fin Ih'ohtssystoin kann in (un 
bcliebiges andoros Rcuditssysiom duroh sh'tigc^ N'oriindi'ning soinor 
Richtungon so iibergcfiihrt wordon, dass dal)oi das Systom nioht 
durch oin cbencs hinduroh gold. 

§. 38. 

Oborfliich on in i(',gral t>. 

rilLullg hat man Intogralo /u bofcratditon, hoi donon dan 
Intcgrationsgohiot cin Tludl o.inor krumnio.n Ohorlliioho ist. 
Thcilen wir eiii sohdios Oberiliichonstiio.k irgo.inhvio in Fdoiumdt* 
do ein, so ist das hitogral 

(0 [./■'/" 






()hor fiaoii('u i III ti^va!e. 


(Un- (hviizworth, clcni sic’h die Suniiuf di'i* I'niduoti* /'d n niilu'rt, 
wonn (Ho I'diMticud'. do nuch alien Idnieiisiouru luu'ndlitdi klidn 
worih'u mid wmin /’ der Wm'tli idtier aiif dt-r ^aiizmi Oluniliiidir 
f^i'f^cbouon I'dimdiou in I'inmii I'unkle des KUnumilt's do ist. 

Uiu I'iii snkdu's dundi I'iii l)iniiM'Hnti‘ji;ral nus/.u- 

driifkmi, kiimum uus tlit' Ktinni'ln des \ori‘ 4 't'n I’araj^niphcu 
dimum. Wir ('rhaliim eiinm aualytisidifu Ausdruek eiinT krununmi 
Ohiu’diinlu', wiMin wir r ■ tainsl. sel/en. Ikann la'diMittm die 
Fni'inohi iiT, (1) eino. knuinni' Olaw- 
fliit’lm, (Ho von (diioiu Nid/.i' vnu (’ur- '' ' 

von iil)or/()^cn ist, dmam oiiu' Sohaar, 
din ;i-(’urv't'n, (lurch ('onsianto Wort In* 
von ({ hostiniint ist, wiihroiul auf -Jr'*' m 

don ('/“Ourvon p cinon constanton / ^ ^ 

Worth hat. Vkdj, 

Uni oiu lanioiudoinont auf dm* 

Fliloho r - • const, zu orludicn, hat man dr (i m M*(/mi 
nnd lindot 

(2) (I IC d})'' j 2/•'tl}) d t( t (id If", 

worin /*', (i fiir o, //", d ^os(‘('/,t ist, mi dasn also 



ist, 


Vior Liuion, f dp, tp (/ } di/ hildm Idor cin I’aralhdo ' 
fifrannn, das wir als das Milohonolmiiont do ansclmn. Die Scitm 
di(‘S0H Parallolograinnis Kind 

(4) d.s'p ds., \ (i dill 

ds ist dh* Diagonalo dioso.s ParallolngramuiH, nnd wonn to dm 
Winkol hmlmitot, don di(‘Ko Scitmi nut oinandor (nnNohlit^e.m, 
HU ist 

d s- d dp I d s':i - '2 (/.<p d vos o), 
und fulglio.h nach (2_) und (4j 

(h) /'* A* (i Vith Oh 
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Fiiuf'ter Absclinitt. 


§. SO. 


Flir das Fliichenelement do crgiebt sicli aus (5) 

(6) do = d Sj, d Sq sin a = d]) d q^. 

Wenii die Ciirvenschaaren orthogonal sind, so ist F = 0, 
uiid der Aiisdruck fur d o wird 

(7) do = dp dq. 


Der Gaiiss’sche Integrals at z. 

Es sei X irgend eine in einem endlichen Ilaumstiicke r 
stetige Function der drei Coordinaten; das Raumstlick r sei be- 
grenzt von einer Flaclie 0, die in alien ibren Punkten, einzelne 
Linien und Punkte ausgenommen, eine bestimmte Normale hat. 


Fig. 14. 



Die in das Innere von t gerichtete Normale soli mit n be¬ 
zel chnet sein. Es ist auch nicht ansgeschlossen, dass die Grenz- 
tlache 0 aus mehreren getrennten Stiicken besteht. Wir be- 
trachten das liber t aiisgeclehnte dreifache Integral 

(1) J-= 

Die Integration nach x ergiebt hier, wenn wir zunachst au- 
nehmen, dass eine zur x-Axe parallele Linie die Flache 0 nur 
in zwei Punkten sclmeidet: 


dx = d f/ ds {X." — X'), 


wenn X\ X" die Werthe der Function X in den Punkten mit 
den Coordinaten x\ x'\ g sind. Nun ist das in der y g- 










l)(‘r (i aiiKH’Hf.hi' 1II t ('i;'ralKut z. 


l^hoiK! I''liirli(’iu*lt'in('nt. tiy d tlif I'llii'lu* 

I’roj’iMitiou (It'r bi'iiU'u Mli’ini'iiii' tUi' ilt'r illuM' d ij tl ^ 

sU'hoiulo, (Icr .r-Ax(' pnralli'lt' iirisiuatisrlu' Slab aus tier oIut- 
lliiclu'- aussiinuudfi, uiul tla a' iuiumi spil/.cu, )i" aiiu'ii stunijil'cn 
Wiiika! niit dcr .r-Kiaht im^ bildat, so i.st. 

(hid.: d(/I’DS ( a'.«•) • - f/fi" r()s(a".r), 

and (‘H crijjitdit sich aus I'J) 

C (' X , . 

(H) d jl d : - (hr • ~ d 0 \' ('ns{a'.c) ■ d n" cnri (a" .a), 

Wt'iin dit'. Kliiclu' () aiiu-n tuauplit'irliTfu Ban bat, -.o dass 
aic von dar in tban ICbuniaii d tj d:: fnsHt'inb'ii, ilcr .r-A\(' par- 
alkdcn (Sfradan a in inchr als zwci I’unkttai a', a", a'", a"", . . . 
{jjOHidiniitt'.u wil’d, so waiaUni ilinsi' I'uulvli' abwaclisidml BiutriUH- 
and AuHtrittssiidbai siiin. Hire* Anzahl ial j^oratlc and die Winki*! 
(a', .r), (a", a’}, (a"', a'), . . . aiad abweudise'lnd spit/, and Ntunipr; 
(‘s nrf>:i(d)t sic.li 

(4). (hjds I (hr-- dy (h: X' i X" X'" : X"" ...) 

and 

djl d Z' - (/(/r.os (flhr) - ■ (/o" cos ( a" a) ■(/(/"'cos { a'" a ) 

and (4) liisst sich init Benat/.unj^ ciiii'H Sununcn/fieda'UH so dar- 
Ktcllini: 

(bJ dijd,: I * ^ (hr v cos (a a'J e/o. 

j f a‘ 

Nolimcn wir nun noedi die Siunnic fiber alb* Hlcini*nt»* r///fX;, 
so konimi jedos I'dcnumt do dcT <)bcr!liichc h in de*r (toHumiat" 
Huinnio (>iiiniul vor and wir crbaltcn: 

fd) III •" ^ dj'dijd:: ' ■ | X cos (a a*) e/o. 

worin sicii duH Intcfiral niicli do iilu*r die* f.pin/,e* Ob‘rfliicdu* fi 
(‘rHlreu'.ki, anel unte-r n iinmt'r elii' nuedi inneai f^e'rii'bte'ti' Nor- 
naib* za versti‘ln'n iat, I)(*r lAirine*! (tl) kfinne‘n wir nmdi /.wed 
anderu, illudich i^e-ljililete* an elie* S(*iti* Mte«ll(*n, die wir er- 

halten, wenn wir din a'-Axe* nut eler //-Axe unel dew ,;'»A%e vi*r- 
tnUHche*!!. 

Kr.setze*n wir ^j:b‘ie*hzei(i^( elie* Fniudieai X elarch /.wci anelero 
Faiu'lioncn and aeieliri'n die* Bcsultate. so erlmlten wir; 
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< FiiurLer AbHchnitL. 


??. IV.). 


= — I |Xoos(Hii;) -j- ycosfjj.//) I" yc.()s(n^)] do, 

woriu (las Obcjrlliioliouiutogral ilbor did gaiizii lU'.gn'nzuiig 0 dcs 
Kauines r zii erstrockcn ist. 

Diesel* Satz, durch den eiii liauiniuU'gral vim bestiminU'i* 
Gestalt auf eiii Obei*fliicheuiiit(!gral ziirlie.kgefUlirt wird, luusst 
] 5 _ del* I ut(‘gralsn,t,z you 

y Gauss. 

^^—.. Aus tier b'onnol (7) e.r- 

\ balten wir I'.iii illiuliehes 

I s|)ee.i(dleres iriieoreiu I'iir 

/ ___7 die Kbt'iio, wenii wir die. 

___Hegronzung des llaumes, 

V auf den sie.li die lult'gra- 

-- tioii bt'ziebi, (‘.ylindriseh 

-- ■ und YOU eonslniiier Iliibe 1 

aiineluneii. Setzeu wir daun 
Z ~ 0 und nebinen A’, I'*' von uiiabhiliigig a,n, so ver- 
scliwindeu in dem Oberlliicbeiiiniegrale die iiuf die Gninddile.he 
bcziigliclicn Bostandtheile, und wir t'rhallen, winui wir init d f 
eiri Eloincnt dor Grundllilehe, mil d.s' ein Element der HuihI- 
curvo der Grundllilcbe bezeiehne.n: 


(8) — — I 1 yo,os[ni/)\ds. 

Wir gebou dieser Eormol nocb eine etwas anderc Gestalt. 
In (lorn Itandiutegralc in (8) ist das Eltnuent ds uls ))()sitiv an- 
ziinolimoii. Wir wolleii aber jetzt die Uandeurve in (unom he- 
stiinmton Sinno (lurchlaufeii, dcm wir den positivun Sinn 
nonncn wollcn, und zwar in de.r (lurch den Bfeil angedeuitdum 
Ilichtuiig, so (lass die positive Uic.Utuiig von ii fiir den in der 
Rielituiig .S’ Eortscdireiienden zur Linktui liegt. Hezeie.hnen wir 
also niit dx^dy die Projeetionon voii f/.s, und zwar init Hiick- 
sicht auf das Vorzeielien, so ist 

dx ^ c.o<A{yiy)d dji . cos (vi .(■)(/.S', 

luid wean wir noc.h 


)' — a 





1) t*r ShI 7, \ II!t Sin kcN. 


:il 


Kotzi'.n, St) I’dIij;! mus (S) 

00 j.f -“■■vj 

llit‘ 1 ’ beziclit sifh das Iniif riiit* in dt-r 

a’//'I*d)(‘nt‘ Kliiclit', das cinrarlin liil('i,n'al juil’ dmi Rand 

diosnr I'dachc. //, /' sind xwci li(di(d)i;'as iii ditoscr I’diicln* 
J''init'iit)iicii. 

Dor Sinn dos Dt'^ron'/ungsinli'^rals isl iiiihrr dadnndi bo- 
Htinmit, duss a, r oiii diiaados SyNtciu ldltli*n, wnuu das 
('ni)rdinaii'UsyHU’m x, //, diroot ist. 


4ti. 

Dcr Satz von Si ok (•?>.. 

Woiiu man don («uuss'si’htni Iuto|.'ralsnt/. htutt ;uil’ dn- 
Kkeno iiuf oim' boliubi^t* krunuin' Dborilitcdu' aawnntUit, orluilt. 
nuin dou Satz von Sink os. 

Wir boirat'hlon oiu dtirch irgoiid wobdio ('urvoii ho^.^ron/.ft*'. 
Siiic.k H oiiior knunmon OlnTlljichc, dio wir wit- in ;;.S diin-h 
zwoi nuabhiiiif^dgo Variablo. p, (j analylistdi dar.Udlm, so das • 

<l X ■ II (I p ; o' (/ tj 

(1) till It tip ; h'lhi 

(I £ r tl p I r' tl q 

dio Projoctiomni uinoK in dm’ Fliitdu* lioi^rndm Idniontdrtncntos 
auf dio (‘oordiiiatt'naxmi sind, 

Womi wir f/ uIh rochtwinkligo t’ttnrdinaton in oiuor Hull's 
<d)t‘no darstollon, st) wirti dun Kliiolioiudilok N tliindi rin bo- 
gronztoH Stiiok diosor Iliilfstdiono dnrgostrUt, utnl wotni dann 
//, K zwoi Htotigo (Irisrunotionon in di*r Fbiohr S *dnd, also 
Kunotionon von p^ </, .st) kiinnon wir dio Fonntd (Uj ilos \origou 
Faragraplioii anwondoii und f'rhalton: 

,!](',I,'-■ f''”''' '■ 

Dm don Sinn dit'sos InlograF. gmiau m bostiiniuon. widlon 
wir in jodom Funkto dor Fliiobo .S’ oino Normalo o in dmn Sinin- 
ziohoii, tbiKs dio Ui(dituttgon dtu' waobsojidon jk o oin diirotr , 
Synioin bildtni. Dann ontsproohon ilp, dq in ciom Randintooralo 



einem ElenKnitc r/s dcr Bogroiizuny von iK'r Riclittuiiif, tla.s^ 
ds^dn^v oil! diroctos System l)il(loii, wioui dn il'u' in tins Iiuion; 
cles Fllichonstuckos aS' gozofjfeiio Soukroclite nuf </.s’, r isl. 

AVir nohmcii nun drei none stetige Kunetioiu'ii .\, .V, Z in 
der Flache S' an nnd setxen 

... U^- Xa + ^”1' -I - 

V = Xa'-h y//-j 

so dass das llandintogral die Form orliiilt: 

(4) j {Xdx+ Ydii-l-Xd::), 

worin dann dx, dvy, d;j die Projee.tionon von (/s ;m{ tlii'. (loordi- 
natenaxen, mit Uilcksicht aid’ das Vor/a'icheii, Inidtudeii. 

Um die Substitution autdi in dmn Fliiciu'iiinli'grah^ aiis/.u- 
filliren, beclenkeii wir, dass nach der nedeuimig von u, S, e, 
a', 6', c' die llolationen l)cstehen: 

'd a r) a' 'lL ^ 

d <l () y; ’ ( q ~ ( p ' 11/ ( p ' 

iind daher ist 


(^>) 


d V 

op ' 


d U _ 'r X . I p < ^ 

'()(( ~ cp ' * ( l> < d 

— a ^ ^ 

'(■<1 ^ ( 1 / ' I q 

Wcnn nun X, Z als Fiiiietioneu von g(‘gt'l)eji sind, 

so folgt 

',1 ’V \' 

(> 


d X 
op 
d A" 
d (/ 


?i X 

(■■X 

, d A^ 

(‘ X 


X 
(li 

< n 


U. H. f., 


und wGim man dies in ( 5 ) einsetxt, ergi(d)t sitdi 

:]) 

'd X rX\. , t Y 


( 6 ) 


- {g a' — a o') 


' - rb') I 

Da nun v ii])erall auf der Flile.he, S se.nkreehl, Mehi, 
fiir Jedos dx^ dd.v^ das d(ni Hedingungeu (1) geiiiigt j M7, m;)|: 
cos fv, x) d X -j-- cos (n, q) d q j cos (e,;;) t (o 


r If } 









ff'I'lts (»', ,r) ! //t'oH (I',//) > f'I’us (I',,:) 0, 

woraus mail dui'ch Atiri(lsun,L( crhiili, wctin A cincn Praptii-tni- 
na.lii!Ll.slaf.(nr iaaltaili't: 

coHir, .r) I [hr' rh'). 

(7) (■0.S(7',//) • A (rat' - rtf'), 

cos ( ir, ,;•) A{ft/r' Ar/'j. 

Kb iHt, abcr iiac.h hi'kaimtcn Konnchi 

coK (jr, ./•)* ! cos (a,//)’•* f cos (a,.:)- 1, 

(hr.' a//)- j (a ft' ft a')- | {dh' ha')' 

r-- ((t'^ I //“ [ a") (ft'" j //'■• j r''^) {dll' ; h h' > cc')' 

- 

woraus 

A ]!':(}•- /'■■** •“ 1, 
odor mil, Bonubaiiig von dH fd) 

(H) A (la - ■ (//J (I f/. 

Ihn fins \a)rz(uclicn von A y.n licHtimmcn, ktiun man. nhnc 
dass A (lurch Null <^(dit, durch st.fd.i^c. VfU'iiufliTUt^^ die iJicli- 
1.1111(^011 }u'h V mil, .a,//,.: /usammcnrallcii lasscii, voraiuo^csci/i, 
(lass dan (•oordimiiciisysicm .a, //, cin dircctcH ist, Uaiin ahcr 
wiril coK{a,,r) ■■ - I, n' (l, tt uiid // jiositiv; also ist atic.h A 
positiv, win wir us in (H) anKonommcn liahcn. Nacli dfui Kormolii 
( 7 ) uiid (H) orgifdit sich iitiii tius (fi) 

(iO ■ [.•..sl,'’) 

i (am(a,//) ^ 1 cosftr,.;) ( ^ | ^ !/) | 


uml 

folglic.h 

tiUK (2) uml 

CD 



(I<0 

.I'lc 

H r / 

•0S(1', .f ) ■ 

r ;<v 
f .a ) 

(//) 


1 (:.!• 

^ j oos 1 jr ,1 do 1 ( X f /X 

! Ydi! i 

/f/,}. 


In dicKc 

■r Form ist 

JotU^ Sjiiir dor Co 

ortlinaion 

/'• '/ ^ 


Hc.hwiuidcn. l){‘r duroli dit* Korrncl (ID) auHi'cdriicktc Su(/ hfis.'d 
der Hatz von Stokos, 
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Fiiul'ti'r Abaci)iiitL, 


'll. 


§. 41. 

'r r a n s f 0 r ni a, ti o ii von D i f f g r c n t i !i 1 a. u s d r ii g Ic c; n. 


Jacobi bat die Transformation nudirfacdiGr Intoi^ndc zur 
Kiiifiihrung neiier Variablen in gowisso. DiiroroniialausdriickG bo- 
nutzt, die in der matbcmatiacdicn Pliysik bilnlig vorkommtMi, 
deren Umformung obno dieses llUlfsmitto.l sobr weitliliilige Ib'ch- 
nungen erfordcni wilrdc. 

Es seien U, V zwoi stetigo Funotionen in einein irgendwio 
begrenzten Eaumtbeile r, an dessen Oronze din Fiiiietiou F den 
Wertli 0 babe. Wir betracbtcn das Integral 


( 1 ) 


Si ■= 


IIf( 


r) U d V 
dx '()x 




r) U d V 
'() y ‘<)y 


r U <) l’\ 


dx dijd.:. 


Hieriii benutzcn wir die Identitiiti'.n: 


d U d F ___ 

■ r/ ^ 

0 V . 

(> X 

'() X d X, 

ox 

'd U d V _ 

0 V , 

('ll 

'() y d y 

d y 

h IJ d V ___ 

■ r/d If 
0 V 

d^; d0 

'os 


y 


('•X'-' 


V 


pa// 
Vl yyU ’ 


F 


pa// 
■.T-V ’ 


wodnrcli ii in zwoi Theilo zernUlt, deren (irsier 


dV 


d II 


oir 


Y) X 
r) X 


'<) V 
'<>!/ 


d F 


d (f y 


'h 


I dx di/ 


sicli nacli dem (j ans s’ scbon Theorem in ein Oberllilehen- 
iiitcgral verwandeln liisst, das aber wegoii der VorausHetzung, 
dass V an dor (rronzo verse,hwinden soli, gleieh Null wird, 
Setzen wir also zur Abkiirziing 


( 2 ) 


um bier eine 
so folgt: 


d.r- d//2 ' d.:'* 

spilter oft zu benntze.nde Ibszeie.huung einzuluhren, 







fin, indcnn wir 


(4 ) ./• r-™ n, // ■ ■ 7, ;■), x(/),f/,r), 

tl X r- - (I (I p '■ ((' (/ 7 • I It" (/ )\ 

(:>) (ill - Inip 1 h'dif j //'(/>•, 

(I - t‘ti p j r' (/7 .1 v" (I r 

sf(/,('ii. Wir wolli'n ahi'r iiicr ili'r Kinlnchlinii hnllx'r .‘iiuiohmoii, 
(lie iifUtMi (’tionUiialnit sfitni tir(Ito'^nnnl, was iTir dio. nndsttni 
Aiiwondiuig('u i^fiiii^d.. Uann haban wir (li(! lbda.l.ioii<ni; 

(' r-- W' "|- h- '• r'", 0 • ■ a' a" j h' b" • j- r.' c'\ 

((i) r' ■ - a'”' i //>’•} r'-, () — a"a j h" b 

j //'^ j ri"-\ 0 ■ ■ (f a' | b b' | f/, 

(7) (U-d x- • d y‘^ • d — e dp'^ j (’.'(((/■^ | d'dr'K 

\V(‘im wir mil iriilb' dim Uidatimum ((!) din (^le,it'.hunf^(Ul (A) 

aufliisim, indmu wir U. mil a, /j, o luultiplii'.irmv und addirmi, 
so Ibl^fl: 

t' dp • ■ t( d X ! b d 1 / • I r. d 

(S) d i( t/ ' - id d X I Id t! ij I d d 

(•"dr d" d X j b" d 1/ ] c" d 

und darauH ori^fbfn sich dif parlifllfu Ablfilun|f(M! voii p, 7, r 


und darauH ori^fbfn sich dif 
uai’.h X, iL r, z. H. 


^ ex e ’ ( If (' ’ r 

Ilicruach kiiniifu wir din AbUdiungfU idnur willkUrlic.hf.n 
Funitiiou (i nai’h //, z’ dumb din Ablfiiungon uaub 7, r 
fulfrfudfrtuaaHSfn ausdriifkfn : 


l‘ ( 1’ a 

1 1 

(1 a" 

X t p r 

cq d ' 

cr d' 

r ( r b 

cPb' 

d // b" 

If , p r 

(Uf V 

(' r d' 

r ( r (' 

i < 

r' r> d> 

:: < p r 

(' tf d ' 

( r d' 

nun das tiiindiidio (Jlo 

ifbun^ss 


Wir st.flb'u nun das tiiindiidio (Ufifliun^ssyslfm (Tir f.inn 
zwfita Fuuf.liun F auC und bildnu din Suiumo dor I’roduc.if 
outHpro.i'.boudfr (ilnit’bunp'u, mu din in SI uid.or dom Iniff^ral- 
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zeichen stehencle Function zu erhalten. 
ergiebt sich dann 


§■ 41. 

Mit Riicksicht auf (6) 


II ju IM '^I I H 'H 

ox dx dy 0y 'bsi os 

i^iK L mu 

e dp dp e' dq dq e" dr dr'' 


und indem wir das Integral SI auf die neuen Variablen trans- 
formiren und fur das Volumenelement nacb §. 37 

dt = ]! ee' e” dp dq dr 
setzen, erbalten wir 


SI = 


mn 


lE'H 

dp dp 

dU^\ 

dr dr) 



e" e d U d V 
e' dq dq 


dp dq dr. 


Dies Integral konnen wir nun wieder nacb dera Gauss’- 
scben Theorem umformen, wenn wir 


i 


e' e" 'dJJ d_F 
e dp dp 


dp\l e dy J 





e' e" d U 
e dp 


setzen, und die entsprecliende Zerlegung in den beideii anderen 
Gliedern macben. Da nun an der Grenze des Gebietes F = 0 
angenommen war, so fiillt wiederum das Oberfiacbenintegral weg 
und es ergiebt sicb 


( 11 ) 


Sl=-.— 



dU . d -ije" e d V 
dp ' dq]/ e' dq 

I dp dq dr. 


Transformirt man das Integral SI in der Form (3) auf die 
neuen Variablen, so erhalt es die Form 


( 12 ) 


—fli 


Fz/ U e' e" dp dq dr, 


und da nun die Integrale (11) und (12) filr eine willkurlicbe 
Function F ubereinstimmen miissen, so folgt die Transformation 
des Ausdruckes z/ U auf die neuen Variablen: 








\, 5 uaui 6 iu\Yui^t!iu, um iiier voi’Kommen, sind aiie mit 
positivem Vorzciclien zu iiehrnen. 

Es kommt also sowolil bei der Transformation 
dor Raumintegrale, als aucli des Differential- 
ausdruckes nur daraiif an, die Coefficienten 
e, e', c" in dem Ausdrucke fiir das Linienelement 
zu bilden. 


Wir hobcn nocli den besonderen Fall bervor, dass nur fiir 
die bcidcn Variablcn y zwei neue Variable jp, g eingefiibrt 
werden, wiilirend s ungeandert bleibt. 

1st dann 

d dy^ =: e e'd 


(Id) 


(15) 


d’^U 


uiul d von ^ iinabbiingig und e" = 1, so folgt aus (13) 

d^XJ _ 1 / r) l/c'diV I 0 ^jedXJ\ 

^|'ee' ]l e dp ^ ) e' ’ 
und wenn, nocli spccieller, c = e' ist 

^ 1 U djr]\ _ 

0 X- ' dy‘^ c \ 0 p 2 ~r dq‘^ ) 


§■ 42 . 

I. Beispicl. Gylindcrcoordinaten, Polarcoordinaten. 

Wir wollen die abgolciteten SMze an einigen Beispielen er- 
liiutern und wiililen dabei solclie, die aucli bei Anwendungen von 
Nutzon sind. 

1. Wir nebmen zuniicbst die Cylindercoordinaten, d. b. 
Polarcoordinaten, in der xy-'Eheiie, verbunden mit der un- 
voranderten ^-Ordinate. Wir setzen also 
(1) X ■=■ r cos gj, ^ = r sin gj, s = 0, 

so dass, was im Allgemeinen mit _p, <2? ^ bezeiebnet war, bier 
r, gj, z ist. Dann ist 

dx = dr cos cp — r sin g? d g?, 

dy = dr sin g? -j- ^ cp dep^ 

Ilicunann-Wobor , I'arliollo DifforGnlialgloiohuiigon. 7 


Kiinffer Abaohiiitf. 
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iind wir erhaltou fiir tlus (,)uiulriit (lt‘s Linii'iiclrnuMiti’s 
(2) (/,s'2 = -} ■ r///“ I (If-r-dr- j- </f/ ~ s ,1 

imcl es ist also 6*, f', r-" gleicli 1, 1 '/.u sotzou. Danac-l! wirtl 

das Volunionebmoiit 


und foriK'i' 

(4) 


ZlUr 


Ur r— y (I y i( (}•■ iL: 

1 ' ( /• , 1 r-’T , (-’T 

I , * 


y ( I' ' r- ( 

und liiorfiir kann man auch soizca, win fiiif ciularlu* Kta’li- 
nuiig zeigt 

(B) '’''-".I- I ' 

^ ' r r* ' f ‘ r-’ f r; I 

2, Uiiiunli(dll'. Po 1 a reo onl i n a t f n 


./■ r sin t)‘CHS </ 

(()) // r sin P sill r; 

r cos !h 

kjS ist liior T (lor Uatlius-\ octnr vtuu rtuinliiiaft'itaniaiigi' his 
zii cinem vomiulcuiinlum Piiuktc; isl dcr Winkt-l. den dicM-r 
Raclias-Vcctor init der ,>Axn oiiiHr.hlicHHt tZmiithdiNtuu/.), und q 
ist dor Winkal, don die dundi r mid die ,-Axf gidi'gti* Mcri- 
dianohcnti mit dcr .r^-Khtmo (‘insrhliosst, .idm- das A/inmth. 
Wenn wir 

0 < r 0 • n 

nolmiGii, so urhaliim wir jialmi Punkt, mit Ausnahuir dor Punkto 
dor ^-Axc, uin und nur oinmal. I'm dio Punkti- dor ji.isitivon 
odor nogativon ,::-Axo zu o.rhalton, hut man P u udm* It ?r 
zu sotzcn, und cp isi unliostimmt. Don Nulljnmkt sollist orhiilt 
man lUr r O; -it und (p Hind fiir tiioHou I’uukt hoido un- 
bestimmt. 

Durcli Difformitiation von ((ij orgiolit nndi mm 

d.r r-dr sini)'oosf/i ■ f’r oosf)* (5osr;-f/lt - rHinlt'diif; dr/., 
dy rrrr dr sin <:/>'} r oos# sin {/• dlt ; r sin It cnstj. dq , 
ds " dr cos It ■ y sin It d-lt, 

imd daraus, wenn ds das Liniomdmmmt ist : 

(”7) df” ']■ r'-’dft* •' r-sin-ltd</ •. 





§. 415. ('iiDnlinattnj. HU 

l)iiH CoonlinateiiHysti'm ist. also ortho^foual, mul as ist 
(.sj r r—: 1 a' ' ’ r" ■ ■ r- siu-’ t^, 

folglii'li (las VoliiniaiU'.U'nu'iii 

(U) f/r r- sin U il r (/ '& ti </’ 

und 


V 


r 


1 


(10) -I ^ 

vv(!lur man aacli siUzau kaiui 

, fHiuU 

0 0 'I'], ! 


1 I, 


, r 


I ,=r 


1 t-r 
r' siu ' 1)' ft/’’ 


o(l('r (uuUicli auali so 
1 

V <■ 


(12) jii 


( r 
( r 


1 


( n 


sin" U 


Mr/‘ ]rr 

, <} I 


IL Ilt'iKpiol. I'lllipliHchi' ()<Hir{liuuit‘a. 

Weriri rt, /-*, r irgund drtd nadL* (Irdhsi'a nirnL din dor 
nmdi Ko aiif (utuuidor Ldgcii: 

(hum hilt dii' (Utdrhiiug fur die. I ■uhak.'umto A 


tl) 




r ^ . A 


I 


fur jadi'.K hi'Htimmtu WtirtliKyHlcm .t\ //, dr<n rrcllu Wuiv.tdn, 
din wlr mil. jk c/, r lu*‘/.(‘i(’.luum. die, dm* (h'dMho luich (ulgt-uih* 
Lagn hahan: 

Ci) 


]) ' (I ‘ (( • 1) - r '' 
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Kiiiifter AbHchiiitl. 




Man ubcrzcugt sicli davou am cinfaclisii'ii, wenu man I uk 
Abscissc ill cmeiu ebciimi recbtwinkligcm (’oonUuatousy.sti'iiu^ an- 
sielit und 


als Ordinate oiner Curve darsti'.Ut. 
h odor diirclx c golit, so gelit/(A 


Kig. 11). 



dor ciiio auf dor nogaiiv{m Soitr 
und h inid dor dritbi zwiHchon b 
Fiir eiu coustantoH I ihI { 


Weim A (lurch n odor (lurch 
YOU iJcisiLlv tuicndliidicu zu 
lu'gativ uncndlicduui Wor- 
thon ilbi'r, und dit' Curve 
uilhcri sich luudi bcidcn 
Scitmi lilu aHymplutisch dor 
A-Ax('. 

Kiiic I’arnlbdc ztir Ab- 
sciHHcnaxf' in dcr Iliilio I 1 
sciuioid(5t dicHc Curve also 
in droi I'unktmi, vnn dcium 
von n, d(‘r zwcilo /.wischcii n 
und r liegt. 

1) die Clciclmuu tuner KlHche 


zweiten Grades, und diest* Klilcho int 


ein Klli))8oid, wenn.. . . A > n, 

„ einschaaligns llyptu’boloid, wouu . . a • A * h, 

„ zwoiscbaaligaa „ , „ .. b - k > (\ 


Die gauze Sebaar dicHor Kliiclitm hoisHl cine Stthaur confotrnlor 
Fliiclion zwoiten Gradc.B, und aus (2) I'rgicltl nich, dass dure.h 
jeden Puiilct r, y, s cine Kliudm von jttdcr dcr drei Artcn lun» 
durcbgebt, TJmgekehri bi'stinumui jo oino Fliichc au.s jeder dcr 
drei Artcn die Wertlut von y‘\ t-indautig (dttn Ihinkt j\n,z 
selbst abor ac.htdeutigj. Diet Wtu’lhe /(, r/, r htunmui tlie ellipt-i- 
schen Goordinatou des Punktos u\ y, z. nicMc ht^HtimitHui dou 
Punkt aber erst danu (dndoutig, wtuiu lujcli liekaniit ist, in 
welchem Octantem or liegt 

XJm nun x, ?/, z als luuu'.tiunen von rp r aunzudriickon, 
verfabren wir so; Wir st'.tzon zuniiciiat zur Alikitr/ung 

(3) cp{k) r--: [a ~ A) (h ~ A) fr ^ A), 

und wonn wir nun das Product 

9(A}1/(A) -^. i\ Fik) 

bilden, so erhalten wir oino Fiiiiction dritttui Grade.H voii A, in 













§• -liJ. 


K 1 U {I t i H c.’ u () ril i n a 10 n. 
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(lor A® <lcni Ooi'ffH'.icnton 1 liat, und dio fiir I =rr j;, I I — r 

vfU’Hc.liwindot. Ks ist also nacdi oinoni btikaiintt',ii Satze der 
Alfj;id)ra 

/•’(A) - - (A /^) (A v) (A — r), 

Iblfiflic.li 

.r-i //•• , .... I » ^ ~v){l — q){l — r) 

ti~X ' />~A ' -^A (a A) A) (c —A)’ 

und dii’K(^ (Jli'irhuiig i.sl in aul A (uiui Idcuititiit. Wonn 

wir also (4) luit ti A nuiltiplicuruii inid daim A =-= a setzeu, 


und 

cdicniKO mil 

/; . • 

A und 

n — A vnrfahnm, so erfjjkdtt sicli 



a’-' • 


tf)(n r) 

(h a) (r a) ’ 

(r)) 


If- 

ih 

p) ih ■q){J> -r) 

{(' h) (a h) ’ 



“ 

_ tr 

p) (r q) (c - r) 

(a a) [b -f!) ’ 

und liic.rdurcU 
gnsinlK. 

A us (•!) n.rl 
wciun wir nan.h 

sind 

Imitim 
A dim 

x\ als Ftuudioiuui von p, r/, r dar- 

wir inudi nin audnn's System von Fonueln, 
'nmtiirnn und daun A “ p, r/, r set/,on: 


a'” 

(a py¬ 

1 ■" 


! (F <l)(p^ >') 

' {r py ' ipip) 

(dj 

x'- 

( (f' <iy 

i (/- ■' 

I-' 

, , i<l ■ y) Oi- -p) 

(r qy^‘: (piq) ’ 


.r'-i 

(a ■ rp 

' 0 •' 

y 

ry 

1 {*' p)(y -<!) 

(r ry (!>{r) 


und wtut(U’ urhalton wir huh (d) (lii> (lUdcduinf^fUi: 



x‘-> 

. 1 1 




(a ^ 

<l) ('t 

r) ' (b q) {b r) 


<l) ((■ 


x:^ 





ia ■ ■ 

r) (a 

1 1 
p) ' (/^ 0 0> }>) 

(a • 

r) {G 

(a - 

P) (if' 

1 -1 = 
' <i) {f> p) ■ n) 

(^- ' 

p) {y- 

.... 

dennn 

mati 

di(' nrsto (dwa ho ableited,, 

dUKH 

man 

iliro liiiko 


Soito iiaoli ( 5 ) in din Form Hotzt 
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.Fuiiftor AliHchnitf. 


§. 48. 



(a — p) {!> ~ 6‘) - j 

-(d -P){i 

11] 

1 ('' p] (d 

h) 


(a ■ 

-W>) (a-.. 

(h 

a) 


in 

der, wio man sioht, 

dor Ziibli'i’ 

vs'i'schwindtst. 



Woim wir nun die (lloicdiun 

gen (f)) 

ItigariihiniHoh 

iiiHiToii" 

tiiron, so orgiobt sich 






■—2 (la) 

— j 

X ({ f/ 

1 ^ 




a-p ' 

a ■<( 

(i r 


(8) 

„ 2 ({ ‘!/ 

^ . I 

. -P ' 

!/ 

■ /; q 

j 

^ r' 



2 (h' 

- - 'O' I 

. ;• 






r. ,( 




Hiorvon liisst sioh 

die (^luadratHuinim? 

tiat'h (0) uiid 

(7) 

loicht bilden, iind wir 

orhalton 




(5>) 

'/SO' 

, 1 

n !V ;j) 

ll Ip' 

(p(p) ‘ 





v(n 


worniis ziiiuiciliHt m tu’Kt'luin ini, dass dij' I'llipti.sidu'ij tJornali- 
naten orthogonal aind, Eh ini fcriior 

(10) ^ (,/ r]{<i pi 

4 q>(ji) ' 4 (f (//I 

(P ^ " /') 

4 (/)(r) 

Hieraus ergioht nich fUr dan Vohuuoiudrint'ut 


(LI) P)i‘l pidptiqPr 

■ 9'(/d r/'(//) f;‘(r) 

wo sicli das negatives Zeich<*n imlof d(*r Wnrz.d dadurfli crkliirt, 
dass nach (2) cp(p), (p(r) positiv, f/>0/j m-gativ ist, 

Fiir .J (F erhiilt man nach (lOj 

.,2, O - pSCr - jOCr -,,) '''''"'^',1 


Y—9(f/) -- - 
4- (:r~p)il-~cpi,i) ' d 


(7 P}](fi’‘) 


Diesel' Ausdruck Btellt sioh ncash diiffudior dar, 


wmm man 











Ilinj^r.unrdiiuiion. 


§• '<'>• 


loy 


fiir ^/, r dn'i lunu', Vji.riiihUni ^ ciululirt, die diirch die 

(IrleicduinfJten de.rmirt siiid 


1 (pip) 

Miin orluill. so 

(i;!) 


(/■ 




dq 


dq. 


dr 

V (P {r) 




{q ■ ■ })](>• ■-p) ^ q) 

4 

r-l' , ^ , r‘^l' 

'/> , S', i ('■ , ,,■> 1 • P) • 

f t,- ( )/" ( 5- 


Hioriu Hind elli])tiKt’li(^ Kune.tiontiu dor V^iriahlou 


%^A\. 

HI. Uc'iKpic*!, Ilinp:eoordi njiioii, 

Wc'iiii ein Krein uiu cine A.kc, f^edrcdit wird, die in soiiior 
Kbeiu! litigt, abtn’ dit^ Ibnipberie nie.bt. Helmiudot, so entstobt 
('.ill lUng. 

(hn die ITir eiutni Hnle.lu'.n liiiig paHHimden ('oordinaton zii gc- 
wiunen, mdnne.u wir die liidatienHaKC'. zur .r-Axo und b'.geu cin 
(Io()nlinateiis3'Htetn i\ in 
die MeridiaiUibinie. 

Isl c de.r MittelpunkiS" 
abKtand und a dm* UadiuH 
des Kreines, ho ihI die 
Lilng(^ der TaiigenUs voni 
(5oordinat,(nianjangHjniidvt(* 

h ]'Vr^ a'K Wir Ket/ani, 
ind('in wir \ 1 niit / be- 

'/(dchiu'n, 

(1) r ^ 

HO dana I und (o none., an Sle.lle, von r vind oinzuflibrendc 
re.cdle. Variable Hind. AuHHurdem nelzon wir 

(2) ;r rcoHfp, >/ rm\(p. 

Ilin dit'. Ikuloutung der ne.uen Variablcni zu (‘rbalitni, loHon wir 
die Gleioluiug (1) auf und fmden: 


Kif?. 17. 
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Filiiftor Abachuitl. 


14. 


(3) 


multiplicirt muii bcideH, so ergicht sich 
(4) I-O'- I .-=] - 

woraus man crsiolit, djiss constaiitmi Wcrilicu vnn k iHc Krcisa 
eines Biisduds init iniap;iniinui Si-hnittpuiiktou (‘ntsproi'.lu'U. Die 
Grcnzpiinktc diosos lUiscluds sind din Diinkto (), r d b. 
Zu dioscni Krcisbiiadud gdu'u'l'. auc'h dm- i-jo^idieuif Krids, dm* 
dcm spedellcn W('.rl,lu>, 


(5) 

(6) 


- loL 






]r \ a \ ]r rd 

— d ___ — r ^ \ r^- r 

‘k a (i. ' 2 (I 

eiitspridd'. 

Dividirt man din htddon (noidiunf:t‘ii (d) tlurdi cinandcr, 
so folgt 

d<'> —~ dj -- r *■- ! /:)i /.;] 

Oder 

(7) (r^ • [- b'^j hIu w • j 2 b.: ron on - - o, 

und dios giobt fiir couHtantii a die Krcisn I'inos zwoiteu Uusdids, 
dorcn Sdinittpunkto dit! (Uvuzpunkto dra vnrigen niud »md di(' 
die Krcis('. dos erstou BuHc.luds orthogojiul Hrhm*idtm. 

Ans (1) crlullt man 

2/M-Hin(o 

1 -f" 2f;'^<*,0H(0 -I ’ 1 • 2e’ei,Hw ; r’-'^ 

(ilk 1 itihf) 


( 8 ) 


(ir-j id:: 


■2b 


dr‘i _[™ ds‘^ = 4 //^ ^ 


cos 10 

und folglioh nacli (2) 

( 0 ) fh'^ ~ dx'^ |.. d)j- -[• d.:'^ 


4 id }.'■ 


d (0 -) 


dr'^ 


^ "'r 


' f/ " 


{VJ- — 6- >Y 

Ans §. 42, (f)) orlialtcm wir, wonu vvir 

(10) |7r ™ r 

setzen, 











uud wt'.im wir auF die. Ixnden I'rsU'u (llii'der die Formed dFcldl 
auweudiui, ho mii Hiilie vnii ((!) 

■ r TCr I 

Wegeii oilier spiltoreii Auwt'udiui^^ ^odnoi wir dioi (*lei- 
(diuugen (8) niit UiiU’e voii ((») iiooh ilii' I’olgeiidie (Jestall: 

h“ ■ f/ZisiuM 

r. I It, eoH (0 ’ ” f I a eos eo ’ 


uiid folgliidi 


(i;!) 


eos </', 


sm <■/•, 


X 

(’ j (L (U)H (>) 

/;•«■ 

V t 

' e j It eoH (<) 

-■■ah 

J • , sm to, 

n I tt eos (i) 

Hislii'r wiiron A, (»>, <p imahliiingige N'ariablt', die idueii I’uukl. 
iiu Uauiue liosUmiuen; it mid r. siud mil. A varioliel; h ist eon- 
Htaiii iVir dn.s lUiigHystein. Lassen wir aber jid‘/,t A ungeiiudf'i'l, 
so bleibe.u a.ueli n uud e eoiislanl. tuid die Aiisdriudvc (Id) hlidleii 
die t Joordiiialon (dues Ibmkles eiiier beHlimuiten li i ii y fl ;i e h e 
dureli die. beidmi vnriableu Paraimdt'r (.) mid (/• ilar, uiul weim 
mail ill (U) f/A - -0 solzl., so erliiiU, man ilen Ausdruidv fiir das 
Q.uadrafc oiiiies IjiiiioiudenumteH auf dieser Hinglliledie, niltnlieh 

AU 

(14) ^ ^ ^ ^ M /i>a j fi'iitj -'i. 


(r. 


a eo.s 


') Vorgl. idiei’ dienc' (dnna’muu^ Itinnnuin, Miiflunniititirhe Werki*, 
2. Aulk, Nr. XXIVj ('. Ntiuuinini, KlektriKchc Vertliejluag in riiaan Uingis 









SocliHtur Absrhnitt. 
Fiinotionen oomploxon Arg:umontH. 


45. 

Definition einor Funotion I’oin)) IfXt'ii A rf^niai'ii t 

Es soi in oiner Ehoiio aiu rechiwiukli.uuH (\iurtlinatc’ti\v.H!»*m 
X, y anf^onoinnien, so ilass jijdci’ Puiikl lUu* I'Jjonr ihu'i'b AiotHbi' 
soinoi" Coordinatoii x, y bt'stiiiinit ist. W oim wir alsor du* ima- 
giniiro Einlieit i t-~. ]! - i m Iliilfc* ludimcni, so kfiuiifii wir aurh 
sagon, (lass dor Punkt durcli dio. Augaia* doH Wi'rDjo*^ drr r«!ni" 
ploxeu Variablcn 

(1) rr-.,* [ yi 

l)Ostimmt ist; and so ist jodor Pimkl. dor Fdu'iio 'I'r.iip-r otlt-r 
Bild oinos Wo.rtlios von Ibngokidud outspnoUt nurh 
Worth von 0 oin oindoutig hi^Htiinmtor Pimkt d<T Khouo. Wnin 
man Polarcoordinaton t'iul'iUirt, also 

X rrs roostA // ~ rsiii# 
sotet, so kaiin man auch scdzon 

(2) .!? — rfc'oS'O' j /siiih') ‘ rr*-*. 

Die })ositivo (xrdsHo r • f winl dor a!i**oltUr 
Worth (lor Variabhm 0 gonannt. Dor Winkol h knnit 
0 und 2 7f, odo.r in irgeud tiint'.m Inbn’viill von <loia rnitiyiu 
2?r, niit IhuHcdduss dor oiium d(U’ btddtm CJrony'.on, aiigon»»ijim»-n 
wordon. 

Worm man /W(d coinploxt' (IriisHon 

^ —x'-( yi, .-1 “ ; Vi / 

addiren will, ho liat man oin I’arallologramm m rouHtmirru, 
dcssen cine Ecko im Nullininkt liogt, und in thnu dio vaud tut- 










§.15. lii'litiit iitii iMdi-i- Kmu'luiii f.maph'Min A r u m i* u I s, lu7 

Ut'^ffnuh'u Kt’kt'n r uiitl „i himl. l>ii> jrpfjfi'niibt'rlit'gi'ndn isi 

dami tli'r I'tiukl | 1st. lun'mlliidi kloin, so hat, 1), .ij 

(lo(hi ht^stimmtc liichtuiiE^, inul wir si't'/an claim aufli "-c/,: 
(uit'r //.: • d.r | idij. Durch die* (triiHsc' d:: ist tlumi oin un- 
omlHc’h khdntT Furtsc'hritt vom I'linkt!* aus in tdiuT hostimmic'ii 
lUiditung ‘4»andi<‘!i. Die' Taiiifontc dt-s Wiuktds, ua(,(>r denu diost' 
Iviidilim^j die j-\\v i 4 :<'U(n|.f(. ist, isi daiiu fflididi dam Vor- 

hiilfniHN d ; il.r, ICiiu* stidi^-tf Vc'r.'iiidiTunif vun vcm cdiUHii 
Ihuikto tt his /u fiut'in Ihiuktc h wird diindi tdiu' Ourvi'- dar- 
|j[i-st.idU, die' den I’uukt ti iiiit h Yc*rhiudt''t, uud dic'sci' UchoriJiiUifi 
kauu aiif mumtlUfli violc Artcu i^ic'si'hcdu'ii. Das DiniciK'huuout. 
ds finor sfdi'hcii Curve ist daiiu del* ahHolute Werth di's DillV- 
rtmlinls d 

Kiiie k’niietidu /(’ d<‘r lu'idcai Variahleii .r, ;/ Imt, weuiesicuis 
•seweit sie c'iiuh'iiti|.( defuiirt ist, in jc’dcMU I’unkte cler I'iheue 


Vm 1.-. KiR. l!t. 



I 


eiiii'ii lu'Htimiutf'ii Werth, uud fok'hi'h gidu’trt. aiieli */u Jculeiu 
Wurthe vmi s eiu lieHtimuiter Windh \ou i(\ Itiese ZuordniuiR; 
knim wiuli aurh auf einen i^eNviMsen Tludl der ,;~Kl)enc‘ ht«- 
Huhraukuii, vuu than wir nluT nitdH atuu’litmni, dnn.s c.h ciii I'diicdicn- 
theil uud uifht eiiu* hhtH.ne Idiiie wd. CJehen wir von clem Ihudd 
7,u 1‘ineiu uninullifli hcmnehhnrtim I’uuktc' ! d*: liher, so 
c'.rleidut auidi cr ••im* Aiuiduruiii^, uud wir liezeiehiteii deu muuui 
Werth vun ti' mit le • ilw, 

'Frot/. dit'Her etiuh'uti^en '/ucu’dumiK dnr WerMu^ vuu ir uud 
j ueuucni wir iihcu* u' nurh iiieht (due Kiuu’tiun vuu j, .suuduru 
iiur eiue Kunc’fitui vuu a* uinl ?/, Diuuii iv einc* Function vuu 
Hei, niUH.H nuch eiiu* wcutcTc ItedinRung erl'uilt .hcuu, die wir luich 
Ilieiu.-iiin Ki! fasscui; 

Ks wird u’ einc* Func’tiuii vun z geuauui, wuun 
lias Dirt’(*reu t iai verhiilt niss dio dz in jedem Fuuktu 
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Sechster Abschuitt. 


§• 4G. 


z einen von der Eichtung von dz unabhiingigen 
Worth hat. Ausgenommen konnen dabei einzelne 
Pnnkte sein, in denen dies Verhaltniss liber- 
haupt nicht endlicb ist. 

Mit anderen Worten, es wird von einer Function f (z) des 
complexen Arguments 2 verlangt, dass sie einen Difterential- 
(|Uotienten in Bezug auf ^ besitze. 

Wenn diese Forderung erfiillt ist, so miissen mr denselben 
Wertli des Quotienten dwjds erhalten, wenn wir dy = 0 oder 
dx = Q setzen, und so erhalten wir 

div _ dtv _ .'dw 

^ ^ dz dx ^ dy 


Wenn umgekehrt die Bedingung 


(4) 

befriedigt ist, so folgt 


div . 

dx ^ 9^/ 


div . , 0^7 dtv I • 7 , 

d« = — dx + -^dy = -^ (dx + u!y), 

woraus der von d^ unabbangige Wertb (3) von dwjdz wieder 
hervorgebt. 

Die Differentialgleicbung (4) ist also die notbwenclige und 
hinreicbende Bedingung dafiir, dass tv eine Function des com¬ 
plexen Arguments 2 sei. 


§. 46. 

Conforme Abbildung. 

Die Differentialgleicbung §. 45 (4) kann oftenbar nicbt erfiillt 
sein, wenn lo reell oder rein imaginar ist. Es muss also tv ebeii- 
falls complex sein, und wir setzen daber 
( 1 ) w = u ri?, 

worin u und v reelle Functionen von x, y sind. Flir diese Func- 
tionen ergeben sich aus §. 45 ( 4 ) die Bedingungen 



Oder, da bier der reelle Tbeil dem reellen, der imaginare Theil 
dem imaginaren gleich sein muss 


(' ti n i n r m A lilt i hi u n 


(2) 


r u 
<'!l 


h /' 

Ir'!’ 


uiul wt'iin niHU (lit'sti lieidt'u (Ui'icluui'jji'u luul if iliHiu’o.u- 

tiirt mill uililirt mli'r sulitruhirt, hd erhiill man 


Cl) 


h. 


1 I 

f ’ r//” f' f’//« 

Zur f^fniHftrlHi'hi'ii N’craiischanliclnu)^ iii'liinim wir I'iiii; zwc'iia 
Klu-iti' y.u lliili'f, ill tier r rcchtwinklif^e (inordiuaien eiiuis 
I*uukti‘H siiul, uad ueiimai diesa Mluaie die ir-ICliem',, wiihraud 
die a"//“Kltrut' aurh die j-Kliene lieiaHt. Dana ^Yil'd, Howeil «, r ids 
Kmietiimeu von j\ // gef^ebea siiid, jedem Cuakt. dm- .i-Cheue. ein 
Ihiakt tier H’-Klieae zu^tuirdnei, and wean dii'. Kaaelioacai a, v 
Hletij" siad, hu hevvegt Hiah der I’uaki ir ia Hidaar Klami' sieiiff, 
wean Hirh »'Mteli|j: veriiadert, Iw natHpreehaa Liniea uad FliLehe.a- 
Htiiekiai ia del* j'-Mlu*ae Idaien aad Kliielie.aHtiie.ke in der a'-Fheae, 
uad die Zuiirdnaag der Idiaklt' isl idae ^^ei^easeitii' eiiale,aii|j:e, 
wiadi'steas sa laage* die Veriladeraai^ auf ijje.wisse (ie.hieia he- 
sehriiakt lihaht. 

Fine sale he jce e a s e i I. i e Zutirdaaaf^ zwaiar 
(tehii*fe aeaatiuaa eiae. A h h i I d a a fi;, also hier 
eiae A !i hi 1 d u a|,( der ,;"F!)eae auf die le-Flieae. 

Fie Ki't'^niphiseheu Ivsirteit KiK* 2o. 

aiuil Htdehe Ahhilduai^ea van 
Theilea der Frtlaherlliiehe uai’ 
die Fheae de*r Kiirte. 

Fine Alihilduai?, die, dureh 
eiai' Fuaetiaa ir den eiuaplexea 
ArguaieatH verauttelt wird, hat 
nher eiae Hehr heuuu’kt'asvverthe 
geuaietriM’lie Figeathuadiehkeit. 

Nehiaea wir drei uaendlieh he- 
anchhurte I’uakte in 

th‘r ^^“Fhene uad din eatHpreehea- 
(hui Puakte «*, ir\ w" ia der 

«J-Fheue, m ini naeli der Dehniticm dor Fuaetiaa (’.aaiplexen 
Argiuueats 

w' ■ ' w U'" ' " w 


/ 


I 




Ir- 





SeeliKtiT A liKi'iui i 11. 


^ 111. 



no 


Oder aucli 

(5) 

1st mm 

(()' 

so {'rgiol)t sich 


odor 


lliordurch ubcv iwt dio A t‘lui I ifhk t*i t il»'r iuMtiru 
ecko (-3,^', (n\ ir\ a’") iiusgfdriu'kt. Kim* AtiHualim*' vun 

diescr Achiiliclikoii kaim imr da fiutri'tt-u. wu da** iJUbTi-ufinl 
verliiiltuisH (4) Null odtu' unciidlii'h wirdt, wtdl diitsu au Id 
inclir auH (4) gerol^ort wcrdtm kaini. Wit* mdiinrn ua, di**-. 
inimer nur in oia/adiuMi Ibudctcu cintritt. 

Dio Aobivli('.hkaii uncndUch klcinor Unnot'ki* ;ud tin* 

Aolinliclikeit iinimdlioh kloiiu'r, iniuuidor ontHprorlu-udfr t'Hptrm 
uborluLupt scldit'ssen, luid nuui nrimt tlalnn* dif'.r Aldtddtta* 
in dcii IdoinHton I'lioilon illiuUt’h odor iim-h rutiltirm. 

Dio Aeliidiohkeit orstrookt. sioh niilurlioli im AUi^rmtaiaa* 
nidit auf Figuron von ondUolun* Ausilidtmusg; ubor di«* (Urirh 
licit ontsprochondor Winkol ini,, ubgomduns van il»<« i»l»rn 
crwalinton Ausiiahmopunktoii, allgmiudii. 

Dio Bo/.icdiimg Kwischou dor a’-Fdimio und ,> Fd ofit- isl i-mn 
gegcnseitigo, donu wonu tr oinu Funrtitm dtn^ ntiu|doKoji Argu 
moiits ist, HO ist auoh umgokohrt j oino Funrtum dm r<nn|d<’\rn 
ArgumeiitH w\ und os orgiobt sir.b ©in SyKtoni riohiigor 
wonu man in (2) dio Varialilon it, r niit j\ ij vortauwlit 

Urn oino AnHclinuung von oiiuT oonformiui Alddldnug duroli 
oinc Function o.omploxou ArgumcutH /.u orhaltou, *«*urht tniui, 
wio 08 ja boi Landkarton auch goHohiidit, «nn -.ugr" 

nanntoH Netz y,u gowinutm, d. b, man Hurlit dio lioidm (bii^on* 
schaaron in dor uitHUi Ebon© auf, dio don zn don t'uordinalru- 
axcn parallolon Ucradon <lor andorou Ebono ontHprcudim!. Hat 
man diesc Linienschaaren in boidon Ebonou luit Idniungliolu-r 
Diclvtigkoit vorzcichnot, bo ist oh oin LoicditoH, /u »dnor indiobig 


IV — w 

ir' - - tr 


ir • r'ob'*, tr" tr 


auH (5) 




c, ^ 

(7 "" r' ’ 
















Ki^ur iUt t'iiu'u Klu'iu* das Hild in diT and<'rnii I'd)Oiu‘ 
luit litdiidiigcr (iciiauijifkt'it (diiziilraj^c'ii. 

Nidum'u wir als Kuiudion di's t-oiuplcxcn Argiminnis lo an, 
und sclziMi also 

td) ./■ I }i i ■'fill') f(u 1 i r), 


^ ./■ I !li -/'("■) 

siud ,r uud ii rctdlo iMinclionon 


H 1 ir), 

rtadlcu Viiriablon ?(, 


1st. otAva 
(T) 


(") (;■(», r), 11 i/<(a, r), 

so c'l’halti'U wir in dor ./•//-Klicnt' '/.wtd zu oiuandor ortho^onalo 
C'urvi'usr.luiarcn, wmin wir cinnial r {’.oust., dann a - ooust. 
sot'/cnt, Wir kiiiuion also (^vio in §. .'17) n und r a,Is krumni- 
('.tHtrdinaU'n in d(n* anstdion. 

lU'Zt’ii’hnen wir mit lis das Linii’iudonu'nt in dor .r ?/-MIxmio, 
Ml isi 

(K) ds-' - d./-' I il if^ ’ iifij)’ 

Ilozoifhntni wirnut/'(H') din dorivirtt'. FuncUon von /{w) und 
laifc {lit! oonju)jirlo FunoLion von J\ d. h. din Fnm’.tion, di(! aus 


f dun’ll 

ilio Vi'riauHchun^j; von 

/ mil, / in 

dun 

(loi’d'lh’.i I'll tun 

ontstnht, 

, ondlioh niit. 

.d uud ir 

' dio mil. uud u 

> oonjuKirlon 

Varialdo 

n ./■ ///, u 

i r. SI) i 

si, 





./’Dr). 

/'’{a’'), 




tl ll 

.:d.;' r 

( ir ) /''' (a’') da’ il 

a-’', 



J'{>n 

‘ i / ' 

// 





f a ' f 

a f a ( 

/’ 


nnd womi wir nKo 





<{)) 

M /'(O’)/'*'(a’') 

Cf 1 (::■ 



Hot/.on, !• 

»o f(dgt 





{ 10) 

d.r^ 

1 

M (d K'^ j d 



Dio 

nudlo Funotit 

m ] .1/ ist 

dio lin(ui r0 ^ 

/ u r f 

f rtiKHur ini)? 

tidor do 

■r MnaHHhtal) 

doH Dildns 

. Fr isi von 

uiuur Stullu /ur 

audoron 

voriindorlitdi, 

hat ahor 

fitr jodo Stfdlo 

doH 

Hildus oiimn 

hostiuiiuto)! Worth. 





Wi* 

un /win Fliiohoithtiu'ko ot 

ud'orm !iur oiuo 

driiio abgubildtd. 


Hind, HO sind si<‘ auch anf oiiuindcn* (’.ojildrin al)|.^o)dlil(‘t, und 
daruus iTgiold sioh tlor But/,, dnss /W(u Functdonon a’t, ir^ 
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Sechster Abschuitt. 


des complexen Arguments 0 aucli Functionen von ein- 
ander sind. 

Wir geben- weiterhin fiir die conforme Abbildung einige 
Beispiele, raiissen aber zuvor noch einige andere Punkte der 
Fuuctionentheorie erortern. 


Integrate von Functionen complexen Arguments. 

Wir grenzen in der ai^z-Ebene ein Gebiet durcli eine ge- 
scMossene Curve ab, in dem die beiden Functionen u, v von 
a;, y endlicb und stetig sind, und wenden den fiir die Ebene 
specialisirten Gauss’schen Integralsatz [§. 39 (9)] an. Da- 
durch erbalten wir 


{vdx -|- u(ly\ 


JJ w + = i ® 

Hierin bezieben sicli die Doppelintegrale auf das Inn ere des 
abgegrenzten Gebietes, die einfacben Integrate auf dcsson Be- 
Fig. 21. grenzung, und zwar so, dass das Gebiet im 
positiven Sinne umkreist wird, und dx, dy die 
mit Riicksicht auf das Zeicben genommeiien 
i Projectionen des Ilandelementes ds auf die 

x-kxe und die y-kxQ sind. (Man sobe die 
Fig. 21, in der die Begrenzung beispielsbalber 
aus zwei Stiicken bestebend angenommen ist.) 


ID =z U IV 

Function des complexen Arguments 

(3) z z=:i X iy 

ist, so verscbwinden die beiden Fliicbenintegrale nacb §. 46 (2), 
und es folgt ' ’ 

(4) I (vdx -\- udij) = 0, I (iidx — v dy) — 0. 

Wenn die erste dieser Formeln mit i multiplicirt und zur 
zweiten addirt wird, so ergiebt sicb: 



§. 47. Integrale von Functionen complexen Arguments. 113 

(^) j (w + {dx idy) = 0, 

Oder auch 

(®) I ivds = 0, 

und hierin bedeutet ds den Zuwacbs der Variablen der einem 
Fortschritt im positiven Sinne um das Element ds auf derGrenz- 
curve entspricht; w ist der Werth der Function, der irgend 
einem Punkte des Elementes ds entspricht. Wir haben also 
den Satz; 

1. Das liber die Begrenzung eines Flaclienstiickes 
genommene Integral 

[ ID d z 


hat den Werth Null, wenn im Inneren des 
Flachenstiickes die Function %d endlich und 
stetig ist. 

Es ist nur eine andere Ausdrucksweise fiir diesen Satz, die 
uns zu einer Definition des Integrals- einer Function w zwischen 
zwei Grenzen fiilirt: 

Man nehme zwei Punkte c und z in der .s'-Ebene an, und 
verbinde diese beiden Piinkte durch zwei beliebige Curven Sj 
und s.^. Diese beiden Curven begrenzen zusammen 22. 

ein Flachenstiick, und wenn wir annehmen, dass 
in diesem Flachenstiick lo endlich und stetig sei, 
so kdnnen wir den Satz 1. darauf anwenden. Die 1 

Begrenzung setzt sich aber jetzt aus den beiden / j 
Curven Si und $2 zusammen, aber so, dass die / / 

Curve $2 in der Richtung von c nach z^ in | 
der Richtung Von z nach c zu durchlaufen ist. c 
Das Randintegral zerfallt demnach auch in zwei 
Theile, die einander gleich und entgegengesetzt sind. Wenn 
man aber in dem Integrale langs der Curve Si die Richtung der 
Integration umkehrt, so muss man, gemass der Definition von d z 
gleichzeitig das Vorzeichen andern, und folglich haben die von 
€ nach z genommenen Integrale auf den beiden Curven und 
So denselben Werth, den wir mit 


i-Wobor, Partiollo Differentialgleiohungon. 
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Sim- llS ! «‘r A IfiM- hlu ? f 


j tr,L 

hm'irlmeii. Das Integral W aUu imr . lu.- I'ur. fnm .i.r 
(Tia'nzc'ii fund lunl /war i-nt d.t -..in 1 nfSi - nfi 
IV von (ler Iviclitung d unaldi.'ingi-j i-t. rini' 1 sinrii..!. .ir. .,,i« 
j)lGX(ni Argunionts 

Es ist (labei al)i'r darauf /.u d». - 'A’ I 

tiouswegu .s’li ■''’•i uur ilanu ijiino-r dt li'-dl-s, luf.^n .t-. 

gobon, wi'.un in dom vnii iliioai i-iug*-»-ldM I lui-M jr.lm-k 

keiii UnHtc^tigkidisjinnkt di-r l-tjin tiMn >> in Wir i-i-iIh-h 

also nook dou Sat/ aus: 

2. Das /wisi’heii tlfii ttmi/.m ■■ sn. i /‘'aM-.-juirhi.- 

Ini I'gral 

I . .1 


ist iMiiii'ti'Hi \.{«T 

oljorcn (trt'ij/r, nod i4 1 j « .• i .a iM«. , « *•!?, 

unahllii tlgig, su laugodf'-n, b* t i: . s 

ruug nicht iilier ouit-n t ir-trfi.'l. a. jxaiilf lai. 

WOggullt. 


Dio Eunction I (■« oj wird .bat I’-inlaH- *.{3, 
ondlicli. Das Integral dti'srr Eunriit»u, ul*ri alrf. |‘■!!^|J m 

Kig.‘iH. mnsebliesHende l.inn' »«»! d d fi la-1.! ttlrn-h 
Null Hein, Walt! afiri' %!i4 tM-sfalt 

dit^ser Eurve uii'.aldj.iJii^it' x-ms, ibt •.> ui si» lu iMU 
/wed Sfdeher tblHrn Ittsd /. nia'i* IJm 

lUnggebiet «nitllieh Uful rA tt t?. 

also ‘/.nr D»-!»tiijininiig dj*--!.--! ini dn- 

Eurvte k eiiiejj Krem t«»t sb-iii \i5U'-!|‘'iisL! .1 nnd 

oinom btdit'bigen Uadius r walslen. Ni-i/m »sr ins dm 

Ibiukto dor Kreisperipberie 



so ist auf dor Doripherie 
und folglieh 

0 ) I,.''-. M 








-IH. 


Di'r Sai/. von ('uuc.hy. 


iir. 


4S. 

Her Sat/, viin (’aiic.hy. 


Wi'iin (lit' I<’niifUi)n //’- in (iiiunu T init tier 

ncf 4 i'(‘n/iiii^ s t'lullii'li uiul ist, inul juicli ('.iiu', sti'tigo, Dcri- 

/’'(c) hut, HO winl dio Kiinotiou dor Variahlon t 


<pi() “ • 


fin 

I 


/(^■) 


in dt'insflhc'u (n'liiido ondlitdi tuul steiii^ Koiu, uiul sin p;oHi!LUol. 
also die Anwcuidiin^^ dt\H 'riu'onnns !., ij. 47, d. li. cs ist das iihor 
di(' ■fan/c Ih'ifn'iiziuijjj s gi'uoiumtMio lid.(‘jj;rul 


(li 


f.An. 


'./ U’) 


(It ■ 


■ 0 . 


Ilior hodoutid / dirj iuit'jj(ra,iionHvnrinhlo uiid gilt Ixd dor 
Integration ids eonsliitd. Iliermis iduo* erhiilt, iiniii 


(' f^n 
J ^ 




(li 


nnd niU'h der l-'ortiiel (7) des vorigen I'iir.agrii]ihfui 


Ci) 


1 I fin 

2-t/ J / - > 


(It 




wo duH Integral (dienfallH iilter s zn (O'Hl.rtu’kiMi ist. 

Diene Kormel rilhrt vojj (Stue.hy her. Sic gilt jiue.h, weiin din 
iMullielikeit den DilTererdiidtiuotienton /’'(cj nur im Allgenieiiu'.n, 
d. h. init (d-waiger AuHiudjnie eiiiZidino’ I’nnkti* voninHgeHoizt wird, 
nnd ze.igl idsdanin diisH Hohdn* Ansiudunepunkie hid einor Htotigoii 
I'dincdion von eomplexem Argument iiie.ht vorkonnueti kiinne.n. 
Delia dii der 1‘unkt c ein innerer int, ho hleiht in dein Integrid (2) 
die Function unti'r dem Itdegralzeiehen dnrclmuH ondUeli, mid dio 
Dillcrentiation des Integrals uaeli c kunn untor dein Integral- 
zeie.heii auHgefi'dirt wenlen. Kh ergieht sieh ho Inr die. Diirin'eiitiid- 
quotieiiten Von jeder Ordnniig: 


DU 


(-1. 


d/fc)^. I r fii)<ii 

f/c ] (t • - c)’-' ’ 

I .2.:! ... H f ./'(Od/. 

2 TT / j” ' ^ 
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Srfiih'i'T At.'.rhuitt. 


I. Kino KuiH'tioi' cnniplevcn ArKnitiM-ui , .lu* in r-inrnj 
(JeJjit'tc c’UilUch uitd stfti.K i'’?. dj»‘sr*ja 

(iabi.-t.' (Mi(Ui(‘ho lui.l Ntrfi-** h.-rnulr i.mI,-!- 

()r(liiuu}4. 

Alls (2) I'l'gii'lit sifh, wt'iiii utul I'tinln- d.-s 

(xobiotes T sind , 

(5) /«-/(") Jl/ )if •, 

Nolmicu wir nun an, duNs das (Srlnrt / dn* stun/** nJi*'!jdlnii»* 
Ebonc uinl’uHHt, uinl dass dif Kuurtinii jifi aurb Ini •■m ma-ud- 
liclios t dom absoluttMi Wcrtlia nacli untiT riia r t-itdlndi.-n ttrau.n* 
bli'.ibt, 80 ki'muon wir in (.'Ij 

t ■■ di 

Rot'/cu ulul /tins Uiumdliultf* wach-.au d. !i. wn L.,isuru 

(lio liitograiinn iibur lani-n mnuidlirb Ksri, »i 

Dann wird abar das Inia^nd anl iln-r rr>dd»n i;,| 

^Icich Null, wcil J! iiu Zabb-r imr tn drr r-i'it'n. nn \i-s m 

dor i^woiton Potcity. vurknmmt und *li<- Inl-ai iit-'!,' ti-a-.’- u n susd 
‘ijc ondliob sind, tind as {bljd ./* * '*• j d»-r >4l/ 

ba.wioHon; 

IL Mini' Funation atuuiilrxau Aranitn dir su d.-r 

bMur/.a.u I'lbana andliab und i-s, :ind .ui» b 

im Uiumdliadian nudil unandln-b i 

wandig aino (UmiH tunla, und ttmi* --s-- nn 1 u«-iid' 
liaban vorHabwindi*!, t-<l «ar idrniii,.i4 \itl!, 

Ks sai jotzi dan Ibddi-t 7’. nis nn mu dru \s!ll|««idJ !»«• 
salmobonor Kroia iiiii tbna Ibnbu'i r iiii|»«'nsun«i»*it iJut!., rA in 

dom Integral (2) da.r aliHuluta Wt'idb vuu I b.ita.dn^-nd i-'l'-ndi 

6 ’, wilhroud dor vou ku binga ■: »-jn iisin-rrr I'unif r^i, l.lunjrr 
ala c ist. Dor abanluta Worth Mm I v-.i d,iL<-r nn >-Astrr 
Brucb, nnd oa ist uaab tier bakiuintrn Nunnarubniis*-! inr du- 
goomotriHaho Reibo; 

^ 5 \- 

« ™ " f ■ fs f > ^ 

Da siadi nun in iliagar unandlndjrn fb-ili« du- {isi*-4i .itinn 
gliodweiao uuHluliran liiaHt, mu fbigf aun f,'j 

(0) fun d.,.-. 









-IH. 


Dor Sat,z vi 


(’aiiclij'. 
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( 7 , . 1 ,, . ./ .f 

'■2:^ i J /'* I I 

^a'si'tzt i.st. 

Ks liisst Hich also tlio Kuuciioii l'{^) in tuius Roilu*. oiit.- 
wickoln, (lie. luich I’otoii/.cui von rorisc.hrciU't,, uiul cliosc'. Roilu’! 
ist, I'ouvori^ont. in (‘inom Kn'isi^, dossini Miih'limuki, dtu' Nul]i)uiikt; 
isl, und dc'Hsi'u PindpluTii' liis an tU'U lInHtoii{4- 

ktdtspunki von /(;:) hinanrididd.. Dcim so \y(u 1. kanu das krois- 
lurndgo (}('l)i(d, 7' ausi^'odohnl. wc'rtU'n, Dioscr Krois wird dor 
Hon VO.kri'is -jionamii 

Dit* Kiitwirkohui}.^ ((i) ist. nir.his andcu'os als dio Mar,- 
Ijunriirsoho R(dlu^, tiiul ihro (kH’dVudoiiic'n An lasson sicli udt 
lliilfi* dor Uidation (-1) auf dio. hokaiiulc^ l''orm l)riiifj;on : 

(H) .1,,-- 

1 . 2 .. n ' 

Soizt man in dinn Intoffral (7) 

( ’ rA'i\ (it — 

NO knuin man die; nnoh in diii Form soixon 


Sot’/,on wir imoli 


so wird das all^oinoiiui (Uioil dor Itoilu- (tij 


(lU) r„ (1)" j/(rr''n o'"*’' 


nnd ilioH(*r Ausdrurk -/.inKt, wonu man sich ant' tUm Sat/, stiit/t, 
dusH (1(0* idjsoluU' Wtn’lii (dno.r Summo. niomal.s f^rusHcn* ist als 
dio Sinunn^ dor ahsidutim W(*rtho dor Snmnnindon, dasH dio(k)n- 
vorj 4 on/ dor I’oton/roiho ((!) ftir jodon innoron I’utdcfc von ckn* 
Art oimn* goonu'triKolu'n lUdlio ist, d. h. so, dasK (!H oiiuni oohto.n 
Hrnoh t ^iolit, fiir don t ” T,, mil nnondlioh waoliHondo.ni n niolit 
nnondlioh wird, and dass also das I’roduot a'*'//,, fur jtulos nocdi 
HO grosso k mit tmondlii’h vvao.hstmdom a pio^t'a Null (univor|firt 
Sot/on wir in •/(,:•) /!(„ so orgiolit sioli auH (d) 

(11) m A,z j A,-^ 1 A,:A | 

nnd duroli dif*so oonvor|.;(ml.o Kntwioktdung wird jt'.do.m Punkio in 
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S.M-h^rr Al.-H.n:,!* 




(Icr Umgobuii.iir N'll imnkf.<s ,lri - ^ ^ ^ 

Umgebung <lt's ^' . 

gilt auch uuigak.‘hrt. w.uu J, Null y-- ; 
Difeiitial.iuotirnt thv liz tar . '* 

spricht jiuloia runkta in <b'r t ina»'iai!.a «t. 
vt;-El)0nt'. iUK’h iiur ain ruukt ui a*'r t 
(lar ^--Elunia uiitl man arimit an- llll h 


4- , N 


• K? ;u an- 

.'ii.f lij.-. 

a'.M a. r 

!' .!,J1 . u|. 

4.-t 

a* . 

.-i. h».. > 


in (li'V Farm 

('la) ^ ji^tr ■ /»V' ■ ^ 

Woini alia.r (lar ( ui'tViaiant J, %. i-.rhi%a-.b f 
wir JiuH (11) 

]H' iJi .1 


iintl w'ir ki'nmau als«», wi-nn f; \“a ^ 

y/l.j-| - yl;iI ’•• iiJK'h guu/.aa \^n. 

crhalicai wir: 


(l;{) ] ,/■ ‘ '< 

woriu a, uml w.-mt al-< J. \ 

so kiinnaii \Yir hiiTaus t*iua iMsIttn-krlnti,: l-n 
(14) • ~ /'t )H- ! t>, 

abloitcn. Hat'/.('ii wir 


W CJr‘'. \ I* Iv'"'- 

HO sintl Q uiul (p ruluranartliisatrii »i *l»-r tb*-?,'. =35.4 .1:- .-v^riir 
dia.Hor Konnaln i'.aigt, «luHH ir nain V«tr/»-i. li^-n %%«-h3i »| 

iim 'iTT \viic 4 iHt, Wtmu man aU«t aiiaii k'UUji «!}.;« n I 8ssla*i asu 

don Niilli)unkt. in dai' n‘»KI»aiia nnirlii, 

Es isi iilHO s aiun •/.waiwrrl!di.'«* 

Einem Winkal in dar n’»K!tiia-, »i*-i 
punkt hat, untHprialit ain doppall tn d-i 

x;-Eboiio. 

In dioHom Falla, dar uKt* ibtditrrli r-J, 4 .rr. nu 

Nullpunki dwUls vc'rBahwindat, Iritl in «l**s» X'.ibp'.siJj -.rP.-A rui* 
Va.rlatzung dor Aohnliabkait it» ilan kb-itasl’-ii li^ril.livu *,«i 
Urn aua.li in diasaiu Falla aiiia i-ind'-nfsii-'' F-'j-n-lin!:...-* 

Flacdu'.n auf oinuiular /.u artiultan, niis^rs lu.uj 4a u !.l»rji«- 
durob zwci Blsiitar iibartlrrkt d«‘iik«’n. da* .-il.r! I.nitii I inl»i 
dos NullpunktoH ilbnliali wi»‘ dw hi Ii«- 

gcgcniscitig in aimuular ubargalans, .Ivi .-n,. i:!.tt! 4.r» 

andcre durcbdringon muss. Snlrlir 3, ,r!t iii.-- 



'lii. 


S1 f t i fi'c l'’u rl s(‘ t zu iifi;. 


miiiiu \ (•r/,\\'i‘if.,Mui}i;sriiifht'ii uiul ilio. Punkli', um. die* sit' sich 
xviiitU'ii, \ I'rzw ('i}j;unii:sj>uiikl.(‘. I)i(> laiiion, in (huu’.ii sitih dir. 
iii'idi'ii Kliiclirii |ij;t'”;('ns(dl iij; duiTlisrl/.i'ii, w'o.nU'U juudi Vim*- 
/\vt‘if,!;u 11 ff.ssciinit l.r t^'i'iiiinul.. 

\ (‘rz^^('^J^ungs^)Uldvt(' tridrii inuiirr diinn noiliwoudi^,^ aiif, 
wruu t’s si(di mu dir r(iidi)rmr Alihildmi”- zwriur l)rjj;rrii'/i('r 
^■|:i(•hl•|l aid’ rinaiidrr liandrlt, you drjii'ii dir rinr in do.r Br- 
ijft’rn/Jinf^" ritic Krkc' hnt, wiihrriul drr ^'ul^l)^rcdlr.lldr d'hril drr 
lirijrriii^inijf dn- audrrrn viu’liiufl. 

Tin dirsrii wirhiij^rii iduslaud id was i^rnaurr da.i‘/,iilr”;rii, 
iiriuni'ii wir an, dass dii' llrijfrrnxnni^ rinrr Idlin' in drr ,;-l'’hrur 
iin I’nnktr () rinr I'irkr liahr, 

in di*r dir hridrn rirtifi'iMizun^'ssliirkr 
nntrr drm NVinkrl zusanuurn- 
Nliissfii, HU liass dirsrr W'inkrl ini 
Iniu'rrn drr ulizubildrndrn I'dl’u’-hr 
lirp;t. I'Tdu’t'n wir rinr nrur Va- 
rhildr ;'j rin (lurch din SuhsUtuliun 
; su wird, wiihrrnd (dnrn 

Ilalhkrtds uni drn Nullpunkl lir- 
srlirriht, rinrn Ihif^'rn vun drr 
(irdsHr «sr lirsrlirrihrn, iiiid rs ist, 
aUf) dir I'ickr in ilrr .;“l’'<lH‘nr aid’ rin f',hdl. ht!;.!,rrn/.l.rH Stuck in 
drr "Mhrnr ruiirunn ahf.fidiildr(. Sidl nun di<‘S(' I'irkr. in drr 
a’-I'dirnr KU'iclil’ullH auf rin drn Nnlljutnkl um^rhriuh'S, {^latt 
)tr^(rrnzt(‘H Stiick ahj^idiildrl wrrdrii, sti Yvird rinr rindoutif^r 
I'dinction van a* sriu, und sirli nlsu in drr Form 
il.'ij - /c (a,) » (txtr I a’* ! •••) 

rntwicktdn lassm. Ilirraus ahrr fulgtu'i man I’i'ir r rinr Fiiii- 
wirkrluuK vtm drr Furin 

(lit) r- a"‘(/(f, < ^ i •••)» 

wrnn dir ('nid’lirifuitrn F-uuHtanlrn sind, vun drnrn vun 

Null vrrsc’hirdru ini. 


KiK. LJl. 


/ . \ 


§. dl). 

Sirtigr FurtHrtzuujj;. 

Mucdit limn in drr Furmtd -IB fClj dir Suhstilutiun .r f: 
tur » und rrset'/.t dunn wirdrr /(^ — r) dundi /(,:), ho iihrr- 
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t' AS* t’litjiH. 


}'.» 

trftgGii sic.li (Hg iiu V(irig<‘n l*ur:igr;tphi*Ji S*h‘ ''»ull|<utikf ;ili- 
gclcitctcii Ri'sultnlo aiif t-iju'ti In-lifltit'i-n i'tiukf *, I.- . 

sicli (‘iiU! l']iitwi<’ki'Iinig voii tlar Fnnu 

( 1 ) /(,;) 

in ihiv An (lie Ileih'utung liat 


mul (lieso lleilu'. c'.uuviu'girt in eineiu huh Ofiu rnnkl*- *• Fi'm-Ih»»•- 
beiion Kreini', der l)i.s xur niit’li.strn I.i»-r I-mt* finn 
/( 5 ) roi('lit. 

Nimmt. inuii in (Ui'Heui Krei^e eint'it t’nul.t.tu, I.uju 

man oiiio Mntwickeliing veil/{™} narh l‘iJSrji/ru vmu * .uii a* Sl* si. 

dcrcii (kHiV(U'geiizkrc'is indgliclierttri'.t* dm «i.-r sL,- ||| 

hinauBn'icht, uiid kann so du* FtutrtiMU is » -Inr.-h 1,.=- 

roilKiii Ht(!l.ig fort.sel^.en. lA kanu dab.a d- r kail 4..1 L.*sisii,. ii. 
(lass d{(i Convergen/kreise iiuun'r kbiucr nud }d«nu»a iuhI 

(lass man mil; diesia’slefiifen Ftii 1 *'t/nni»' niflil nFrr rm wr. 
G(d)iok luufuiskoinnit. lint aluT di** Fiutriinn f ?. j n-. * rh>J 
ludion Tlu'.il der Fb(‘no unr aim* (mdltidn* X.ilsl v.is t li v 

punktoii, so tritt dieser Fall nieUt ein. uud ni.Ui Iauh di*- I nti.-- 
tion/(.”) iibcjr di{% gniwe Kbene hM'h^ k-num 

sick diihe.i fiir dusselhe (kdiift vnn , vernrijn-dr!-* Wrjik.- ‘.un 
f{z) (‘rgmbon, jo mudi deiu \Veg«% auf d«*m iiem di** f Mif 

a(',ty,ung in ein solcdies (foliie! griuhrt kaf. 

W(mu (lic« Function /(.:) in l•iI}l•^• dmvh d.-js Funk! ^ 
deu Linio d(ni Worth 0 hat, so hnbini ;«u-k all*- jlu,- 
(luotienten in den Worth u. und dn- F«rm»d ili d.s.i 

di(i l<unction /(j) in dein ©in/.im t kuanxm/lii'min uju , 4,.3, 

Wcndh 0 liat. I)uHH(db(( gilt uurh fur dn^ dnr* Is •*!. |,,j| 

sctziung (nitHtandenon (lebiotc, und wir j-rhalJf-n don •*‘^1.’ 

Kino. I'lniclion vtju ,, tli«* § is *-jf}riii FtniJ-i} 

stiiok vi^rsch wi ndct, muss s-.rli •i-n 

sc.hwindtsn, ho weit sic nlrttg t*il, 


In dorsolljcn Weisc wio di(* Worth** .• *• kjv.t m-h h* s f na- 

tioncn, die, fiir / noch ondlirh uud sioltg wind, di.-*u r 
behandclu, und man komwt auf d.m lriih»-rm Idill /mm k .|ui*h 
di(3 Substitution I ,, Mnn orhiilt al... m dn-s.*,. 1 .d-n hir 









i'O. Ill'fill I-like Hull it'II. \<2l 

fiiir l'’uuctitm /(,:) cine l'',nt.\vickcliiii<i; iiach rnllcndeu I'litcnzcn 
von : 


die ansscrhulh t'incH Kreist's mil liiidiin,alich ;j;nis 80 ii liadit'U 
ciiuvi'ri.di't. Mnn spriclii :uis diesmu (iruiulo in drr iMiiicUoucnthcorio 
von fiuem tuu'iidlic.h i'criK'U I'nukli' und inuu knun dios(» 
Ausilriirkswcisc auch dcr AnscliauuuK zik^iins^licli mac.hcn, wtmii 
luau als Trii^m' dcr Wcrtlic voii nirhl ciiu'. I'dxmc, smidoru 
cine Kuf(cltl;ichc lie!raiditc-l, die* man <‘t\va. diircli slcrco^fraiihisclu^ 
I’riijcctinn aim tier Mlicnc. uldcitet. 


Ucispii'l 1. Hcciprnkc Kadicii. 

Wenn Jin') niim j^air/.c lincarc k’niictimi van ir isl, nud 
.f • i If, ir u ! ir i^a'scl'/tl wil'd, dann werden and // 
lincarc ^'nncti()ncu van a luid a, mn) cs (mispri'clicn (umslanlcn 
Werthen van n und r '/wei ScUaaren aiii' cimuidcr senkrec,liter 
i^-radcr liinicn. Uic Aliliilduni.'; isl hicr t'inc vtil 1 Ivommcu iihu - 
lichc, die vcrhundcn isl mil cinnr Ih'i'liuniJf. Auf dicHi'ii cin- 
t’achen l'*all '..pdicn wir hicr niclit nilhcr cin. Ivi sci /.nniir.hsl 
I It I' 

It' It' ; ('• • It- I 


(1) 

1 

hdgheh hahen wir 

' ‘iD i r^’ 

r (J 

' 5 //D ^ If fh 

ttU 

I ,r ^--0. 


Die n4hirvi*n iiml tlic c-('urvcn Mind hicr /wei Schanren von 
KreiHim, dcrcti Mitti'lpnnktn anf dcr //-Axe und auf ih'r .r-Axe 
lii'i^cn* und die idle durch den (kmrdinntcnanfunKHpunkl pndicm 
Die Kreisc jeder Scluiar heriihren I'imindar (Fig. 25). Kh Hind 
hicr die gun/t*u Hhciien » und ir cindcuiig auf cimindm* he- 
/ogen. Deni uneinllieh fenmn I’luiktc dcr cimm Mlxuic. c.ntMpriclil 
dcr Ntdlpunkl ih-r anderem 

Diescr Ahhildimg liisst .nich nine aiidcre getniiciriHelK' Dcii- 
fciuig gchmi. iinhen wir niin'U KroiH niii dem Uadius e, ho ktinucii 


Sei-liM1 1 !r Alilull! t. 
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■iri 


wir oincn iiiucroii I’unkt.; iiiul fim'ii iiiivscrt'ii .•ucuhIim- /uur<iurti. 
die anf (lem f,doiclu!n Radius so y.n <*inaiider lirr-rit. das*, .hr KuaH. 
radius c (R(i luittlera Rroiairtioiiale /wisrhi'U ihrru In'idru Ah .lauihui 
r, r, voiti iMititd])uukt(wsi. Ni'linifu wir r 1 an. -.n nirii ahtr 
■r/’i ~ 1. Man consiruirl ih'u runkl wenu man duu li .ii.* 
Jdcinslo le^t, imd in ilinni l''aid|iunKt.*u di>‘ Kn-nd ui-'.-uitMi 

zielit, die sie.li in deni Riinkte sehiieidru fl’i’!. ’.!»’»I, An! dir-..- 
Weiso wil’d dii' Ka'i>i'‘‘' k'danie anf sieh selh .f ah*,!- hjhh t, und 



/war so, class jeder inimre I'nnkl einem .am.Hrrrn umf n-dtn' .um^rre 
eiuoiu inucrem enlspriehl. Dm* N*ull|mnkt und der I urmiln ijkn!. ■ 
punkt antspruehen eiiuindfu*. 

DiescAbbildiuifi: bekst die Ahbildnni^ dnr rli mM-ipvnln 
Had ion. 

Man kann nun nueh nine dritte Ahbildun},' bm/nfui-rrn, jii» 
dom man jodoin I’unkte dcai in ant dn- f \\r • uiim**- 

triscli gcdc'^miion Riiuki dj (nitspreelmn hiH.I. th«* Ahhddni};.**-i« 
und £;i ontspreeheu (bum einander wi«* dicn Orij'imil -.rin.-m Spjn^'nh 
bilde, d. b. sic gelnm dureh rtuklappen niii tin- ,r A\«- m \m|R 
btilndige Detdeung iilier. Sel/fii wir ulmr 

'/h k " I //j d .'i j'i if,t. 

HO ist 

r OOH k a’l rii’usP, 

y rsiuk //, r, Hinh, 

und folglich 

(3) ■ 1 

und os atimmt idso die Alddldung vnn i- anf mu dri dnrrb 
(1) vorniittoltcm Abbildung der jo-Kbeim auf di»- -Kh.n*,. 
ein, Ks folgt, darauH, dasH diuhe lUbler in d«*n khufintrsi lh«nl»ni 
almlicb sind, und danuis ergiidd sirh w»d!*T, dm^n dji* Ahhjldiing 













ij. fil. Aliliilil mio’ ilurcli Uiu'iii-e. •;’tihrncluMU'. Kuuctinncu. 1'JH 

(lurch !•('c-i}) r t) k c Uadiou 1 'i c h I’lill s in dcu khunst.cu 
'riu'ilcn iihnlich, nhcr s {> i <> i^c 1 h i 1 d 1 ic.li illinlich isi. 


dl. 

r>t'is|)i(‘l II. Ahhilduiifj; durcii liiK'-iirc fj!;(‘hri)C, he nc. 
Fuucl loiu'. n. 


Die k’unciion, dit' wir ini voriiLfcn Pnrn^n'npln'n 
hah(‘n, ist fin spccicUtu’ Kail dcr linnanni j^chrcchciK'n 


hcl.raiihtid; 

I'dinctinn 


wnrin n, «, fi rcclh* odcr hnniciniirt' (k)nHlant.(' luuh'uLt'u. He. i 
d er h h i 1 d n n iJj d n re. li di e.s o K n u e-t i u n en l.s p ri eli t j ed ein 
Kri'is in di«r a’-Kheiie e. i n Kreis in de.r ,:'”Khe,ne, und 
n ui k i'h ri, \V(d)ei j(‘dm'.li nmdi genide Linie.n aln (Jre.nxnUle 
von IvnuHini auflreUni ki'mmui. Kin aie.h hiiu’Von m uherzaufj^eii, 
Inalenkn man, duHs die (lleiehnn/j? I'ines Kreiai'.s in dnr ?<■ r-KInnu^ 
al.H einn linnaia' (Jleiehnn^ /.wi.sehen den drei Variahhni 


n- I I’A u, I' 

und hd^lieli aiudi, wenn ir und ic' emijiiKirl. iina'.^iniir sind, als 
lineare. (Heiehun^ '/wiaelien 

inr\ ii\ ir' 


dargeHl(dU. werden kann, ('hva in dnr Form 
(2) Ait'ic’ 1 ///e j li" ir' { K'r™ 0, 

Hierin knnu/I reidl an^n'*Hnnintni werthm, und wir ae.txie.n c.h 
nur dartun iiieht Khdeh I, well din {thnnhmi^^ (2) aueh fiir die 
parade Lini(< g(dten ntdl, wenn man /I d Hek/,t. Danii nind 
//, //' eonjugirl Imaginiir und int retdk Ma<-ht. man ahnr in 
(2) die SuliHlitution (1), iudem man nue.h 


HO erhiill man eine (Heiehung von dersidhen Form wie (2) 
'/.winehen den Variahleu di<‘ uIho wiedor cinini Kreis in 

der .>Fdiene darstellt 

Die DoiiHlanteu a, «, (i lasHeii nieli ho hnKtinunen, tlaas drei 
Hi'dingungen hefriedigt werden, % H. su, duns drei gegehenen 
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Sechster Abscimitt. 


§. 52. 


Pnnkteii der einen Ebene drei gegebene Punkte der anderen 
eiitspreclien sollen. 

Als Beispiel nehmen wir einen Kreis mit dem Radius c um 
den Nullpunkt in der ^-Ebene, und verlangen, dass die Kreis- 

peripherie der imagi- 
naren Axe und das 
Innere der Kreisflache 
der Halbebene der 
negativen u in der 
li) - Ebene entsprecben 
soil. Damit ist die 
Substitution (1) noch 
nicht vollkommen be- 
stimint, sondern es 
bleiben noch. drei reelle Constanten verfiigbar. Uni diese zu 
bestimmen, wollen wir festsetzen, dass der Mittelpimkt desKreises, 
also der Punkt ^ = 0, dem Punkte lo — — a entsprecben soli, 
worin a eine positive Constante ist; sodann soil dem Punkte 
der Kreisperipherie ^ = c der Punkt = 0 und dem Punkte 
Z—-—C der Punkt lu = + ioo entsprecben, dann erhalten wir 


Fig. 27. 



! 


+ ICO 

w 


0 





~iod' 



(3) 


lu = a 


2 — C 

2 o'" 


und diese Function giebt also die conforme Abbildung einer 
Kreisflache in der Ebene auf eine Halbebene, bei der die 
Punkte der einen Flache denen der anderen gegenseitig ein- 
deutig entsprecben, und bei der entsprechende Punkte immer 
stetig mit einander fortriicken. 


i 


§. 52. 

Beispiel III. Coiifocale Kegelscbnitte. 


Wir betrachten noch als letztes Beispiel die Function 
(1) s = cosw, 

worin die Function cosinus fur ein complexes Argument durch 
die Gleichungen 

cos(^t iv) cosw cos'iv — sinw siniv 




(2) 


2 




t’ 0 n 1 0 (' a 1 1 ', K 0 {v (31 s 0 h n i11 e. 


(h'Jiiiirl, ist. Ks ('rfriolit sich lu(!raus 

a;-— cos/f. cos ? vj, 
y ™ i sill u sin i c, 

und wcmi man u iiiul r cliiuinirt, so folgt; 

^ cos“ /c sin-i c ‘ 

™ V~ 1 

i'0S“tt sin^vf 

1'jS cutsju’iclit also oinmu coiistantou v cine ICUij^^sc, dcron 
I5rcnnimnkic die ('.oordinntcii ” J;„ 1., ;//r~ 0 Imlicn. Einoin 
cunstanh'n >i cntsprichl. cino Hypcrbcl niit dinisidlicn Hrenn- 
imnktcn; // nnd r sind clliptisclio (joordinntcn in dcr 
Khcnc. Um allc Wcrtlic von 
// und jeden nur ('inmal /,u 
('rlmlt.mi, liat man r von 0 
iiis f und H von — % bis it 
Kclu'ii XU lusHiui. Wenn niini- 
lich /' von 0 bis unondlicli 
i.!:idd,so c.rhiiU, man cine Hc.luuir 
ili(? I'anxe I'dieiu' (unl’acb IUht- 
xitdientbm I'Ulipsen, deiam ersl,e 
filr r 0 sieb auf die Ver- 
bindmi|j;ssl rerke dei' beidmi 
lirennpunkLo y • 0, .r - j I 

x.UHammonxiidd.; und wenn n von - - jr ))is -[ % fj;eb(,, liinfl bei 
conslaniem v der I’unkl a:, y auf eiucr dicser Kllipsmi gmaide 
einmal lienim. Zwei Wertbe a und ii tc enisprecbcii den 
beidmi Ac’Htcm derHidlieii Ilyperbol. Licgl; n xwiHclmn —• tc und 
} jf, HO iht X positiv, und man erhiilt dann den den Ih’uiin- 
puukl X I I, y ~ 0 umscblioHsendcn Asl. 



Si('Ill'llt«r AhHfhintt 


D i f f e r o n t i a 1 k 1 ts i a h u it k it. 


Dct'initinu uml Muit hi'ilua?.*:, 

iBt (lio (JniKst' // I'iiif l''uurtinu \M« ♦nh" f i-U-r }u»*ii!,ir!, uu- 
alihiin^n^'on Vi'riimh'rlirhrti, .hd kaim ihi /a *.t5ust?r!»|5.usf.? mit 
(lioHon ini}il)li!iiiKiK‘’a in I 'a-lsir.l* ti» r \\ ► s .*- 

godriickt; sciii. Drr I'ialnchHli* Fall i‘4 drr ♦l.r*. »ii'- 
Vartabc.ln tind din Fuiu'tiuu durrh rmr t(Irt< l-.un ■ naf • ;i..ia.lrr 
voi’hiuuU'u Bind, in widi'litn* auH^rr ihw-u tan > •m.-A 
vorkommcu. Kiiui Holflu* Olfinliimic nnaiif m a-, •■n.r .-Sidii.-lu' 
(llcuchuug '/.wisrluai dnu ViTimdrrtirlu ii, nud > . i«it 4i-.l•^n 
Nainon auHgt>Hpro<’lu‘ti Hniu, du-^N, ui dnr Stl.-j, hnu,? mn ••Jidli* hr 
(iriisBuii, alno kidm* DiiTfri-titiuln, amit h. lur \ .ais \,ni 

DillbraitiaUni vm'koiamru. tin tirgriin.4t/«- ,'ij »lrji . hr« 

(iloicluiTignu zwiHrlifii dim v«’nyidrrlsr|jrfi f-ii.-hra dm 
Difforontialglcinhuiignii, 

Untdi* tdnctr Diffarniitialglririitf li iai’A>-h,-n «» •anr 
Glnicilnmg, wclchc uuHstT dm ui!»hhiiiii*i' 4 ru Vrj;4!i,i''ilirhrji und 
dor Function noch oiium nd«‘r nndirrrr |ii!l«'rritti.nl|n..ii. i.la-u dm- 

Function cnthiilt, 

Wir untiTHrluddon gowohnluiir Itjilrinds-il^lrirl^nn^rn 

und partiollci Gillt'rcnlialgltnrhtnii'rii. Wird h :il-. lui. imn 
von iiur oinor \ariahhni x {ingcHidinn iind ksitjiiurss drinii-irli m 
dor Diircrc.ntialglciclmjiK imr di*- mndt dn-i.-r \auaMm ,r 

gcnomntonon I)in(*rontiiih|unttriitnn v<«r, wi dir 

oirio guiwdhnlicho DinVrnntialglrirlsain?. Soil .}m 

Function von riudironui ^’unaladti uldi.u.^ig -r-tii, mul rjith.dt 











Huh vollHl.iiiiil 



(lit' niirt'i’('iiti:il{j;l('icluui|i; tlit'. jcirtit'lltui I)illercntial((iu)U(!ul('ii 
nach nit'hn'rcii Variala'ln, so wird (lit*, (llt'ialiniifjj oiiu; pa.rl.itillo 
D i ft’t' r(' u t i!i 1 ^ 1 (■ if li u n {fi'iiaaiit. 

Wir Un'ilt'ii (lit'. l)ifr('r('ii(ialti,lt'ifhnii'f('.u (dit', fjjowtilnilic.lii'u 
wia (lit' jiarlit'llt'i)) in c rs c li i t-d n n f O rd n u n-j; t)n ciii. Mine 
nilTtn'ontial^^li'iclmuiL? von del' a‘“" Onlnuu^- ist, t-iiu! sokdio, in 
wt'Udu'i’ l)iHi‘ri'nii:ili[U()lit'nt.(’n vnn dt'.i’ n‘''" Onlniinji; uiid kuiiio. 
lu’du'rcn voi'kiHniUi'U. 

Wir unii'rsflu'idtni 1 in cart' l)iirt'r(niiia,lfji;lt'i(dum}j;('.u und 
n i c h t,I i u(s ar t'. In cint'r lint'art'ii Uini'n'idialfflcichunn; ktnnnu'u 
tlit' I'diuftitni ij und ilirc Diirt'n'ntijdtiiudii'nU'n nnr hi crsii'r 
I’ntt'ir/: vor und keint' Prndnctc dt'r Functitni init; dt'ii Dill't'.rt'niial- 
(juotienten odcr dci’ Diircn'ntijdiinntii'nt.t'n unlcr cinandcr. Mine 
gowtihnlitdu' liiu'arn nin'crcnUiil^dctcliun/^ Ordminm; isl, danac.h 
vtni del* Merm 


(/'•(/ fd' ‘// 

t/.r'' ((./•“ * 


'd 


(I'hj 


(It 


<(!/ 

(lx 


lift, 1/ • -V, 


wiirin (/,„ -V Mnnctiniinn von x allcin tidi'r auidi con- 

stuntc (Irilssi'ii shid. Isl. X ' 0, so hcisHl, die lincart' Dill't',- 
rcnlial'dcit’hunj? li o m o c n. 


LilluiU’O Diltbrontialg’loichung’ciii. 

§. Ml. 

I)ic willk iirl ioli cn In tt'^raUtinHouiislnulcu. 

Diis vollHliindigo Inlcgral. 

Mm oiiicu ersten Mdnldick in dit' NaUir dor Ltlsung oincr 
gowdlmlitdn'ii DincrcnlialKlcit'lmng m crlangt'u, gtdu'.n wir nus 
von cinor oiulliohi'u Mlt'icliung /.wiKchoii x und //, die. aussor 
dicsi'u vt'riludt'rHt'hcn UriiHHcn uotdi (‘inc. gewisso Au'/nh! vtm 
(kuiMtantcu ouildill. Unroll n nuil wiodt'rhoUo UiHoroiitiuliou 
It'itcn wir aiis diosor primitivcu (Hoiolmng n luuio (iltnchungcn 
her, von dciicu die ersto keinon htlhoron Uiireroniialtiuolientmi 
als den (irsieiu die /.wi'ile koini'U ht’dmrun als den y.wt'iten, u. .s. f., 
die let/'do kt'inon hdhoren uIh den enthillt. Ann dtnn so 
gt'Wtiimt'nen SvHteine von n Uleiolnnigon und tlttr primitiven 
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Si fhi' u t •*i' A f h in f t 


GlcicliuiJf? koiuK'n wir n (‘nuNtantr 

litisuUiit wil'd cim- .^fwiihnlit'h.* dri, i/ 

luuig Hfiii, wtdfhf H fuuNtunti* (ilrii%«ru j .i!.. .jj,. 

])i‘iinitivi' {Ili'ifluut' 4 , aus iltT hir h.-rmr ■■ n 

Diirch dir |iriuiitivt' tnt ,’/ -d • I ra 
btslimiiit, duss die Uitli'ri'titialtdrifltuij;; ii.f' vm l I.hh* 

Fiuictiou I/, dio (U’l* u/f ruj,. 

Liisuiifi: (otU'r autdi cnn lut«'ta'al| ilrr liAb-s.-sAa.ih'b-v Imaa, mu} 
dii^ AulTinthniK drr laisuusi dt*' lat. A. > Miff,-. 

Aus dor vorlu'i' uu,40Htidlton .-.in ir!,.a, 4 , 

oiuo cmdliolu' (lloiohuu.u /.vvihrlim ^ nud */, do- i. ;,!|4|. 

gloicliun^f OrdlUlllg iiouiu'i' Iri*?.!, k t -.ja ? •■! 11. 

kaun, dio in dor DiniTontiah'lrirliiino j.n iJ i..;I !a:a a lu.'-.r 
?! CouHtantou sind viillig unbo'Hfimmi. I’n-so!, ijs-{ ijfl- 
rtuitialgloic.huiig gs'aoltru Man la-nist 'a- >i*L-i 4 ;, -A. • i r 

lirdu'ii t’onstanti'n do-, lulosnal., an.! *li< ^ t-lU h *4 o Kn?-.- 
luiisst das vnllHliiudiifo dr? *>■: J * j .-2. 

gUiifliiingi'.u Ordiiuis!'. ttmu ttnih. L r, v. i..!L n I> i • i‘.|; 

stallion dnrin vnrkimuiion. dto -.oh uir'ii! .uii .-i;, . a j.- \ij- 

/!ihl ri'duoiron Insson. Im m >-shf 

cndlioho (Uoioliuiig ‘/whohon « and fj, •!:*• >! ? I 
glo.icdumg ?!“’'(li'thiuug gi’UUj't. nn |»;a-U. . ■> Isa.' oi ..I, i.-s-!a« 

sio wouigor nls n willkiirUolu* (**«»•.! UiA-u .-lAli.A-! 


Ilointigon0 linoaro Ihl A-i on 1 1 i 


Wir liotrnrldon uujt r-iuo 
gloio.hung Ordming 


(U 


(h II 


(h 




lintll* 




*l.d 


l')s soi 1/ 1 oin |»a rli oil I»1'.-I*. 

aur.U !/ r r oin htdolun win, iJriiti s.a-. !* 4 -s \ .j.v 

wird (lio Dilldrontialglinohung orfnili, «, nf.j!* 
schroibt, ulsn 


u, 


f/« , 

f/./« ’ 


4 . »ii4 
.■o'l.'aui? 
.1,4 14 r 


( 2 ) 


ih « )' 
d.r s 


4 . r 




Homogene lineare Differeutialgleichungeu. 
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Wire! mm aber cY fiir y gesetzt, so kommt auf der linken Seite 
nur noch der fiir alle Glieder gemeinschaftlicbe Factor c hinzu, 
so dass aiich jetzt deren Summe versebwindet. 

Sind ferner y = Ti und y = particulare Integrate, so 
kann man davaus ein neues Integral 

y = Cl Y-i Ca Ta 

bilden. Dieses neiie particulare Integral ist dann von Yi und Y^ 
nicht unabbangig, sondern aus ibnen linear zusamraengesetzt. 
Dagegen heisst ein Integral Z, von Y^ und Ya unabbangig, wenn 
es sicb niebt in die Form Yi -f- Cg Yo bringen lasst. Ueber- 
baupt werden h Integrate Yj, Ya, ... Y?, der bomogenen linearen 
Differentialgleicbung von einander unabbangig genannt, wenn 
sicb keine constanten Coefficienten Wj, Wg, ... ajc, die niebt alle 
versebwinden, so bestimmen lassen, dass sie der Gleicbung 
ciiYi Wg I'a -j- • • • cik Yjc — 0 

genii gen. 

Man siebt nun leiebt, dass eine Differentialgleicbung 
Ordnung niebt mebr als n unabbangige particulare Integrate 
baben kann. Denn sonst konnte man jedes mit einer willkiir- 
licben Constanten multipliciren und erbielte durcb Addition der 
Producte ein neues Integral, das mebr als n willkurlicbe Con¬ 
stanten entbielte D- 

Hat man aber n von einander unabbangige particulare Inte¬ 
grate gefunden, so ist 
(3) y = Cl Yi -j- Cg Yg • “h 

das vollstandige Integral der bomogenen linearen Differential¬ 
gleicbung Ordnung, und Cj, Cg, ... c„ sind willkurlicbe Con¬ 
stanten. Daraus liisst sicb jedes particulare Integral 


P Die nothwendige und hiureicbeudeBedingung dafiir, dass die Func- 
tiouen Y,, Yg, ... Ym linear unabbangig sind, ist, wie sicb leiebt zeigen 
lasst, die, dass die Determinante 


d Y g cl^Y, . . 
dx dx^ dx"'-~^ 

von Null versebieden ist. Hatte man aber « -|- 1 unabbangige Integrate 
3b: Yg, ... Y,i^-i der Differentialgleicbung (2), so ware 




Yv 
d a;" "■ ^ 


_|_ • • • -|— Un 3. 1 


0 


fiir »/ = 1, 2, ... « + 1) und die Determinante dieses Gleicbungssystemes 
ware von Null versebieden. Diese Gleicbungen konnten also nur befriedigt 
sein, wenn alle Coefficienten ftoi ^<i! • • • fOt gleicb Null waren. 

■Riemann-Webev, Partielle Differentialgleioliungen. 9 





Al.-u-hailt, 

herloitcn, iiidfiu in.'in ilfU C'nnstunlrj 
b oil Off t. 

Woiin ('in partio.ularos lutff^rul ab’ b. k:i 
so liisst sich (hulurcli (lit* AutVindtuu' '-t 
liito^n’iitiou (diu-r I)ill\'rfutial? 4 lfii'hiuis' dr-r- 
niodrijJtoror Onlmtufi:, mul auf riijr cbiadra 
VVcnm niilulich Y wif I'bni i-in {'-‘H’ 
DinbroniialKlidchunf^ (1) int. n.* I’uhr.- mm 
Fuuciioii r ein uml sct/.o 

(. 1 ) ;/ 

Uidbi’oiitiirl; iniiu min (4) uirdmijMll, 


(f“>) 


// 

il'l 

(lx 

ihii 

dx' 


Y 

dY 

dx 

d' Y 

d, ■ 


V d X 
vd r 
vd < 


I I 


woriu dio I)inVri‘iitiuli«ni bi-. /.nr t.*. 

Womi uiau ditma (Hrirlmu|^»'n d»n- lb-. 


... iimltipliairt mtd mldtr!. a* •■th i'. 
YOU F liofricdij.'to (fbdt’humc {«» brrsi. I.-jr. 


Soit(i uimni Ausdruolv, in dmi du'. * *1 


dor dio Functum v uiid Hruir n I ri A--:* 
iinoar tuid lumioKon mithult, niol *b'r i>'ir 
y eiiK! LdKinig vtm (Ij >*>11 I * j if * 
Funotion v dundi oim* I)jlT«T»'ijts,il,},*lri. I,ns;, 
(1), abor nur vtm dm* (n I f““ HmhaiSiO 

Ntdiiueu wir n ■" ‘i mu ',i. b 4, 

f^loio.huug, wio uboriiaupt j«d«‘ Ibit- 

Ordmuip;, allK<‘'inoin inb-grir'-n. ttitd 4.du<' 
Intogrntion oinor lismartm ImmiigoiK’is Ib’lrj 
Ordmuig nuf Quntlralun!n /.nrurki-'*ibLf i, 
Integral gofundon iht. 

Nelnnou wir, mn tiios tdhrr d.u.'tiba-,. 
routialgkiehiujg in der Furm au 



von V 


yr dv 

^ The 


^s + n"<7r + “'^j = °- 

Dividirt man diirch Yv, so kann man diese Gleichung auch 
so schreiben; 

+ a = 0 

dx ' 

Oder; 

Y^v = 

Hiernach wird aber das allgemeine Integral von (6) 

^ — fadx , 

( 8 ) , = 

iind die Integrationsconstanten sind die beiden additiven Con- 
stanten der Quadraturen. 


liomogene lineare Differentialgleichnngen mit 
c 0 n s t a n t e 11 C o e f f i c i e n t e n. 


Es sei die bomogene lineare Differentialgleiclmng Ord- 
nung gegeben: 


/•-.N I d'^—'^y , I \ A 

(1) “»rfi; + H + — 

worin ao, «!, ... a„_i, Un reelle constante Grdssen sein sollen. 
Wir konnen leiclit particulare Integrale finden. Setzen wir z. B. 


mit constantem os, so ist 


Fliliren wir diese Wertbe in die Dijfferentialgleicbung ein, so 
ergiebt sicb 


-j- Oia^—^ ■ 


—[— Clfi — X W —[^ fl)j) • 
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SifluMit*'!- Ab.finuft 


Dies kaim iiiclit aiidcrs (i.*r Fail H.nn, ah .ii- 

grdsso 0 wird. Di.‘ .'oustaut.* Dms ? - 

dor (xk'iolmiiK^ 

(2) (j)(«) rr“ ‘ 

Wir l)(V/td(dnu‘U dio aWiuvtdu dt-r iDn.! n :S - , ^ 
und ludnuddoii /.uuilrliht th'ii Fail, d.r>'« s*' mu- 

luidor vo.rHcddodou sind. Daim hal"-!* r. i.-n ^ ii. l-i ujmI, 
hiingigo particulars liiii'grah* «l'-r i . ' uishiis 

r*‘t , f ** , - 

Das voUHtilndigc lutognil i ’4 

(a) // ev-. • 

Hat die {JlcicdnUig /D-“ (iratkat, wrl> L«'i *>■ -t'J- ' is'i- 

lulni lYur/chi, at) koiuiDCn iUj*'!*- uiua^'t i-.t-u a<-: ■ ■ i'ni \hi\ 

d. li. di(' I'iiio ist vita «!«'r Form a , di d.-s 4i*r 

Form n -■ A/, I'F sfiau /. D «. mnl *5, •■•; !• -r 

idlro Wur/tdu 

N.^ ft i f 

// _. » A 

daiin crgiold Kirh 

I - far"®' r‘* Dv'’ ‘ ‘ ■■' 

r«> :{r, . rjru-M, > • - ; A ,i 

Da nun Cj und cj willkdrlirlto ir, i, ... ; -air 

dafur Kwui aiulma* tduluUmi, ludriH wn • 


Di *.M -F 

Daduiadi crluiltcn wir 

rir’n- I r^' |Aj 


Das idaw iUigi*WHndl»* \ rifaFi.-i.. niF-vi ' 

. r *■ \1 . dr 

' .jli .sr 

wonii die. (iltdt’huiiii lu « iiu-tjl l.mh f i 

r tt ri :■• 

b. hd 

Man (‘rhult «lit' Ldhiinii m dir'i.-m ! 4’!. 

. . ?.v ; 

.‘.'-if 

folgcndoin Wugo: 



Wir l)(7.(‘itdutcii tii*' liido- ‘"‘-t*-- d.-r Dr 

:,*5 dr'-; ' > 

|. 


HyruboliHch wit Dff/i, wdi.-is -aU** 

«) a,,) . 




■ 4 ) ills I'uiu’iiou (li’adfs vou « diircJi (2) 

1. _ Wciiii wir mm die l'’()rtiicl (f.) wicdorludl. iiatdi « 
’(Ml, wolici di(' d('rivirt(Mi l^'iiiKdimuMi vou <;> (V/) niit 
[«),., lu'Zi'icdmt't siiid, so (M’hitll, num, wonn luiui li(‘- 
« niiin dio luMluMildliJio diu* DilloriMilialiou ua.oli .r uud 
rlauscluMi, also 

’ 1 ’: 

un « oiuo /aCaolu* Wurzcd dtu’ (iloiidmng </> 0, so 

0 , (//(«) 0, ■ ■ 0, uud dio (Uoi- 

11) /.(M'gou utimitt.olllur, dass iiiuu liir ('inti stdolio \Vni'/,ol 
iinaldiiiugigi^ paidituilaro Inlogralt' {'fliiilt: 

lliMi also di(> Wiir/.idii diu’(iloioliuug </> i) iu (IriiinaMi 
i/ll,,.. iint(M’ oiiiaudtM’gloiohor, so ist. it m j /a, j •••, 
llKiMiioino laisung diM’ niniM'iMitialglcitdmng (I) isi, 

// /(./■) r'“ 1 | •••, 

)»/i • willktirliolio gau'/.o l'’iin(’tioiiou diM' (Irado 
/, ii... siml, dcM'tMi ('otdrioii’UtiMi, a an do’Za.ld, dio 

uMi (kuistanton d(M‘ lutograliou siiul. 


i?. a,. 

‘ouduug. Soliwinguiigoii imui'I* Maguotuadol 


wolliMi als BoiH|iitd 
rdnniig liotniolitou 


dio 

(Lv 


ftdgcMido Din’oroiitialgloiohung 


/i- 0 , 


md n iiohitivo (aiiiHlauton Hind, UioHo. (rloio.hnng komint. 
dnngtMi liilutig vor, Sio drihdit H. dii^ So.luviiigungou 
,51101 nadol HUM, woun ij dit^ als kUdu voniusgoH(d7.to Ah- 
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§• 57. 

lenkung aus der Gleichgewichtslage und x die Zeit bedeutet. Es 
ist dann angenommen, dass auf die Nadel eiiie mit y proportio- 
nale Kiclitkraft und eine mit der Geschwindigkeit dy jclx pro- 
portionale, der Bewegung stets entgegengesetzte Dampfung ein- 
wirken. « 

Die quadratiscbe Gleichung fiir Wg wird bier 

(2) 062 2£C6 -f w2 = 0, 

wenn wir zunachst £ = 0 annebmen, so wird 06 = + ^.nd 
die allgemeine Ldsung von (1) ist 

(3) y = Asinnx Ar ^ cos nx^ 
wofiir man auch 

(4) y = A sin n {x — a) 

setzen kann, wenn A und a die Integrationsconstanten sind. 
y ist bier eine rein periodiscbe Function von x. Der Coefficient j4 

(positiv genommen) lieisst 
die Amplitude derScbwin- 
gung. Die Periode ist T 
= ^Tijn und wird, wenn 
^ X die Zeit bedeutet, die 
Scliwingungsdauer genannt. 
Die Constanten A^ a kann 
man bestimraen, wenn fur 
einen speciellen Wertb von x^ etwa fiir s'; = 0, die Wertbe von 
y und von dyjdx gegeben sind. Fiir x = a ist y = 0, und 
wenn wir also den Fall der scbwingenden Magnetnadel im Auge 
bebalten, so ist a der Zeitpunkt, wo y durcb die Gleicbgewicbts- 
lage gebt. Nebmen wir x, y als recbtwinklige Ooordinaten an, 
so wird y durcb eine Sinuslinie dargestellt (Fig. 29). 

Wenn a von Null verscbieden ist, so sind zwei (oder drei) 
Falle zu unterscbeiden. Die Wurzeln von (2) sind iiamlicb 

a — — £ + ^ ^|n'^ — f 2_ 

Es sei n > s, also die beiden Wertbe von a imaginiir. Die 
allgemeine Losung kann dann, wenn 

n' ~ )/n‘^ — £2 

gesetzt wird, in der Form dargestellt werden 
y = Ae-^^ sinn'(a; — a), 

Oder, wenn man die willkurlicbe Constante a = 0 annimint; 

(5) y — Ae~‘^ sinn'a:. 


Fig. 29. 



Sf.liwiugiiu^M'ii ('iiu'r M aixue I luult'l. 


Man (‘I’hiilt din Maxima uiul Minima von y/ aus <lni* (llnichun^' 
<1 !l (1,1' (I, also a,us 

(d) r '•'■(//'cos a'.a -c sin a'.a)—: 0, 

mul wcnu man nimm \Viuk{d (p ninriihrt, dtu' diiiadi 

Ig (p - \ 

' n' 

dclinirt. ist, dor /wisc.licn 0 nnd ^ lic.f^l, und urn so kloiuor ist, 
jc. klciimr a isl, so siml die. posilivtm Wiuv.idii dor (ilnic.liuDiijf ((i) 

, TT 

a'.a„ ■ (p, 

I IT 

u .a, (p 1 -jr, 

n .a. ' • (p I 2 jir, 


ni<5 zu,!'t'hiirif<cn Wortlu; von // erhiilt man aiis (o), also die? 
iiussersieu Lag«‘n, wo die Ma|j:neliiadtd ilini lU-wc'guiifjf uink('lH'l: 
//„ ,1 a ' cos 

jh '.la ' '' a,os (/', 

//',>, <1 ^ ''’COSf/', 


uud da,rails, da a'(a, ■ .c„i • ■ a'(,'a — .Cj) ••• tt isi: 

lo; 4 ( //,) lo;j;//i, 

lo|j;//a //)) ' ^ 


Die '^niiudnsame DilTeranx die.sm’ Do^^arillimcn wird uach 
(la. uss das lof^arit.lim iHchc Decrement, genannl., wiiliroinl 
2 TT It' d i e S r li w i n K im K « - 
dauer heisst. Din Ileohachtniifj: 
dies(>r lieideli (Irilssel! dieiil. /ur 
Heslimmnn,!^ von a nnd (. 

Die Hi'weKung der Nadid 
ist. also hier gUdehfalls oscillatoriHc.h, aber mil st.eis abne.hnK'u- 
der Amplitude. 








Sichcnfrf Ah'^k-huiti 



m 

Betraclitot niiiu a- uii<l >l \vi»‘ih-r al • i-- af'A-J.ls*- r.li- 
iiatoii, HO orhiilt man dio ^ urso i'i;,?. ■«*< ta. 


Foi’tHoiziuii^. AiM'fiiuiiH.-li*’ >fliasu 


Wenn mui almr i « o i^f. 'iaiin W‘s4'!; Aw Wnu'.h. n 
rcoll, mul wt‘im wiv »i ] ' o ' a -i/. i!, *- t » lo . lii.,! 
kltiiimr jiIh a, uiul ilus allin'iiifuo* ‘in, > s>-r Iu?U't. liii.il 

gloiuhuiig §. 57, (1 ) wirti 


(0 


!l 


worin 

a uud h 

di<- 

lntogratn»in»‘»»!i fans, n 

HtiiniiuHi laHseui. 

, WtiUi I'lir < *> do- WfsH 

g('g(d)(ni Kind. 

Man . 

aindl 

( 2 ) 

dx 

* ' 

jt/U "• 


r. i, 


Ka sind titui witnlor /.un I* ills* aii ttiJ'f: • - 

1. Womi It Uml A jI«- \ --i •« <• ; ' s. 


kiuui woduv ij nu('h t/i/ d.r !ui‘ "-nHOi ^ o il$ -h ■ . ‘: ■ . , s 



ohuB dia liitdduug ihror a-, 

(JknchgawiflitHlngn jialifro iFii?. /.li 

2. VVmUi dif (!l!)IJHt:ud»*lS H, A sLt.' l <• -in.,*:. .i;.> 

dan poHitivo ™ Vtir/.fitdooj halii'U, *»*» wn4 7 =•» ^ 

.r„ von ./•, and i/i/ dx i» inr tnon, , .r i ; . 


also j\ 'A* Fur cin uiirinil}t-|i •. n.-j.l y 

nogativ uTicndlich nvimn tiiul fur «-«i 7 , 



Sy HI (>mf Iini*iir i*i- Hi 1 'I'cr('ti I,ia 1 loio,li ut) i'n. 


i ;;7 


h kU'iii. WtMiu /. r>. (li(' Maj!j;no,tiuulol dnirli ciiu'ii 
n Stoss ;uis di-r (ncicli^t'wichtsliigo ^('brac'lit isi, so 
s zu (uuom j^fowisst'u MaKiimuu den* Ablenkung gidion, 
ziir '/A'.lt .t\ or- 
vou da an sic’h 
Ci'\vicld.sla|j;('. witi- 
plotisch uilhoi'i! 

Ill l)('idt».u 
10 oKcillatorisolio 
iiiolit uiii^dioh, 

‘uui dahor dioson 
poriodisoh. 

nooli t'iu di’iilor llauptrall iibrig, iiiltulii’li d(M‘, dass 
(lass also di(' (lloioluiiii^ 57, (2) zwoi i^doioho Wur- 
lu ilioHom Fall(‘ isl. dio. all^^auoino Ldsuiig dio- DilTo- 
-huiiK (1) 

// ' (a.r I h) t' 



ar^un^ ist f^loioldalls aporiodiso.lt. Sio isi von d('r Art, 
zoijj:l, woiiii (I 0 isl,, Koust von dor Art dm' Fif^. .‘>2. 


ino linoaror D i t’fo r (‘n Li a 1 gl oi o h u ii g on mil 
(’ o JiH t a ii to. n Fo(' ffi oi o n to n. 

nli^gration oinos SystoiiiH gowldiuHolior Hnouror Oin’o.- 
cliuiigou iiiit inohronm uldiilugigon Varialdou kann 
‘It fortgoHolzto Dinbroiiiiaiion and Isliniiitatiou allor 
II Varialadn his mir oiuo auF dio Iniogratiou oiiior 
Iglotoliung von on(s|irooliond hiihoror Ordmuig zurilok- 
Ian kami iihor uuoh ntngokidiri (*iu Synlom von DilVo- 
ohnngon hiihoror Ordnnng <lnroh Finfiilirnng nouor 
an Stnllo dor Ilin'orcuitiahjuoiituiton auf oin Systiun 
onlialgUuo.huiiKon znriiokt’iihron, in dom ntir orsio Dillo- 
tionlon vorkoininon. Wir wolhai hior iiooh oiu sidohos 
traohton, das wir in Ho.zng auf dio. Din'oroniiahjnolii'nton 
umtolmion: 
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— ^11 Pi + ^12 2/2 + '•• + ^in Vn, 
Ay2 ( II 

~dx ~ *^21 2/1 + C22 2/2 + •'• + Vni 


- Cm Vx + Cm 2/2 + ••' + CnnVn, 

worin die Cuii Constanten sein sollen, 

Setzt man liierin versuchsweise 

(2) 2/1 = 2/2 = ‘ • yn = 

so erhalt man ans (1) zur Bestimmung der Constanten «2, 

... a„, ^ die Gleichungen 

(Cii — A) Cli Cl 2 «2 H-h Cin an = 0, 

C 21 -j- (C 22 /I) ^2 -|- • • • -f' C^nUn == 0, 

Cni tti “I” C«2<^2 ■ ■ ' H"" (Cnn an = 0, 

und wenn die Constanten ... a„ nicht alle gleich Null sein 

sollen, so muss, wenn wir zur Abklirzung 

I Cl 1 - /I, Cl 25 • . . Cl 51 I 

T /I \ _ \ Co I, C<> 2 A, ... Co 51 


setzen, A eine Wurzel der Gleicliung 

(5) L(^) = 0 

sein. Setzt man fiir A eine Wurzel dieser Gloicliung ein, so 
kanii man aus ( 3 ) die Verhliltnisse tti : ttg • ••• - an bestimmen, 
walirend ein gemeinscbaftliclier Factor h willkurlicli bleibt. Nun 
ist die Gleichung ( 4 ) vom Grade und hat n Wurzeln Ai, A2, 
... A51, denen n Systeme der Constanten «!, as, ... cin entsprecben. 
Man erhalt dann die allgemeine Losung der DifFerential- 
gleichungen (1) in der Form 

2/1 = /ii ai 1 H- 7^2 «i 2 am 

( 6 ) ~ '^*21 + Ka-2 2 c^'^^ -|- ... hn a^n 

yn = flnl ® + h.2 a„ 2 hn ann , 

worin /^i, ... hn die Avillkiirlichen Constanten sind. 






SHI (• u!i‘ 1 i II(‘!irc !• I)i ri'i' i'l'ii (iu 1 jrlt'i(ill(111. 


IH!I 

jso H{'ir;i('htun/:f xiuiiiirlist. inir t’iir don K'lll, duss ilii' 
<!"') n volt t'iuaiuUn' voi’scliioddiH! \Vurx{‘hi hat. Sic 
■r aiio.h in ciiiciu amh'i’cn Fallo: Nohnioii wir an, dasH 
‘u Wi'.i’ih A niciht. niir dh^ 1 >i‘(,('.i-inin:in(.{' Koudt'rn aiudi 
mnitliohcn I'nlcrdt'icnniiuinti'ii von >/ - a; ■ [ - 1 Roiluni 

'indtui, (hum siiid (Vn* dicscn Wciih vini A 
d L(l) t/’“ ' 1,(1] 

'•'(An /I ' '' ■ 1 y ,, > 

(IK (I ' 

Null, und A ist (dm* (niindcHtcn.s) ;a hicln^ \Vurx('l von 
0. Diiiiii ahor hlcihcn ni von (hm (to(">nic.i(ud,cn 
lach den {Jhdehungen (oj willlviirli<’h ‘), und wii’ (‘rlinllion 
us (licHor (uuen Wurzol )ii von (duandcr uua.lih:uijj;i.L!;(* 
Ian* ia'isuiifxcn. Darans cr^icht sich dor Sal,/.: 

Dio Ausdriiodic {(!) kU'IDui dii; nllf^omoinc^ Dii- 
siuif^ dt'r Difft'rotit.ialji>;lo.ioduinff(‘n (1) dar. wonn 
fiir jtuli*. '/Hi’uo.jio Wurzed (hsr (noiodiiuii.^ L(X) 0 
ull«‘ n- Vi i l-r(*ihigon D nici’dota'rminaula'n von 
I, (A) Yorsohwiudt*ii '•*). 

uu ivaiui aher die (ilhdchunf^ //{Aj r *0 auoh (dm* a/IhoJui 
1 hahen, ohm^ dass alh^ n - vi> [ l-rcihi^om (fuitu*- 
liuantcn vcistdiwindon. Dana orlialtoii wir aus (2) ui(dd. 
uii.acndc An/.uld von parlicularou D(iHun{j;c!i, und in dicHoni 
kaim man siclt die ii()t.hi,Ln' Anzidd von la'isuujfen nur da- 
vorHchalVon, dass luau in ( 2 ) die t'ui'dVndeuteii a,, (C;., ... 
als con.-^tant, Hondfuai als gan/.e ratioualo Funetionen von 
iiiuat, wie ohen in §. dO. Dio an|j;eun'iuere Unt.orHuc,lutn|i; 
Fra^';e liisst sirh sohr vollHtiiudig und (dnlaoh dnrc,hl‘ulu*on 
iilh* del* 'rheorie thu* liiu'arc'u Suhatitaitionon und ihror 
‘orumlion, aul din wir him* niold. (dngohen kiinin'n 
1 dor 'I'lieorio der nnendlieh kh-inmi Schwinguiif^mi, in dor 
lahhhuidKn Vnrinhh* .c din Zeit. hedeutot, int. o.s von fi;nisHor 
i^krni, dfiNH die^e Wartahh* nioht au.Hserhalh dor MxiKinontial- 
ui. die in diohom hallo einen inia|i;inan'n Fxponontou 1ml, 

Verah WetuT, hehrlmch dec Aljjfelirsi, lid. 1, 2. Aull., §, *27. 

Wd’uii iimii in ilieHcm ludle tlurtdi I)itTi'r(‘ulifd.itm und Mlimouitum 
iilinli'leiclnius^eii Indifrer (ii'ilumm niit. luir {dm*r id)liiitiaiK<ai \'iu'iid)len 
wdl, tiu crii.df num inehi'en' IdUVrentittliJcleiidiutigeii von iuedrig(‘ri'r 
>■ (hnlijiuia. di-ren jrdo nur eine iiidfuiiKign Vtu-iftldi! erdliidl. 

Veri,*;!. Wrlit'f, Lehrlmch der Alm'hra, Hd. *2, ‘2. Autl,, -11, 4*2. 
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Sicbentei' AliHi-linit t. 


r.i'. 


vorkomiiit. Dios kauu also iiacU doiii ol)ou bewiosnirii Sat'/r aurh 
(limn ointrcton, wc'iin die bestimniendc' (xloiolninijlbl i^bdidu’ \\ iir- 
zeln luit 1). 


(iO. 

Rorocdinung bostimmttu' In(.c.|j:i*aJt' (lurch die I ii t ci^ra li"ii 
von Di l’foreiitdal}^"l('.ichunffcu. 


Man kann nacli Dirichlc.t's Vorgan|.c (lurch die lut<‘.cralii»n 
linearer Ditt'erentialgloiduiu^cu |^•c\visHo bcstimiiitc InOvuralc cr- 
niittelii, wovon hi(.u‘ oinijj;(( Hcisi)i('l(‘ fol^nni. Man scf/e 


(1) 


n 


V r-“ 




kit 


COS a.f 


sin «,f 


(la 

(I a 
1 «' 


worin h cine p()sitiv(^ Consiauli! sci, utid brtrachte ili*--,!* lull* 
gralo als Function dor Variablcn .c. Fiir den besiind(n-en Weiih 
X = 0 (U'hiilt u deal Worth 0 und liir u crgiclit sicb 


H 


, da 


od(3r (lurch die Substitution a — (P, da '2(hid: 


u 



{% 12i. 


Dnrch Dinbrcnitiation von (1) lindct niun; 




dn 

dx 


1 a sin uj df^. 


d i) 

Jfx 


(.—lilt I coKrt.c da. 


) Dies ist, wio in Tliomaon anti Tail, Nntnnd hniirrkf 

int, von Lagrango und baplatut ulK*rni*hfii w«*rth-n; ^rri?!. I.-.rU 
Uayloif^h, Theory of sound, 2ii'i edititm, vol. 1, p. ln?i. 








Bcrocliuuuf? boHUmmter luiograle. 
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Aii(l('rt'r.st'its mail alx'r (lurch DilfcrGiitiation iiacli a 

J^L ^ r ]'u ccsfAr) 

’ ^ cos 06 X 


■ kr ] a c.oKwa: -- xrr'^'‘ ]'a sin a a; ~\~ ' 

• kc I « sill ax I xd y« cos 05 a' -|~ 


2 yo( 


sill a X 

2 y« 

uiul wciiii iiiiUi (licsc horniclii iiacli a zwischoii dcii Grcnzcn 0 
und fx» inlcgriri, so vcrBcliwiiulcu die liukcii Sidtcn und os cr- 
gii‘l)t sicli luicli (1) luid (2) 


CO 


c;ci 

d u 

, 1 

.. 0 



r/~ ■ 

i ■ 


— V, 

, dll , 

dv 

1 1 




CO'i 

* ' 

1- 2 

™ 0 


u. 


Wt'iiii mail uocliiiialH iiacli a; dilForciitiirt, so erhiilt man 
liicraus vlor (Ui'icliuiigcn, aus doiuui man dvjdx und d-vfdx- 
(‘liniinircn ka,mi, uud imui wirtj aaif oiiic lmca,rc Didcrciitial- 
gloichmig /woilcr Ordmiug fiir n gcfiihri Ks ist aher hossor, 
die. ht'ith'U (ni'icliuugoii ( 15 ) dircc.t, oliiK*. dios('. hliiiiiuation, a.uf- 
‘/uKisim. 

Ztir HoHiiniiiiuiig di‘r (uii^gralloiiscoustaiitcni hat ina.n nocli 
(lit' la'idt'ii Hi'diuguiigi'ti 

(•1) ITir X ()• isl. « • ■ |/^5 


Wonii man die (lloicluingon (.-5), so win cs in don Formohi 
angedoutot isi, mil a, r und dann init —a, u niultijdicirt und 
jodt'smnl addirt, so iolgt 


{^"O 


/,•(„ 


du 

dd\ 

1 / 

. dr' 

dx’ 



^ >\lx, 

d u 


/ d n 

dr' 

' dx 

1 

Xr 

— U T " 

d X 


X, — k, 

K 'C 


und wouii man hit'r mil x, k multiplieirt uud addirt: 


(/A I 


dv\ 


■ x.{u'^ ■\ v^) — 0. 
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§. 60 . 


Nun ist aber 

2(udii -\- vdv) = cZ(^^2 -|- ^2^, 
und es ergiebt sicli also 


d log -j- v^) 
dx 


d logy/>;2 -|- rr2 
dx 


Dies lasst sich nun unmittelbar integriren imcl fiihrt, mit Riick- 
sicht auf die Bedingungen ( 4 ), zu dem Resultate 


Wenn wir zweitens die Gleichungen ( 5 ) mit — 7 c und x 
multipliciren und wieder addiren, so ergiebt sicli 

(/c2 -]- X-) (iidv — vdu) — (ii'^ -|- v^) dXy 

und dies kann man leicbt auf die Form bring en 


und durch Integration mit Riicksicht auf (4) 

4 . ^ 1 X. ^ 

arctg - = 2 T’ 

wenn der Bogen arctg beiderseits zwischen —und 
genommen wird. Setzen wir 

( 7 ) arc tg = i), 
so folgt liieraus 

'V , 1 , 

» = ‘S 2 *- 

und mit Riicksicht auf (6) 

U — COS ^ ijJ, 

( 8 ) Vk^^x^ 2 *^’ 

yjr .1 

V = --.z-../.., - sin - lb. 

x^ 2 

Damit sind die Werthe der Integrale (1) bestimmt. Macht 
man darin noch die Substitution a = /32^ so kann man die 





fil. 


Zwcil.cK lUiinpii'l. 


lut(‘f!;rn.ti()iiiS}j;ren/i'U fiir ft uuc.h v()i\ —a* bis - j-oo iiusdt'hiu'u 
uud (‘I'liiiU 

I- 

I ('■ (P .r (I ft .1 ^ ^ - cos i/;, 


j (r sill/i ’d/i • ^ sill 

wus sic.h mil; Ibuml;/unjj; ilor iniiigiiiiinMi I'Uiihcil, / nuc.li in dio 
ciiK' Forniol zusaininonfaHSi'n liisst: 


llicrin kuiui man uac-h dcm Sal/.c. §. ',) die jiositivc. (irtissn /r 
ill Null uborgolu'u lussmi. Daiui niihort sicli t/' bci posilivcm a-' 
dcr (Jroir/n ^ ysr, uml man crliiilt. aus {i)j, wmui man • I nn- 
nimmt 


'■‘■"'/(i ■■ 1'^" I /), 


idcr in I'oidlcr loirm 


)tlft I sin (/I--) d/i I 


Zwaiins Hois pick 

Wir l(‘i((‘U mudi dicHcr Mcthodc. noch cin .andcroH ImstimniUiH 
Inl.cj^ral her. Kh sci 


r coH uj- (Ia. 


wnraiiH dundi DiUbrontiation: 


I e «Hin«a'f^«. 
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§. C2. 


Anclererseits erbiilt man diircli Differentiation nach w 
d sin a = — 2 « sin ax da -|- a; 6““" cos a x d a, 

woraiis clarch Integration zwisclien den Grenzen — oo uud -|- oo 
nacli (1) und (2): 




und durcli Integration 

— — x‘i 

(4) CO = Ce , 

worin G von x unabhangig ist. Es ist aber fur x = 0 


e-^'^da = ]/% [§.12,(3)], 


und mitliin ergiebt sich 

( 5 ) cos ax da = ]i 7 t e * 

Substituirt man a']/i) fiir a und setzt q — x'\jp^ worin dann 
j) ein positive!', q ein beliebiger Parameter ist, so folgt die ctwas 
allgemeinere Formcl: 


1 cosqada : 


Oder aucli, indem man das Integral in zwei gleicbc 'I'lieile 
zerlegt ’ 


1 *1 / 

j e-vcosqada — - / — e 


§. 62 . 

Niclit liomogene lincare Differentialgleichungeii. 

Die Integration der niclit honiogenen linearen Differential- 
gleicbungen lasst sich nach einem Verfabren von Lagrange auf 
die Integration einer lioraogenen Different!algleicbung und auf 
Quadraturen zuriickfiibren. 



Dim -- A' 


laiitt't, woriu «!, ... a,,. X gcgeljene Fuiirtiou--ii \nji <■ sim 
Wir wollfii aniiehmeii. dass die liomugeiie (ileicliung 


vollstliiKlig integrirt sei. dass also n vou einaiider iiuabliangige 
Losungen I'l, r>, ... der Gleichung (St gefuudeii .seiea. 

Wir lassen iiuii eiii noch zu Itt-stimmendes 

?^ystem von Functionen von ,/• bedeuten iind setzeu 


uiid wollen iiiin die Functionen Ui, ao bestirninen. dass die Diffe- 
rentialgleicliuug (1) durch (4) betriedigt wird. 

Wenn ndr den .A.usdruek (4) nacli x differentiiren, so er- 
lialten wir zwei almlicdie Suniinen, von deiuni wir die eine jeducli 
gleich Null setzen. wodurcli eine Bedingiingsgleiciiuiig fur die u 
gegeben ist. Wir setzen dann die Ditierentiation btrt und ver- 
fabren jedesmal ebenso, ausgenommen bei der letzten, n Ditie- 
rentiation, 

Bezeiclmen wir die successiveii Differentialguotienten irgend 
■einer Function u zur Abkiirzung mit ... ... so bilden 

wir also das folgende System von Gleichungen; 


tjn) = 


A Vk Uk = 0 

a : v'k III = 0 


= 0 
^ A. 


Wenn wir die Gleichungen (;>) der Reihe nacli mit 
— 1 , ...«],! multipliciren und addiren. so folgt 
I)(ij) = XuiD(i'k) + A, 

und da nacb Voraussetzung Dlr^) = U ist, so ist die Gleichung (1) 


, Partielle Difforentialgleichungen. 
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§• ^>2. 


befriecligt, wenn die Fimctioiicn % aus don Gleicliungen (5'’) l)o- 
stimmt werdcn. Dicse siiid abcr fiir die Unbokaimten clukfdx 
linear, nnd ihve Dotcrminaiite ist von Null verscliieden i). Sind 
dann die DiHorontiabiuotientcn dujddx gefuiideii, so erliiilt man 
di(^ iMinctioucn Uk solbst durch jo cine Quadratur, die nocli eine 
additive Coiistante mit sich bringt, und dor allgemeine Ans- 
dnick ITiv y erliiilt die Form 


(6j y = i: Uu Vk + 6-1 -|~ 6'a Va - 

Nelimcn wir z. 11 n = 2 nnd dit 
gleichung in dor Form 

( 7 ) + + 

'• ^ dx’ ' dx ^ 

so orgebcu sicli zwei Gloicbuiigon (5'‘): 


I “h -h • • • -f Vr,. 

= 2 nnd die vorgclcgte Dillereiitial- 


'' ^ Vi'Ui ih'ik — A, 

nnd damns dnrcb AnlUisung, wenn wir 
(Oj wi'wi i\ vi “ J 

setzeii: 

(10) Ju[ = — v.j A', Ju'2 ™ Vi X. 

A ist jedonfalls von Null vorsobioden, donii sonst wilrde sich 
gcgen unsore Annabrne aus ( 5 )) oin oonsiantes Vorhaltniss : t\, 
orgobon, und man erliiilt also aus (lOj 

(11) . % -^ j . 

Danacli liisst sich die Fndtbrniel in folgeiider (lestalt dar- 
stellon; 

Wir liozeichnen die Integrationsvariablo in (11) durcli deii 
Bnclistaben miissoii dann abcr boi jeder Function in dor He- 
zeichnung ausdrueken, ob das Arguniont x odor | zu nehmen ist. 

Wenn wir dann unter c, Ci, willkurlioho Conslanteii vor- 
stelien, so ergiobt sicli aus (11) nnd (6) fur das allgomoino InUi- 
gral der Diirerciitialglciciiung ( 7 ) 

(12) y ~ j X (Ij \v^ (Ij Xj. (a;) — (^j u, (.r) ] c, {x) c.^ (a;j; 

es kommcn liier nur sclioinbar drei willkiirliolio Ooustanten vor, 
') Vergl 55, Aininirkung. 
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tlenn eiiic Aciuloruiifjf von o hodiiiffl, nur uiuo Aoiuli'runjj!: voii 
6‘i niid ^ 2 ? vorlic'roii jiIho nicliis jui AlliJfonu'.inlu'il, wi-un 

wir fiir c irgoiul oinoii spofiolloii Worth sotzon. 

Die Funation J liisst sicli aus don OoiU’liciontc'U dor DifVo.- 
rontialgleicliiin^" durch cino (Juadratur lintkiii. Es int niiinlirh 
nacli dor Dolinitioii von Oi, /’j, 

vl I a th ■ I h%}i i--- 0, 

ihi -| tv \\i I ■ b v., ■ 0, 

iind darans: 

Vi Va — V'jVi 1 a(ri r'j r.jvl) o, 


odor, was dassolbo isi 


(L/ 

dx 


(C . /. 


llicraus orgiobt siob diirc.b Integration, da « inno gogi'.bcm' 
Function von x ist, 


(IBJ 




worm die Constanto C (odor die nutoro (h’on/s' in doin Intc'- 
grale) von do.r Wahl dor partioailaron Ink'grab'. iy,, r.i abliiingt. 


(ia. 

Partiollo Difro.rtMitlalglidodinngon crstiM’ Ordnnng. 

Hoi dor Integration dor particdlon Din'orontiaigloiohnugon 
bfindolt OH sio.b uiu di(s noHlinnnung oinor Function vou moliroron 
iinabbiingig(ui Variablon nns oiin'r tlloioliung, die die partiollon 
Ableitungon dioso.r I''uno.tion nac.h ilon \'nriabl(-n ontbillt. 

rfiil’i' and Jiioobi balxm die Iutogratit)n pnrtiollor DilTo- 
rontialgloiclnmgcni tu'Htor Ordming mit oim*r unbo.kaunton Funo- 
tioii allgoinuin aid* die Integration oinoH Sy.stoinH von gowdhn 
lic.hon Din'ori'iitinlgloiobungon /uruokgi'fiilirt, 

Wir wollcn bior nur cine spotuclb^ Art ilioHor (iloichungtui 
otwas niihor botrachton, die man, wonn atudi in (dnoin otwnK 
andoron ISinno wio bislun*, ala liinair boz(!iobnot. 

Ks Hoicn a;, a;i, a-’j, ... .r„ oin System von n j I Variablon 
and A', A'l, ... gt'gobo.no Funotioiuni diosin- Variablon, 

Fh H(dl ciiu*. dor Varinldtui, I'twa .r, als Function dor iibrigt‘n 
Xi, x.^, ... .'r„ HO boslinuiit wmabni, dasK die (iloiebung 

Id* 
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Siebeiiter Abscbnitt. 


§. 63. 


( 1 ) 


,, OX 


'dx.2 




I •y- 


befriedigt ist. Diese Gleichung ist zwar in Bezug auf die Diffe- 
renlialquotienten von x linear, nicht aber in Bezug auf die 
Function x selbst, die in beliebiger Weise in den X vorkommen 
kann. Wir baben bier also nicbt mebr die Satze, die bei den 
homogenen linearen Differentialgleichungeii so niitzlicb sind, dass 
man eiue Losung mit einem willkiirlichen constanten Factor 
multipliciren kann, ohne dass sie aufhdrt, eine Losung zu sein, 
und dass die Summe zweier particularer Losungen wieder eine 
Losung ist. 

Wir nebmen eine Integralgleichuiig von (1) an, die eine 
willkurliche Constante c entbiilt, und denken uns diese Integral- 
gleicliung in die Form gesetzt 

(2) 0(a;, iCj, rs, ... = c, 

so dass die Constante c in CD nicht mebr vorkommt. 

Durcb Auflosung der Gleichung (2) nach x wurde sicb x 
als Function der Variablen x-y^ x-i^ ...Xn nnd der Constanten c 
ergeben. Wenn wir nun (2) in Bezug auf eine der Variablen 
Xy, ... Xn ditferentiiren, so folgt 


(3) 

und danacb 

(4) 


d0 d X 
dx dXh 

geht die Gleichung (1) liber in folgende: 


■ + |^ = 0, 

dXji 


dx ' dXy ' 


d0 


Diese Gleichung muss erflillt sein, wenn (2) eine Integral- 
gleichung von (1) ist; sie muss zuniiclist nur unter Zuzieliung 
von (2) identisch in Bezug auf c,a’i,a;a, ... Xn befriedigt sein. 
Da aber c eine willkurliche Constante ist, die in (4) nicht vor¬ 
kommt, so muss die Function 0 der Gleichung (4) identisch 
in Bezug auf x, Xy, x^t ... Xn genligen, und es ist also 0 eine 
Losung der partiellen Dilferentialgleichung (4), die nun in Bezug 
auf 0 wirklich linear ist, dafiir aber eine unabbiingige Varial)lc 
mebr enthalt als die Gleichung (1). 

Hat man irgend eine Losung 0 der Gleichung (4), in der 
die Variable x vorkommt, so gicht uns auch umgekehrt die 
Gleichung (2) eine Losung voii (1). 








§.()!. I’ar t.i 0 11 (1 iiiul j^'owi'ih ulic.hi’ I)i 1 l‘rnint oii‘h 


uu;’:i’n. M'.f 


(M. 

Zuriickriiliniufj; aul’ wiiliii 1 ic.ln' Dirih'rriiii al- 


Wir bi'ti’at’liU'.n nun mil. Janolii d; 
Difl’orc.niia.l {jjlo.ich uun : 


da\ (l.r.i _ A'. 

djc A ’ V/.r A 


S\sli'in i^i’willinlichar 


A,. 

f/.r ' A ‘ 


was sicli a.ucli synimi't.i'isaiu'i’ so (lar.stclb'ii liisst,: 

( 2 ) (hr. ; f/a'i : ••• : </.r„ . - A ; A, ; ••• : A„. 

Wir wnllnn aiuiuhnicn, (lass wir ilicsas System vnllstiunlii.': 
int('f^rirt habon, d. h., dass wir daraus ,f,, .c.j, ... a'„ uls I''une'> 
tinuou dor unnbliilnjiiij^^en Variablen ./■ nud von ii willkiirlieluui 
(kinstanbm c,, ... r,^ lieslinnnt liabe.n. 

Wir lu'.liinen iVrner an, dass die Ldsun^ in dor l'’onn dar- 
gestallli st'i: 

./( (•'■'I ’'’ll ’'ai ■ • • -'‘ii) 

./'j (•'■'i •'"h •■'’a'l • • • ''ll) '’’.'I 

./'..(•'■i ’Ai. 

wnria /i,/y, ...ludvjnmle bunetimieu d('r Variablen sind, and 
'hi ^hi ••• '•)» willkiirlielien C'.onstanten, die in dmi I'dineiiotien /' 
nie.ht vorkoninum sollen. Dnreli AnriiiMnni^ der (Ueieluuij^en (.’5) 
('.rliillt man datiii ;r.j, ... .f„ als Fumdioneii vou e,, r^, ... r„. 

Solehe (Unic.Unnpimi, die wi(‘ (.1) eim' Constanle auf der 
(due ,11 Seiin abgt'sondert enibalten, die auf tier undereu Seit.e 
nielli vnrkomnii, nennl -laeobi speeiell Inleprale, /urn I’nler- 
seUiede vou Inte[?ral|4:leiehunKen, woruuter er irKumd eim' 
(itloicbuug zwischen den Variablen nud HouHtanti'n ver.slehi, (ii(‘ 
dureh die Ldsungen der Dillerentiuli^leli hunf'mi belViedigl ist. 

Wonn wir nun (‘ine der (Ueiehungen (Hi diiTereutiireu, ho 
crgiebl sieh 


d/u 






V.//. 

bah 


(hr, 


d. 

( j:„ 


nud folglieh naeh ( 1 ) oder ( 2 ) 
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Siebenter Abschnitt. 


§• 64. 

(^) 

jrOflc 

^dx 

+ ^4i+- 


= 0. 


Diese 

Gleichung 

miisste zunachst 

wiederum 

mit 

Hiilfe der 

Gleichungen (3) 

befriedigt sein. 

Da aber 

die 

Constanten 


Cj, Ca, ... Cn in (4) nicht vorkommen, so muss (4) identisch be- 
friedigt.sein, und man schliesst also, dass die Functionen 
/ 15/21 •••/« Losungen der partiellen Differentialgleichung 
§. 63, (4) sind. 

1st aber andererseits ^ {x^ iCg, ... eine Function der 
Variablen x^ x^, ... x^, so denken wir uns mit Hiilfe der Glei- 
chungen (3) die x-^, ... Xn eliminirt, wodurcb sicb ergeben mag, 

0 (x, Xi, X 2 , ... a:„) = 17 (x, Cj, Cg, ... Cn), 
wenn IJ ein Functionszeicben bedeutet. Setzen wir bierin fiir 
Ci, Cg, . . . Cm wieder die Functionen f\i f^i - • ■ fn ein, so ergiebt 
sicb die Identitiit; 

(6) <5 = 77(n;,/.,/, 

und hieraus durcb Differentiation 


I 07 

II 

^ 0JT 0 //O 

0 X dx ' 

0/, 0^ 

d0 _ 


d x-^ 

d'h dx^ 


0 Xn 0 flc 0 

Multipliciren wir diese Gleichungen der Reihe nacb mit 
X, Xi, ... Xm und adcliren, so ergiebt sicb mit Riicksicbt auf (4) 

(6) X ~ H-1- = Z I? ■ 

^ ^ ox ^ ^ dxi ' dXn dx 

Nebmen wir X von Null verscliieden an, so ergiebt sicb, dass 
die Differentialgleichung §. 63, (4) nur clann befriedigt ist, wenn 


also n von x unabbangig ist. Damit sind wir dann zu folgen- 
<dem Satze gelangt: 

Die allgemeinste Losung der partiellen Diffe- 
rentialgleicbun g 







Diff or c‘. iitialgloioil u ii »'cin z woitor Or tin vi n fjc. 


§. 05. 


la I 


( 7 ) 

( 8 ) 


X. 


■( ) 0 
t'.r, 


1- A'. 


( 0 
r.r„ 


rr- 0 


i st 

^ II c/’i, .A,. • ■ 

wen 11 11 oiiio willkurlielu'. Fuiiflion vtni 

. . . fn ist. 


Dio Annalinui, (lie wir liit'r gt'.iniichi hahcii, (lass X von 
Null vorseluiultni sei, ist; aber luuvt'seul.licb, da. ('s kcini'ii Sinn 
hnbeii wiirdo, alio X, X,, ... .V„ piUuc.h Null au/.uni'lmu'u, uud 
da weder in dor Diirnrt'niial^dt'inlmn/i: (7) iim’h in dem Sy- 
stemo (‘2) die Variabb' x irgendwic'. vor (bni aiideren .r.., ... ./•„ 
ausgezeicbiiGl; ist. 

Ilioniacli sind die Anlgaben, dit' a.l)K('.iUfine Ltisung dor 
particlliiii Dinerentialgleit'lmng §. (la, (1) /ai iinden, uud das 
Systoin gewiibnlieber Difroia'iitialgb'icbungtni {2} m iniegriren, 
wGsentlicli dioHolben. bbanlic.b abor ist aueli bier hervorzu- 
hobon, dass, wonii aueb dioHo allgGiUGim' Integfation gnlungtMi 
ist, ill pbyHikalise.lion Anwoudnugini die Ilaupischwii'rigkcit, 
nilinlicb din Ib'stiinimiiig dcr wil 1 k ii i‘l i e.b t'n Ku n nt.i on, 
biiulig (U'st beginnl. Dariibor liissl. sieb nicbls AllgciiifiiK'S 
sagon. Wir werden spilier bci ntuspieli'u geiiaucrcn Minblic.k 
ill den SaGlivorlnilt gewinncii. 


( 15 . 

Li iioaro par ti el I <> 1) i ffo r on iia 1 gl lu e b u n g(' n 
zw(Mt(‘r Ordnung. 


Dio naeliKi Ginfaebi' Art von Hneareu parlitdb'U Dillorcntial- 
glGic-bungGii sind die, von dcu' '/winlon Ordiinng, anf di(‘ vii'h‘ 
pliysikalisfilio Fragoii nibroii, in dciiGii die Zeit und die riiiiin- 
UcliGTi (k)ordiiiat('.n die', unabliiuigigen Variablon sind. Dit* all' 
goineiiu'. Form oinor Holcbon (tleicbung isl bci zwoi uuabliiingigon 
Varialilon x mid I 


('^n , (','^u 

I . 1 ’m ; . 

(I 


’( -11 
(If^ 


1 rn 


und bosondors wiebiig ist dor Fall, dasB sin homogon .sind, dass 
also s = 0 ist. 
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Hiel)enl,cr ALschnitt. 


§. G5. 


Siiul (lie (jotUTicioiitt'ii ?, ■?», n.j), rj, r coiistaute Grosseii, 
so ist o.s k'iolit, particulaiHi LuHUiigon tier liomogcnen GleichuBg 


■ <J ru =z 0 


7Ai limlen. Wir sct/.cii, analog dem Vcrl'ahren in §. 56 , in 
dies 0111 Fallo 

wo a, (i CoiiKtanten siiid. Datiii ist 

r n '( It 

— r™ an, —r ™ iu, 

<>.r c.t ' ’ 


Folglicli gcht din parliullo Diireront.ialgleicliuiig Tiber in 


u [la'^ “I- 111 DC ft •[' lift- :l) Of. -j- (jft -[- r} = 0, 

Ilior liabon wir die Klaiumorgriisso tt- () zu setxoiL Badurcli er- 
giebt sich eiiie (juadratiso.hc. ({leitdiung in a uiid ft.- Wir konnen 
also die oino dor lioidon (iriis.son, olwa ft, beliebig wiilileii, und 
erlialtcn zu jcdeiii Worlhe von ft ana dor Gleicluing zwei be- 
stiminto zugobiirigo Werlhc von a. Ka giebt also cine uncndliclie 
Meiige zusaramoiigoluiriger Wortho voii oc nnd ft, wclclic der Bc- 
dingungsgleichung 


la- -j VI a ft -j • nft'^ \ ■ “h 

genugen, uud (blglicli liabeu wir aiioh niieiuUicli vielc particulare 
LTiBiingon dor partiellou Diirerentialgleicbung, 

Iliorin Hegt oin wosoiit.liolior Untorsebied dor parbiellen und 
dor gewiilmliclion Diirortndia.lgloitdniiigeu, da die lotztcren nur 
oino ondlicho Aii/.alil unaliliiiiigiger ])articularer Integra,le lio- 
sitzen- 

Bind Ify, l\, . . . jiartionlaro Lbsungen der homogenen 
liinairGu partiellou Din’ort'ntialglGio.hiing, so kann nuiii jede mit 
oiner willkUrliohon OonKiniiten multiplioiron und orlialt diircb 
Addition do,r rroduote winder cine Lbaung dor liomogenen Gloi- 
cliung, auch in doni Falb', wo I, vi, oi, p, g, r niebt constant, son- 
deru Fiinotione.n dm* uiiabhiltigigen Variablen t sind. Ant diese 
Woiso setzt sicli aus den unendlii-h vielcn particularcn Liisungen 
einc Jillgomoinorc Lu.snng zuHanunen, die demnacli nncndlicb vielo 
willkiirlicbo constanlo Griissen entbiilt. 







Difrorc«U,ilf!loi.>lu...KO" 


If) .‘5 


§.05. -- ^ _ 

Dio Aufandimg dor OouZimZ 

clmugeii ist luoi'iKUjli, ; ;',,^,i, .^vkuiiiift. Man lca.u> 

mit S“' ^ i„,vaU>U(l Mit huU'.Ii™ 

also audi aUgm.unno (;„,.alaaUa. vvillkuvUaha 

allgemoinon LuauagoTi, ^ „,av„iiiu’iK Vialinalu' 

Worthc hake.., lat alior a l,i,r,,vuUalgl«<-lumg.M. 

liegt l)6i (loii AufeilxMi, a . ■ ' , , li,. (kmsUmteu so 

tulu-ca, dor ^viol.UKSto goo orlTdU: word,■«, ,lio 

sa bostimmon, dass .„„.o,l,. vorU,.g,M,- 

.lurcb die pUyaikaliscboi. „ f”,t i„ jo.Uoo uin- 

,1,.„ I'robloms Kogoliou siiul, mol lur do, non ns,, j 
selnoo Fall., bosoiuloro. Wogo oia/asoldag.'.i hat. 





Achter Abschnitt. 


Bessel’sclie Functionen. 


§• 66 . 

Entwickelung von cos”co in eine Fourier’sche lieihe. 

Wir liaben im vierten Abschnitt gesehen, dass sick einc 
periodische Function einer Variablen nach sinus und cosinns der 
Vielfachen eines Winkels entwickeln lasst. Insbesondere ge- 
hdren bierher die rationalen Functionen von sinus und cosinus 
selbst, und besonders also die Poten 2 en dieser Functionen. 

Eine hierher geborige Aufgabe, die zablreicbe Anwendungen 
gestattet, und die wir daher bier eingebender betracbten, ist die, 
die Function cos« co fiir irgend einen positiven ganzzahligen Ex- 
ponenten n in eine nacb cosinus der Vielfacben von w fort- 
schreitende Reihe zu entwickeln. Wir erbalten in diescm Falle 
eine endlicbe Reibe. Am einfachsten gelangt man zu diesem 
Ausdrucke durch Benutzung des binoiniscben Lebrsatzes. Um 
die Formeln iibersicbtlicb darzustellen, setzen wir zur Ab- 
kiirzung 

(1) i7(«) = 1.2.3 ...« = «!, 77(0) = 1 

und wenden dann den binomischen Lebrsatz in der bekannten 
Form an 

( 2 ) = 

, Nun ist bekanntlich 
(3) 2 cos to = -j- 
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und wciin wir dalior in (2) a — r*'", h — c-*" setzen, so er- 
giebt sii'h 

(4) 2- COS’' 0, =- 


Wonii wir in diosor Uc'ilii' jo, zw('i (Jlitulor zusammenfassen, 
die gloi(!li woit voiii Aiifaitg und vom Kudo abstehon, so erhalt 


/r,') (V-r-i*' 

Jl{v) U{n ~ V) 




1 U (11) , 

n (?') II (n — V) ^ ^ ’ 

und iin Falk', oiiu'.s goradon n bloibi dann nook cin einzolnes 
dem Worth v =m i n ontspnu'.hoiuU's (lliod iibrig. 

Wonn wir also 

((}) 2’‘™^ cos” m ^ do • 1 • l>i cos (<) • | • cos 2 «-~|-[- 6„ cos n co 

setzon, ac) ist iiacli §. !?B, III. 

2” f 

n\ - ■ cos” a5 ('.OH9}U<) f/fO, 


und die VorgU'icdmng nut (d) o.rgiobt, dass boi g(>rad(',m n nur 
di('. goradon, b(u iiiigcraikiiii u nur dii'. ungoradou (lliiulor in (6) , 
von Null V(n'H(!lii('dtin sind, und dass, wcuin n —- in gcrado ist, 

i, -- 

I ..) 

Wir kdnnon also don Satz auHsproolu'n: Fs ist 


oivH” (<> o«)s mii) d ti) 0, 


W(uin n — in uiigm’ado odcu' ntigativ ist and 
TC II (n) 




wenn n -- m gcrado und jumitiv odor Null ist. 
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Ach-ter Abschnitt. 


§• 67. 


§• 67. 

Die Ell twi eke lung von eine trigonom etrische 

R e i h e. 


Das zuletzt gefimdene.Resultat kann clazu verwendef werden, 
eine Function, die durcli eine nacli Potenzen von cos« fort- 
schreitende Reihe dargestellt ist, in eine trigonom etrische Reihe 
zii verwandeln. Es sei 

(1) f (cos co) = a„cos”ta 


eine convergente Potenzreihe, und es.soRen in 

(2) /(cos Cl) = ^ Co -f- Cl cos 03 -|- C.2 cos 2 03 -{- C;, cos 3 03 -|- • • • 
die Coefficienten 

(3) Cm = ^ I /(cos 03) cos mcndco 

o' 

hestimnit werden. Setzen wir die Reihe (1) ein, so ergiebt sich 

Cm = - j ^ cos m 03 cos” 03 d! 03 
^ 0 n = o 


2 



cos W 03 cos” 03 dco. 


Durch die zweite von diesen Formeln ist c^ diircb. eine un- 
endliclie Reihe ausgedrlickt, in der nacli §. 66 (9) all© Glieder 
verschwinden, in deneii n <i m oder n — iingerade ist. Setzen 
wir also n = m -(-•2'r, so durchlauft v alle Wertlie O, 1, 2, ... 
und wir erhalten, wenn wir aus §. 66 (9) den Werth 


J cos (W 03) cos”*+ 2’’03 d 03 
0 


JJ (m + 2 v) 
2»i + 2v n(m -f- v) 


0 + 2v n(m -|- 2 v') 

^m + 2v 77-^^^ 77 (,n “-|- vj ' 


einsetzen: 

(^) 








(!H. 


l)i('. HuHat'-l’Mc.he 11 Kuncl.ioiuni. 


ir.T 


Wir wollon dies ;mr th'u I'all 

/’((!OH 0)) ■ ' 

iinweiuleii, s eim* Varialile sidii soli. In diesom b’alln is(; 

nach dor Ix'kannU'ii Rt'ihouonl.wiolcolunL!; I'iir din Mxponontialroilu' 


uiid OH orp;i(!l)i sioh aus (1) 


(T)) 




<■ 

11 {V) U ( in 1 v) 


(;h. 

I)i(' n(‘sHol’H0li 011 Fu 110ii0 n0II. 


Ihitt'r (loin Nnmon llc'SHorsolio Fun oi.io n on ITdin'ii 
nino nulio.^M'i'n/.lo Roilin von Funotionou oin, din wir duroh 
unondlicln'ii Uoilion 


( 1 ) 






( irC;) 

U(i') 11 (ii j V)' 


wir 

die 


dolinirnii, so dass also in di'i* Idirnnd (.'>) dns vori^nn l’ara,i.>;rniilnui 
(2) o,„ -2d"7„.(.r) 


wird. Din Ivoilmn fiir r/„(.r) la.ssnii sinli in aiisl'iilirlicdinr Form 
auoli HO darHiidlon: 

(2) '/.,(.o) 


2.4 , 


2.4.2a 


./•> 

! 2.2a 


und hoispiolHwoisn 

(4) 1 


wolur wir auoh ./(.r) K(d'/.on, und 


Di(‘Hn llnilion sind, win dnr Vor^flnioh nut don Indcannlmi 
Poto.u'/.roihnn fiir r*, sin a’, oosa; ... Icdu't, fiir alli' rnnllnii niid 
ooinploKon Wniilin von .r convergont, und /war um so liossor. 


Achter Ab|sch.iiitt. 
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§. 68 . 


je grosser cler Index n ist. Sie definiren also analytische Func- 
tionen der complexen Variablen x. 

Aus (2) erhalt man einen Ansdruclc fiir die Bessel’schen 
Functionen durch bestimmte Integrale, den wir jetzt nocb ab- 
leiten wollen. Es ist namlicb mit Eiicksicht auf (2) und §.67 (3) 


]_ 

% 



Wenn man Merin 


coB,na}dG) — 


2 coswG) = 

setzt, so folgt 

2%i^Jn{x) = j _|_ j gi(a; cos co - n co) ^ 

0 0 

wofiir man aucb, wenn man im zweiten der beiden Integrale — co 
fiir G) substituirt, setzen kann 


( 6 ) 




Da bier unter dem Integralzeicben eine Function mit der 
Periode 2 % steht, so kann das IntegrationsintervaU. (— jc, %) 
durch irgend ein anderes Intervall von der Grosse 2% ersetzt 
werden. Substituirt man dann nocli jr/2 — « fiir a and be- 
achtet, dass 




ist, so ergiebt sich 

(7) Jn{x) — 



do. 


Setzt man darin 

giCaisinco—wcu) — COS(icsiu Gj — wo) -[- ^sin(rcsino — wo), 
so verschwindet auf der rechten Seite der imaginare Theil, und 
es bleibt 


Jn{x) — j* cos (a; sin o — wo) do 
== ~ j* cos (x sin o — w o) d o. 


(8) 



(!!). lloliilioneu zwiHclit'ii don HoBRcl’ticlieu Funciidnon. 15 !) 


Dit's ist (lie p;c'suclit(( Darstelluiifj; you Jn(x) duroh oiu lici- 
stiinmtes lute.ffi'iil 

Daraus spccicU fur )i — 0 

f/(d;) -L 1 (',os f.r sill 0)) (/(0, 

Tt J ' 

wofiir mail aiich ae.tzou kaim 

2 f 

(S)) J {m) — cos (.(U siiuo) (/(o. 


(iS). 

RolaLioniin zvvisclion tloii BcssorKchcn Functionou vor- 
sclii (uloiicr Orduung iiud die Dil’forciitiadgloicluiiig fiir 
(Ho lUisHol’sclion Fiuictiouou. 


Dio BoHsorHcluni FinicUoiioii, wio sic im vorigim Bara- 
gI’ajilu'ii doliiiiri, siml, lia.lioii, wic soliou die Ivoihonoutwickolungoii 
zcigoii, inatinigraolio Aiialogii'ii mil. don li'igonoiiiot.riHchon Fuiio.-- 
iiiuK'ii, uiid in )diysikaHsolioii Aiiwoiidiiiigoii sj)i(d('ii sic viidliudi 
(duo {iliiiliolio. II(dlo. Aiduilicli wio dio l.rigoiiomo.trisolioii Fuiio- 
tiouoii hid dor liiiograliou voii litioarou DilVi'nuiUalglidoliuiigou 
mil. ooiistuiiiiui (loi'lVudontoii aurirotoii, so siml dio BchhoFscIioii 
FuiioUomm lul.ogralo vim gowisHiui ididaolioii linoaroii DiH’orontial- 
glidoliungou iiiii voriliidorlichoii FoidViidculoii, dio in violou pliysi- 
IcaliHidiou Pnihlomoii vorkoimmm. liidoiu wir dioso Dillorotiiial- 
glidcliung ahlidioii, orlialt.oii wir zuglidoli tdiugo wiclitigo Uo- 
ourHionKformolu fiir dio Bos ho 1’solum Funolionoii. 
i'is ist nacli dor Didiiiiiiou §, (!H (1) 


(1) 




//(!') fUn \ V 1 )’ 


( 2 ) 


11 (d‘) 


\ 


i 1 1 

d ')'(D 

^ IHv) Il{n \ v 1 1 )’ 
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Achter Absclinitt. 


§. 69. 

Oder, wenii wir in den letzten Forraeln v — 1 an Stelle von v 
setzen, so class die Summation von v == 1 bis v = go zu er- 
strecken ist: 

(3) Jn +1 (^) — 2 -1) n {n + v)' 

Hiernacli bilden wir durch Addition von (1) und (3) und 
Ilenutzung der Formel 

nn(n — 1) = 77 (n) 


Jn—i -|- Jn+l - 


~n(n -T) 


i7(v) i7(n-f--vf 


(_ i)v 

^ ^ y2J 

X -77 T[[ii -f- v) 


und folglich nacli der Definition von J„ die erste Reciirsi'ons- 
formel 

9 <3? 

( 4 ) = + 

eine Formel, die fiir jedes positive n gilt, aber fiir n = 0 nacli 
unseren bislierigen Definitionen nicht melir anwendbar ist, es sei 
denn, class man Jli = — Jj setzen wollte. 

Wenn wir ferner (3) von (1) subtrahiren, so findet man 
ebenso: 


77 (w — 1) 


11 {v) Tl(n -|~ V) 


(w -f- 2 v) 


,'1^, TL{y) n{n -P '9 
Anclererseits ist aber nach §. G8 (1) 


dJfi 1 

dx 2 

r —0 

und es ergiebt sicli 


(n -f- 2 v) 


' 77(v)'77(n -1- 
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(5) = 

was die zweite Recursionsformel ist. 

Audi diese Formel ist fiir = 0 nidit melir ohne weiteres 
anwendbar. Man findet aber durcli Differentiation der Reihe 
§. 68 (4) unmittelbar 

(6J ^ = 

und auch diese Formel ist in (5) entbalten, wenn manj_i = — 
setzt. 

Nun konnen wir durch einfacbe Elimination eine lineare 
Diff'erentialgleicbung zweiter Ordnung ableiten, der die Function 
Jn geniigt. 

Wenn wir in (4) und (5) n in n — 1 verwandeln, so folgt 
(7) H- Jn, 


und wir baben so vier Gleiclmngen, aus denen Jn-i, Jn+i 

zu eliminiren siiid. Wenn wir (4) und (5) addiren, dagegen (7) 
und (8) subtrahiren, so sind bereits Jn+i nnd J „_2 eliminirt, 
und es ergeben sich die beiden Gleicliungen 

(9) + 


wofiir man mit Benutzung von (9) auch setzen kann 
. dJn-i _ n — 1 dJn , f n {n — 1) \ 


ferner durch Differentiation von (9) 

dJn—i _ d^Jn I n dJn n j 

dx \ dx'^ ' X (lx x^ 

und wenn man dies in (11) einsetzt, so folgt die gesuchte 
Differentialgleichung 

Kiemann-Weber , Partielle Differential gleicliungen. 
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Achter Abschnitt. 


Diese Gleichung gilt aucli nocli fiir n - 
Form anoimmt 

cPJ , 1 dJ 


§. 70. 

: 0, wofilr sie die 


(13) 


dx^ X dx 

Der Differentialgleichung (12) lasst sick eine fiir mancke 
Zwecke geeignetere Form geben, die man leickt durch Difi'eren- 
tiation kestatigt: 


- + 0. 


und fur n = 0 


Aekulick lasst sick (9) in folgende Form setzen 


( 16 ) 


dx'^Jn {X) 


dx 


- =1 X'^Jn-\ (^), 


und wenn man in (10) n durck % 1 ersetzt, 

/ir-N dx-^Jn(x) ^ ^ 

(17) -. (®), 

von denen (17) auck nock fiir n = 0 gilt, (16) aber wieder nur 
unter der Yoraussetzung, dass JLi = ~ gesetzt wird. 


. §. 70. 

Integralformeln fiir die Bessel’schen Functionen. 

Eine Reike wicktiger Tkeoreme iiber die Bessel’schen 
Functionen ergiebt sick aus der folgenden Betrachtung. Wenn 
u und V Losungen der beiden Differentialgleichungen 


( 1 ) 


dx^ ' ' 


t = 0, 


d^v 

dx^ 


-j- = 0 


sind, worin (p und ip irgend welche Functionen von x sein koniien, 
so erkalt man, wenn man diese Gleickungen mit v und u multi- 
plicirt und subtrahirt: 


d^u d^v 

und wenn man die Identitat 


: (^ — ^)UV, 





§.70, I lit (.'.{jf nil for luoln fur did ISi'Hsdl’sc.lien Fuiiot.ioui'n. 


(i~>i (l~v (I ( (In dv\ 

,, _ __ „ ^ __ u 

lionutzi, so orliii.H; niiui das roldjentUi 'I'lu'oiann; 

Sind K, nud /’ Liisunifi'n dar Dii'fnrcntial- 
{l; 1 oic,h iin ij;('n (1), so 1st; 

I. /’ — n I {ij) ■— q>} uv tl.r | a.onsl. 

Si't/l, nijui hioriii ii’^inid zwci Wcriho von j: ('in und sul)- 
triihirt di(^ onlsttindonon Hi'.Hnltjit(^ von luiniudcr, so rillll; roc,his 
die (lonsiantc'. Ininuis, und ('.s Idi'iltfc oiu In'stiinml.t's lnt('}j;ral, 
lli(n*von nuichcn wir zuniic.hst die rolp;cnd('. Anwcnduii}'-. 

Wir Hctzon: 

a “ \J'Jnift^^')i 

worin «, ft von x unabhiinpiif’:, sonal alatr boli(d)igo, auob vcr- 
ilndorludio, von Null v('rH(;lii('don(', (h’iisseti Bind. Dann orgioltt 
sicli auH §. 61) (14) 

4, . 1 4 _ 1 

ij' (p ~ ft'i ^ ■ «■«'. 

I)i(' link(‘ S(ut(^ den’ Idtriind (’2) wird j(d;7.t. 


(ip ■— q)) Hv tlj 


/ , (/r/„ (■«./’ 


'IMM\ 


uud OS ist. luu’b §.()'.) (10) (wenn dtirin n in n -j - 1 und . 
und ftx v('rwand(dt wird) 


worauH sit'.b lur (d) dor Ausdruc.k orgiobt 

.r 1 ft ,/„ (ax)jn ill ft X) aJn i.ftx) Jn I 1 1- 

Nimini man daber die Fornu'l (2) i^wiacbon dent (Irtnr/.tni 
<1 und 1, HO Iblgt 

11. ftJn (fA)J„ ^ lift) •- aJn (ft) '/« I I (u) 


(fP rP) xJ„(aj')J„(ftx)(lx. 
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Acliter Abschnitt. 


§• 71. 


Diese Forrael gilt auch nocli, wenn eine der beiclen Grossen 
a, /3, etwa /3 = 0 ist. Denn ist n > 0, so verschwinden beide 
Seiten Yon IL und fiir n = 0 erbalt man 
1 « 

III, aJj (a) — |* X J^(ax)dx = da\ 

0 0 

was sicb unmittelbar durcli Integration von §. 69 (16) fiir n = 1 
verificiren lasst. 

Wenn ^ = a wird, so wird die Relation II. eine Identitlit. 
Wenn man aber zunachst in Bezug aiif /3 differentiirt, und dann 
^ = a setzt, so ergiebt sicli eine weitere Relation: 

IV. (os) Jl, +1 (os) -|- a [Jn (a) Ji +1 (a) — J,' (a) . 7 ;^-1 (a)J 

1 

= 2a I xJnicix)'^ dx. 

0 

Diese Relationen linden mannigfache Anwendungen. Wir 
wollen sie zunachst dazii anwenden, die Wnrzeln der trans- 
cendenten Gleiclmngen 

Jn(x) = 0 , 

die wir auch kurz die Wurzeln der Functionen J„ neimen, 
zu discutiren. 

§. 71. 

Die Wurzeln von 

Ueber die Wurzeln von kdnnen wir zunachst Folgendes 
aussagen: 

1. Der Werth x = 0 ist eine Wurzel von jeder der 
Functionen J„, mit Ausnahme von J., und es ist 
Jo ( 0 ) = 1 . 

Dies folgt unmittelbar aus den Entwickelungen §. 68 (6) (4} 
Ebenso: ^ x \ j- 

2. Ist a eine Wurzel von J,,, so ist auch - a eine 
Wurzel derselben Function. 

3. Jn(x) hat keine rein imaginaron Wurzeln. 

Denn setzen wir x — ih, worin h eine nicht verschwindendo 



71. 


Die Wur zo In von -/ n- 


l ()5 

riiellc' (Ji’ossi' ist, so orhillt (li(' llt'ilu', GS (3) laut(n‘ (irliislor 

von tlQinst'lln.ni Vorzoicluni, uiul kanu also nic.ht vorschwindoii. 

•1. r/„ ha,t Icoiut' c .0 in pI('K iMi Wnr/tilu. 

Dtnin wt'.nn a -}- In c'ino i’oini)li‘.\(' Wnrzol wilro, also 
r/„(a i hi) 0, so miisstt', da die ('-ordViciont.i'.u in dor Ent- 

\vi(‘k(dnnf? von ^/(.c) alh' rc'.tdl sind, auoli hi) 1) soin. 

\V('nn aln'r (t nnd h Ixhdo von Null vo.rschiiahni sind, so ist 

(a I hi)’' ■ ■ (a hi)- f^lo.iohl’alls von Null vtu'scliiodtui. Soi/aui 
wir lonuM- 

J„l(a ! /;/).(•! — li 1 i r, ^/„l(a • hi)x\ ■ •- (' i r, 

woriu r', r fiir (‘in laadE's x. nudl sind, so isl, 

-I 1'/„!(«- ('•' I I"'. 

a,Iso wosonllio.li posiliv. 

S(>.tzon wir daluT in dor Eorinnl 70, II. 

« ((I hi, /i *— a ■ • hi, »/„(«) —' 0, Jnili) "■ h, 

so I’olfft 




nnd dit's isi unnu'iutlio.h, da. H nnd 1’ luolil, idi'iil.isc.li v(M’” 
sohwindon. 

Wir luihon uiis also in di‘r Kol^o niir nooh init, don roolNni 
positiv(!n Wurznln von rf„ zu heduKson. 

o. /woi a.nl' oinaiido.r I'olgo.ndti wio f/,. nnd 

./,,, 1 , hahon kt'ino go m o. i n sodi a i'Ll i odi o Wur/.ol 
l)(«nn wlir(» (i oim^ soloho gornoinwdialtlioho Wiirzol, ho 
vviirdo aus 70, 11 . fur jod(*H hidicsbigti a folg(‘n: 


./•J.ifrt./') 0. 


Uass diciH alu'.r unindglio.h isf, orktnini man, wiuni man a 
in (i iihorgidion liisHi, 

Alls don Fornudn §. GO (l(!) odor (17) orgiid)t sif.h liiorans 
nooh als (loiadlar: 

t;. Ivoiiu' Fnno.tion J„ hat, mil ihror Dorivirlo.n 
oiuo positive Wurz(d go.inoin (x 0 isi cine int'hr- 
faoho Wiuv.ol von J,„ sohald n > I ini). 





B('(lout(!ll « (Hul 

gniulo positiv*'Wnr/i'lu \«>u ■ 

ul.s Ordinato ciiitT iiur‘?«H>' 

(lurch (lie- A!iscisst‘ua\.* irdtJ. !>• 
roiiti.'ihjuolicuf i/’ « nud J 

odor init Uiicksicht Huf t «•'* i ’»■ 
inindcHtciiH cim* Wuiv.td \h!i J,, . Ii 

Fir. :iis. 


(siuu Wur7.ci vtiu J., s »*-d 
uugciHimnicn, c'* U«‘k'»-I( tu >!« s« i 

ciW’il li\ Mi fHU-. !- }I.S-... 

lutcrvull («', |ld aiudi *iu«* 
ualimc widiTHprichf, ihr .4 a niid /I 
Wurztdii V(tii «•{«*». Arlihli. 


7. Zwihch«'ii 7ttci .««! «-Hi 

tivcu Wur/.rhi % ..n ,1., It 
Wur/.cl huwuhl \^‘54 

Auf n - U 

7wiK(’hcii 7Wci nuf ruusudrr 1.4,.;- u !.■ 
ilur uiiH* Wur/.cl v»»is Itr^i 

lat a„ dir klrurd** |i«»-tsi5’,r \\u 
wauri 11 • il jst, iiiin $. i;!t | ii,. hij 

cin mm Wumd nm J„ , iih,| 

t'iitc Hrin kaim uud isFjh 4ir IJ.-jsrd 

»/,t. 1 sfiu imiHs, Al»s» v, ir li-''* 

H, IHti klriii«slrii 
w.HcIiKrji iiiif » 

Urgt lilir tllr W ns : 

Dash dir Wur/rhi ifiis 
«ra«ht muK iitH drr Ih-ilsr 


I 

die nidh fur jrd* 


'i n ■ .! 

rfnlli.i Ii.- 


Broiizr 1 iiRhert. 



Di.' Wurzol 


vein 
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Ilifrn.’Uih erhalldii wir 
\Yur/,c-ln YOU f/„. Ms si'icn 


I5il(l YOU (lor laiat* (l(!r 


(lio (U'r (Iriisso tino.h ji;ot)r(luo(('n Wurzi'lu you r/,,, 

fji'i, «i' ... 

(li(^ in iL!:l('io.li('r Woiso f^ciordiiotciii Wurzc'ln you r/j, daun ist 
n ' . «i a a'l • , «" - ^ n'i < • ••, 

iind Mnispreo.hondt'.K {fill, ITir dit^ Wurzcdii Y(jn 7.^; 

rii ■ ^ cc.j, - a'l ' a[y - a'l < , dl • 
mid ('.bo.nso lur di(^ hdlu'n'n J,,. 

KndlioJi Icilmnni wir iioo.h iil)or di(^ Wnrzc^ln von 7„{a') oiiion 
SchluHs niiudicn. 

Wir mjizon in d(!r Koniud §. 70 (1) und (2j 
a I'.r,/,, C.r), /•.-"HinC^ ^ 

worin a oiiio posiiivo odc'r YorHcdiwindcndt'. Wurzol von y.r^/o(.r) 
isi. Dann or|j;itd)l. sicdi 


imd in 7(1, 1. is(, 




' (U)H(.r a) 


•I' ■ ' I 4..-' *' 4.ru 

zn s(‘t'/t‘n. Dann wird dioso Korniol, wonn wir a als uiitcu'o 
(Ironxo nolnnon 

./ . , (I'fai l I , Hin (./■ «i r / , , 

y,rHin(.r f/ • * , | '^o (■'')- ] j' vuHi.r a)J„[x) 


und wonn inuu x a ■ .t Hob.l. 


(1) ] a i jr ./„ ia | sr) 


f/x 


Ilitu’uuH f<dgt, (lass t/fi (./•) niedd, in dtun gauvani Inl.orvall 
f«, « 1 Tt), in dtna Hin(.r «} positiv ist, oimwloi Zoitdion lml)o.n 
kann, w<*il Hoimt dit* linko Soitt'. von (I) das onlxogongosotzlt’ 
Yorzoicduui liiitto win die* rtuditc^, d. h. oh iuuhh zwisolnni a und 
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A.-hirr Al¬ 


es -[- 3 r ('iiu' zwi'iti' ur/.'‘l vini •/ > s ii ' it 
wi('S(M»: 

!1. I)i(‘K a IK't i oil'/,!./( li.t f uno:,*!-:- 
WU rZ(! 1 II. ll if k 1 t'i !| K ^ 
il 1 s iT II II il tlr V Ik. f a !i *1 1 < « ‘ K ; «, 

rolffruilfr ist fhrut'.iH' I’<•!>.. ! ,4 1 

Niu'li (Ion vim Uunson It.-r.-.* u i.i'-!:. 

fiir (lie kloinslo poHitivc \Vsir/»*l k.u J < i -!. > \\. 

ulul man orluUl aul /woi I'.-o .-.o. ./i 


Matt .^iohl, daw do 
/.ionilioh solmoH nim.tlp'in. 


I)(‘r I'aiifaohlimt Iwllirr 
ill Anwonditiif^on um im-t^trii i .ri-.roiir-K 
Jq dor {Irdtmng n, dio mir utt-ii -lut^ J, 

dor liinbri’ntiiilf'iciolaiii],? f?* li:, i 


OMrls 4{„ 

'■ I usj’Asfin 

no, i d!.. 


}^otitt|j;t, die vvir tii den voki! 4 j'»-L «'.4 f. sj p . 
Hohiodono Aundritoko iitr iillr j 

ploxoiu Wi-rthe vim j d4rs|»'*»frH! di,. ^ I 


*} Ali^tnlruelJ tn ,i,-r a . . , 

L„,| - , / 

manii, Thwww dfr Jl».«<»,-1 '«i . •>- , 
Mathews, A Iresin*- «« | 




Die K 




Kill 


;lioKi’;ig(' iinch th'iti zwt'.ittni partifuliiron Iiitop'al dor Din'o.rciitial 
L^loio.hiinK (1) auf, Wir jn’ohcn dahci aus von doiu Aiisdruok 
liS (d): 


wi'rdcn kaiui, and woua wir hit-riii dia SaksMt.ulioi 


aiaoJitai, so ^ddi 


Woini wir nun oino k’lniction 


■inriiliron, so ai'id'dit sicli, wr 


'c'sc'tzt wird: 




ind wt'iin man dit's in die (ih’ir.hunK.f I) (‘iiifiiiirl., uud din DilTo- 
’(Uiiiatinu nno.h dtirrli din iincli orst'tzi, ho I'ol^t. I'ilr // din 
)in’(srontialf^l(ncdiuii'^: 

f/'/' r/r . 1 

" , 1 , ' i.:K "■ 

Ks ist ahnr mu-h (•!} 


\7r.. J^sKl sj 


(1 -s*) I (Is, 
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Achter Abschnitt. 


§. 72. 

wonacli also die Differentialgleichung (7) thatsaclilicli befriedigt 
ist. Man sieht aber hierans nocli weiter, dass, sobald b einen 
positiven reellen Theil hat, die Differentialgleichung (7) auch 
dann noch befriedigt ist, weun in dem Ausdrucke Z7 an Stelle 
der Grenzen 0 und 1 irgend zwei der Grenzen 0, 1, — od ge- 
nommen werden, dass also z. B. auch die Function 

. n f e^Hls 

der Differentialgleichung (7) geniigt, und wenn man dann in (6) 
an Stelle von TJ die Function 8 setzt, so erhiilt man ein zweites 
particulares Integral der Differentialgleichung (1). 

Die Function 8 (^) betracbten wir also jctzt naher. Wir 
formen sie erst etwas um, indem wir fiir — eine neue In- 
tegrationsvariable, die wir gleichfalls mit s bezeichnen, einflihren, 
woclurch sich ergiebt 



Bei der Integration soil hierin die Variable s alle reellen 
positiven Werthe durchlaufen. Zur Bestimmung des Vorzeichens 
nehmen wir an, dass dabei f/s positiv sei, dass ]/l -|- sJb fiir 
s = 0 den Werth -|- 1 babe und sich mit s nach der Stetig- 
keit andere, und dass die Quadratwurzel unter dem Integral (10) 
das Product dieser beiden Wurzeln sein soli. Dann hat das 
Integral (10) fiir jedes ^ einen vollig bestimmten Werth, aus- 
genommen fur ein reelles negatives wofiir zwei ver- 
schiedene Werthe moglich sind, namlicb 


( 11 ) 



e-*d.s 



wenn jetzt die Wurzeln alle positiv genommen sind. 

Will man also S{s) zu einer eindeutigen Function von s 
macben, so muss man in der Ebene, in der nach §. 45 die com- 
plexe Variable ^ dargestellt wird, langs der Axe der negativen 
reellen Zahlen einen Schnitt legen, dessen beide Seiten wir als 
die positive und die negative unterscheiden wollen, an dem 



Die Function S 
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§. 72. 


jecler der beiden Werthe (11) stattfinden kann. Ausserhalb dieses 
Schuittes ist danii die Function S(^) iiberall eindeutig und stetig 


Fig-. 34. 


bestimmt, und je nachdem 
man sicli von der positiven 
Oder von der negativen 
Seite her dem Schnitte 
nahert, erhalt man den 
einen oder den anderen 
der Werthe (11). Wenn 
wir namlicli 0 = — a -{-bi 
setzen, a reell und positiv 
und h auf der positiven 
Seite des Schnittes positiv, auf der negativen iiegativ annehmen, 
ferner 

a — s = r cos 0, & = r sin -O’ 

setzen (s. Fig. 34), so ist, wenn 

1. s < a, b > 0: 0 < < f 



• 2 ’ 


2 . 


S ^ a, 6 )> 0 : — 


und -O' nahert sich, wenn sich b von positiven Werthen her der 
Grenze Null nahert, im Falle 1. dem Werthe 0, im Falle 2. dem 
Werthe jt. Es ist dann weiter 

^ . . 'd'\ 

ya — s — bi ^ \ 2 _ 2j 

■j/a — bi '\ja — bi ’ 

und hierin muss, da die Quadratwurzel fiir s = 0 in -}-1 iiber- 
gehen soli, die '^a bi so genommen werden, dass sie fiir b = 0 
in den positiven Worth ^/a iibergeht, wenn positiv genommen 
wird, Lassen wir also b von positiven Werthen in Null iiber- 
gchen, so wird 

•<- 

2. s>a: = 

mit positiven Zeichen der Quadratwurzeln. Ebenso aber kann 
man schliessen, dass, wenn b von negativen Werthen her in Null 
iibergeht, im zweiten Falle — i an Stelle von i zu treten hat, 
Daraus ergiebt sich: 



\ 
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Achter Abschnitt. 


§. 73. 

In cler Formel (14) gilt da's obere oder das 
iintere Zeichen, je nachdem man sich von der 
positiven oder der negativen Seite her dem 
Schnitte nahert. 


§• 73 . 

Darstellnng der Bessel’schen Fnnctionen dnrch die 
Function 8 ( 0 ). 


Mit Hiilfe der Function ;S'(^) lasst sich zunachst die Diffe- 
rentialgleichung der Bessel’sclien Function J vollstiindig inte- 
griren, d. h. es lasst sich auch das zweite particulare Integral 
linden. Diese Gleichung lautet nach §. 69 (13) 


( 1 ) 


ax- ' oc dx 


und hat als erstes particulares Integral die Function r/, die sich 
nach §.72 (3) in der Form darstellen lasst: 





ein Ausdruck, der fllr alle complexen Werthe von x gilt. Nach 
dem im vorigen Paragraphen Bewiesenen ist aber ein zweites 
davon verschiedenes Integral von (1) 


(3) 


Q-ix j* 

s (1 — s) 



y 2 ix% 


8{J2ix). 


Diese Function ist aber nicht mehr in der ganzen a;-Ebcne 
eindeutig, sondern sie hat da, wo ^ = 2 ix negativ, also x positiv 
imaginar ist, die oben festgestellten beiden verschiedenen Werthe 
§. 72 (11). Wir geben dieser Formel noch eine etwas andere 
Gestalt. Ist 0 reell und negativ, so ergiebt sich durch die Sub¬ 
stitution — s^, — 8 ds fiir s und ds\ 


. yziv ./ (A), 


• 0 positiv ist; und durch die Substitution s — 0 fur s 











•'I' 0 

uiul ('s sioli nils i:;. 7‘2 (111 

{.ll V i ii M 

iliunn ist. luil.cr aS (,: ) di'i* WnrUi /,ii Ydrsinlii'ii, den din 
Kuiictiou /S' ;iiiiiinimi, wnim man sirh vim dcr positiv ini!if''i- 
iiiinm Stiito licr dimi nc^^-ilivim rin'llim Wnrilii! n.iin:i,li(!rt. Nacli 
-1!) nluu' die l'’uniii‘l (-I) jiuch llir coniplcxi' Wi'i'llm so- 
wt'il. din diirin vorkoiumimdtm Kiiiiciioiicu siml. Dii'i Kinm- 

iion J lia,t nlu'.r iilmrlmupt Icninn iMisic.Ugktdl, wiihnmd din k’niir- 
tiomm und S nur Imim (li'hcrsclii'niii'ii di«r riudlon 

Axil, und /.war din (irntn auf dnr iinf^uiiivnn, din /wnitn. auf dnr 
imsitivon Snitn, uiiHtnti'^f ^vnrdnn. Dnimuudi gill- din Foniuil (4) 
I'iir alio mil poHiiivnm imapnnilrnm 15nsia.iidlluiiln. 

Kiihrt man windnr .r durnli din Furmn.l j ■ ■ 2 /.r nin, so f^ilt, 
also din Formnl (•!) in dnr llaliiidinnn, in dnr .n ninnn poHiiivnn 
mill Inn 'I'linil hat. 

Idn din ((,)undrat.wiu7,nl rin.litifi; /u iKiHliiuninii, snl/on win 
TT Tt 

^ ^ Q ' <k * <)> * • 

Danri isl. 

„ ,, r ,,, 

- -i"' ' l • l-t"' '. V-"' . 

wnrin (dmui posit.ivnn rnnllon lloHlandtdiidI lint, und ns 
nrj^inhl Hioh a ins (4) 

(Hj |•2^r./•,/(.r) r ‘ '^S‘(2/.r) [ ■ 2/.r), 

Ilian Formol, din |^ulliK isL, ho langn. .r ninnn pimitivnn rnnllnn 
BnHtandlludl hat, wnnn \2;r.r ho gomminuin wird, dasH ns 
ohnnrallH niium ptmifivim rnnllnn Hontandtluiil hat. 

Da mm hinr jodnr dor hnidnn IlnHtandthoiln aui’ dnr riiohinn 
Hnitn dnr Diflhrontialglniohuiig §. 72 (Ij goniigt, ho kiinnnu wir 
als HoHKnrHi’lin Functionnn zvvnitor Art, d, h, als /wniioH 
partinularnH Integral dnr DiUbrontialglnicliung tiir din Kunntion 
•J ninii Fumdion KU ) dormiron dundi 
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Achter Abschnitt. 


§• 73 




( 6 ) i)l2nxK(x) - 

Wenn x reell und positiv ist, kann man diesen Ausdrlioken 


fiir die Function J(x) und K{x) eine elegante Gestalt geben. 
Wir gehen aus von der Definition §. 72 (10): 


(7) 


S(2ix) = 


e-^ds 


■j/jr 


und setzen darin 

( 8 ) 




= s -1. 


2 + 5 =«+ 1 - 


Nehmen wir x reell und positiv an, und lassen ^ reell von 
1 bis 00 gehen, so gelit s durch rein imaginilre Werthe von 0 
bis ico. Nun war zwar in (7) s reell genommen; aber mit An- 
wendung der Satze fiber die Integration auf complexein Wege 


Fig. 35. 



(§. 47) kann man aucli fur s den Inte- 
grationsweg von 0 bis ico wlihlen. 
Denn in dem Kreisquadranten 0, oo, 
« CO in der Ebene der comploxen 
Variablen s hat die Function, die in 
(7) unter clem Integralzeichen steht, 
keinen Unstetigkeitspunkt, und folg* 
lick ist das fiber die Begrenzung 
dieses Quadranten genommene Inte¬ 
gral gleich Null. 


Es verschwindet aber ferner das fiber die Kreislinie ge¬ 
nommene Integral, wenn der Radius unendlich wird, und fblglich 
konnen die beiden Integrationswege 0, oo und 0, i oo durcli ein- 
ander ersetzt werden. Nun ist nach (8) auf der Linie 0, i oo 


s z= ^|x 1 , 




ds = ixd^^ 

und es ergiebt sick also aus (7) 







7-i. 


I’ 11 < {'. 11 /.till I.w i ck 0 ,1 ua 1'i\ v die, 1*' un«ti on N (-c). 


ITf) 


,S'C2/.r) 




- 1 ’ 


luiil wimn majt i in i vi'TwaiitUili: 


,S'(- a/.<■)- ; |/ 



</« 

1 


Siit/.t man dit's in (fi) utul ((i) nin, ko (>rhiilt. nm.n 

2 j’ sin;r^f/^‘ 
jr J 1 t-> I ’ 

j t ^ 

2 j’ cos .c 
It J , 1 ■ 

74. 

Poit'uzonlwickolinijj: I'ur dus Kunc.tdou ^{p). 


(d) 


d{x) 

Kuv) 


Dill (lurch das Inti'Ki'nl 72 (10) ddinirtc Kunc.iion 



nilht'rt nic.h fur oiu uncmUic-li wachHcmdi^H s dom (JronKwartlu^ I 
12), und dim m’Hto Dincnmiiahiuotimit von nac.h r wird 

fur ciu untmdlich grosscH j uucndlich khun. 

Kur .0 ' • 0 erhiilt H{z) don unhoBtimintou A.UKdruck 0 on. 
l-lino jiartiollc. Integration gioht iiiiB ahc.r AufHchluHH iilmr duB 
Vurhalton dim Function fiir z 0. 

Man orhillt nandich (lurch DiH’orcntiation uocdi k: 

d\a dogiy.s I 

c Mogda 1 f 

und darauB (lurch Integration xwiBchen dim (Iroiucn 0 und i/j: 
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Vi-iifrr 




(2) log-r 2 I r ' h-Li (1 ' 1 ^ j ^ ^ 

1st;.:' rt‘t‘11 innl pnsitiv, so siml l.>'MUfltin.-n hirr n-i-ll 
zu iiclinuMi. Dailtiri’h siiul sii* liurrh ili*’ "{’ri L' st i:. .i.-r Mtizru 
liis an dfu l:tn|is (Ut u»'‘ 4 ati\<‘H r.*- IK f. \\r i* tI 
Salinitt cindciiti.tc lifstiiuint. 

Wiian in Null iihnrgidit. s.. wini 

‘il M- ! 1 \* {\ 


woi'iii (J (lie. F.ulfr’s(di(‘ (‘nii'.tan!** ... 

und wir (n’lialitnt alscs aiin |1) imd rJ» dj In*-»!-!» 


GO 


liin 


h.4 


Idast' (irnn'/.licsliminuu!: li.dmf nu . «!« u * 
Fntwickuliui^" (Inr Fuiiffi«iit N t < * nud d iaif 
ll(5SHorHrli('ii ./ui und Ai.*i. Ihr. 

LiiHiin{.^C'n d(‘r Itiildmiiialidnictuiiu.' 


(4J 


(1^0 1 ti0 

({j- ’ j- d.i 


0 


•I ••SIs»T iU'U,.}) 
'S ■< Hluis dlT 

■•Hi i !s tfjilinh 


die. durcdi die Fuuctitiu 


(^0 


J(a-} N’’ 


//in 


bolriodijjfi wird, I tu din Ulriflttuii!' ili .sils^^'inriis :’i snt>‘i;rir«'ii, 

manlu'u wir daii AnHut/. 


((i) 'j>(.r)- ./(.llna,, V',,.',’’-' l'. ! ' 


worin die unlxmlimmtan iMilvmtlvii ■,,* /n *.nid. 

(laas dio DiliannitialgUdrhuug (4i dttr-li nu F-itirdi.?? \%jr4, luiivlt 
DiHuroiitiation vou (fjj nrgiidd ‘drh 


( 7 ) 


(10 

(lx 


dJ , 


Jill 


!■ 

// .rr 


I '.r 


Oder, worm man diuvh .r .Hvidirl. und ti uuM d.-n. -nmiuru. 
zoiclion V durch r l 1 msi-t/i: 








§. 74. 


K t'iir dio, li'iiuctinii ^(z). 
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(■ 'V'vi. (>y' 
—’ ll(rr'{>' I l| V'J/ ’ 


uiid (lurch ii()cluua.li}i;(', nilTcnuitialitui vnii (7) 
(/-'</) (/•',/ , , 2 (/./ 1 


1 <. { 1 I'c, I ,(2 I- 


Addirl uiuji {(!), (S), (U), so cr^dcld. nich, (hir/ thu' DilVcrc'utinl- 
{flcitdump; (-1) ^uudlgt, liir di(( c,. die Hudingiing 

(10) - ! N.-' < 

X <l.r p-J //{>*)'' V2>' 

Audcrcu'scdls crliiilt uiuu uus (5) 

(11) “x’ ' ■(■' V' 

’ .<■ il.r j I) \->) ' 

mid dll' Vtu'iflcichuu-^ YOU (l(i) uud (II) ('iy>;i'‘ht 


wuraus man alkcmcin scldicssl. 


Die K(» |ft'liildctt‘ Ucihe (()) IhI (Vir alia VVartlu' vuu x (’.nn- 
verpjent, \V('il tier {'(li’d’hcit'ut. r, ndl uucndlic.h waniisiuidiMn a iiiir 
micndlicli wird, wic log n j§. 'id (7)|, 

I)it' tlouHtutdc c„ hlcihl dcr Natur dcr Sacha luicdi lui- 
hcHliiiiud, dcnii iitidarl man r,, in ti, so triU /,ii <I> nur ciu (Iliad 
dar Form (Ci, c,’,) J{.r) hinzii, was glaic.ld'allH dcr Din'arautial- 
glaialiuug (4) gaiiugl. 

Nun ist. ahar naali §. 72 ((Jj, (if) 


waim '2 ix gaaat/.t svird, glaiidifallH aiii Iiiti'gral you f4) uud 

HinitirtnIt' W itli«r, I'iirlirlltt niffrrt'iitittlalelcliKiigt’ji. [a 
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Achter ALscbuitt. 


§. ?i. 

muss also in cler Form A^(x) -}- BJ(x) darstellbar sein. Die 
Constante B konnen wir = 0 annehmen, wenii wir ilber c, 
demeutsprecbencl verfiigen. Die Vergleicliung des Unendlicli voe 
0 (x) und S{ 0 ) [Formel (3) uiid (6)] zeigt dann, dass A = ^ { 
sein muss und man hat also: 



und aus der Grenzgleichung (3) folgt 
(15) Co = 2 log 2— a 


§. 75. 

Obere Greuze fiir die Function 8 ( 0 ). 

Es ist nun weiter zu untersuclien, wie sich die Functiwi 
S{ 0 ) verhalt, wenn 0 ins Unondliche wachst, Diese Betraclituiig 
bahnt uns den Weg zur Ableitung gcwisser ReibenentwickelungeB, 
die nach fallenden Potenzen von 0 fortsclireiten, die sich, ob- 
wohl sie nur halb convergent sind, zur Berechnung von 
fiir grosse Werthe von 0 eignen. 

Wir machen Gebrauch von dem bekannten Satze, dass drr 
absolute Werth einer Summe zweier coniplexer Ausdriicke seiner 
Grosse nach zwischen der Summe und der Dih'erenz der absolutae 
Werthe der Sumraanden liegt, und dass dor absolute Werth einer 
beliebigen Summe, also auch eines Integrals, nicht grosser Mt» 
als die Summe der absoluten Wertlie der Sunimanden. 

Ist also r der absolute Werth von 0 ^ so ist der absolute 

Werth von 1 positives s grosser als 1 ~ 

^ — 1 (je nachdem s Ideiner oder grosser als r ist), und dem- 
nach ist nach §. 74 (1) 

(1) Absoluter Werth von 8 ( 0 ) ^ 



Macht man die Substitution sr fiir s, und setzt 




OIkumi (Irt'nzp I'lirdir ImuhiUou S 


I s (1 - 


,, i/r " « <-’d. 

I l'«(»-l)' 


SO isi also (l('r u.l)Holuto Wt'i’tli vi)u S{::) uioht, <j;ross( 3 i‘ als A-\~B. 
Wir la'.lraohtcu ziiiiilo.hst don Ausdnick />. Da in dii'soin liit;o- 
■rral s iminer grusscn' als 1 isi, so I’olgi 


1 'r r (' ’■■''f/s 

I ^ J Is - 1 ' 


iiiul woiiu man s (lurch s j I ('rscitxi; 


also naoli 12 

(2) /) •,. r '■ '1. 

Wonigor ciulach isi die. lltd.rao.hiiing von A, 

Wir vt'.rsio.htni unior c oinoit holio.bigon oohton Ihnu^li uitd 
stdy.on 

A ^ I/''- f '■ ,| I,/'' f ,.. • 

s) MJVMI .S') 

IIi(n‘ isi nun, da in doin (U'sii'u Itd,ogral 1 - s " . 1 » r, 


).S '(1 .S-) 


1 / )• • 

I ,T ( 1 ■ J Vs 


?r (1 ■ (') J yn 


I .Ms (I s) 


I.'''* ,’-rc ' 

\Vs(\ S 


f 5r J |^S'(I s) 

uiul OK ergioht sioh also, dass do.r ahaoluto Wurth von ) khniior 
ist als 


12 
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Kill! hat (hr Fhii. fi-*'. | 

r r-". I "h* ni.iu 

ist ulst! (h'f a.l!Httluli' '■ 

I 

t 

I ^ 

Uknhii kuuu nun ^ ‘ t?* i 
Wl'UU llUUl t' NUU n hK I '-’''h’* 
t'iiu'ii Miiuiiitunvv«-iih. 1 » h.< 
luiiU'Hti* (ir‘‘U/h»'**tiittij!Ui<e* 

• I ’.j *i.. I 

H.fi wirtl. Wir .‘t >*» 

I)t*r ah*«Mlnls’ W 
fiir alir r.-ril.-u n 

milcr rmrr » ! 

il,.') i-4. 



uiul ftilj^UrU '4n«l iiiu'.ii -I 1 

OUhcluiiij^: 

(-) >» 
Dili Kunclufu ,Si/« ».i 
•Htimint, unci hutic* an .h-r 
koit, wlihreucl Kc ^ /i -rsi. 


t 












itsi, ;un-r hiiwum nj uis n., iniuuMun.’ iirsviuunr. iilUl aiKU'ri humi 
Hti ili(' ri'i'lla Axt* uii’hl iilH'rsrhritttni wird. Wir 

vi'rsuc.lu’ii jf't./t l)ilV('rfuiinl,ifl('irlmii,i.;’ (1) diircji eiiu’s nacli 
fall('ml 11 roimizcii vou rmisc.hrt’iltMuU’: luiilu', /.u intd- 
■i;!'!!'!'!!, tintl sdlKcu, Wdiin <(, tlii> tidcli /.u hdstiimiu'iuU'n (lodfll- 
I’idiit.c.n shul: 


' ij' \y<uv;: • • V(—I j(,,. I ij,: 


II 


y]( lyu^riv i l)» 


Sct/.t man dit'H in did, DilVdrmilialgli'id.hung i-in, ho (n’gidhl Hidli; 
(4) 0 ''V|( ’ ll* I 0 ■ ! ly\- " 

Man hid. alwo 

(•in ! 1|« « 

' all .1 

■/.u Mdtzmi, nnd danui.s fmddt. man, Wdiui man n„ - I iuiuiinmt.: 
_ (I . 2 V 1)'^ 

1.2 ... a.2''' 


(a) 


Dafilr kann man anch Hdk/.dii: 

HVlvy 


Nhudi (‘iiidi* Hdlion friilmr unK<nvaml{mi Fornud 2 (i) iat 
iihdr fiir gronao n niihdrungHWdiHo 

H nl* 

fd) U in) ]'2n V. n 

wohtn als (kuTddtion (dn aidli dor Finhdii nillidrnddr Fantoi* Idn- 
Kiitriit, ddHHmi LoganthmuH kUnridi- int al.s 1 12//, und diiratm 
mdhilt man fiir grossn Wdrllm von n dan ganiilidrl ridhtigdu 
Aimdrudk 

f7j u„ [■ “d %/*' » |/ " / 

} 7t \ jrn 


(IhK It 
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\ 


ein Ausdriu'k, ilfi- mil iir.rhiUs- h. 
wil’d, nls tlif !* dri' > u 

dio li’f-iho in di.' wir lur I .tu 
liclic r divcri^fut, 

("in .'dnu' dfii Aundru* k ( , 
mi(ial|,dritdimi|4 tuniudl . 

doutiniK 1ml, fur iliu Thruru- d'-r 
zu ktinnoii, luduiu'rt wir »in>- 
si'tzru 


l>id- 

.Ij-I 



(‘h 

V| 

1 ■ ?, 

(8) 

fir, 

<l : 

v't 

1 -"(S 


fr I, 


1 ri 3 


und hit'ruUH rndid*! -arh 
liiH'ani I(illiTriiliiilf,'!»•}* huLn' 


( 0 ) 


tll\, I 
d . l 


h 




i > 


Dit'ai' DifTrmitiiilnknrluiJr.! iu.ll*-!, 
dt'8 62 jFurmi'l |12»| 

IHti luiith'U jUtrlirtikirm IssIt.,*] a; 
die wir dort wit r,, kr/nrlusf! 
dii hicr a -* I int, **M !},i,!srn a Jr i 


J - {\ 




d,: 
d Si 




Ks ist ukf* 

.,c,- 


oine Gmwtftiilr, ftir ilir m^u 
firtli I erliiilt, utnl ijuilni* j-;* 
ergieht mcdi cbiuj, lAir di.- 
2eicluipn: 






llall.ci 




!■ J.S'C:') I ■ lir Si - ,:■). 

Ilioriii kiiniu'u wir r Ix'lit'Uifj; wiihU'u; tljuui siUc.r siiul die 
;t,;uii(’n /I, I> durc'.li T,, und >S('^,) viiUlg Ix'sUiniut. 


(lonst.auicn 

Kill' 


wirtl mill 


uiilx'stimmi; wi'iiii wir also r so willdiMi, dasa das Intcjjjrid fur 


.. .™ (. / or, vi*rscl\\viii(l('t, HO (‘I’ffiidit, sic.h .1 r- 1, II ~~ 0. Wir 
s('teou nun, jn uaflnhuu dor iina-^iniln'. 'I'lioil von positiv odor 
uou[ativ isl 

wohoi, W('nn .r rood s('iu soUto, di(> Wahl doH ZoioluniH Imlio.big 
ist, und lasson / als Iiilo/jrralion.svnriablo diircli roidlc })ositivo 
Wt'rUio von 0 bis .r. giduni, so dass ^ di('. riudlo Axo. tiio.ht iibor- 
sobroilct. Dann oi'i^ii'bt; siob aus ( 10 ) 

(11) .S'C:) - ^^.4“ 


.f ' I 

“J(„- I ily< I a' 


H)S( 


Si - 


und OH koniiui noo.h darauf an, dmi absuluUui Wori.li dioai's 
Inti'gralH in llo'/.U|4 auf soino (Irdsso /ai Holiiil/.on. Sol'/o,n wir 

j a 1 hi, r ' - ]'a'^ 1 h'^ 

mil. j)ohit,iv('ni h, so ist. r dor absoluli'. Wi’rth von « und (‘s ist 
dor absolulo Worth von ® //, da h und i positiv siud: 

Va--' ! {h 1 /p ■ 1 1'^"- 

h’ornor ist iiaoli diuu in 75 howiostuioii 'riioorcni, tla dor 
aliHolutc* Wortli vmi gloioli I ist, dor absoluto Worth von 

i(eM'')Nud ~j hl(: \ 

klcdnor als 2//^ (f/ ■ ;i,5) und uiithin ist dor ahsoluto Wmdh di^.s 

Foldors, ih'ii man bogoht, wonu man <S'U) dumb oraoUt, 
kloiuor als 

-■"d" I - 


odor, wonn man t duroli rt orsot'/.t, kloiner als 
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Achter Abschnitt. 


§• 76, 


, / , 1\ 2 Un i 

(12j (^n -I- -j ^ 


dt 


Das hierin vorkommende Integral geht durcli die Substitu¬ 
tion t •= ig a in folgendes iiber 


00 2 
( dt f ,,, 

- -^ —r = cosra”(XG 


iind ist also immer kleiner als 1/2 jr. Wir linden aber eieen 
asymptotiscben Ansdrnck fiir nnendlich wachsende n, wenn wir 
die Substitution machen 

ds 


9 Q 

=z dt = 


i2n 


•_ dt __ _1_ 

. yiTjr^^+2 — y^j 


ds 


Nun ist bekanntlich 

i” 

ds r e-'‘’ds 


und folglicb 


lim 


.1 V-s 


= yjt, 


also ist angenabert 

dt _ -| / jt 

yT+lF+2 ^ fjn 


(13) 


Wenn wir also endlicti in (12) fiir a„ den genaherten Wertli 
(7) und fiir n -[- V2 das genaherte n setzen, so ergiebt sicli als 
asymptotischer Wertli fiir die Fehlergrenze 

(U) @ = 23 >e-. (ij"", 

Dieser Ausdruck wird zwar bei festgehaltenem r mit unend- 
licb wacbsendem n unendlicb gross. Wenn aber n r ist, so 
kann er dock, wenn r binlanglich gross ist, untex’ einen beliebig 



1)1“Hi im 111 I f 1 nI i';i 1)' uiii Hi'sst'l’sclu'n Kune I imirH. ISa 


Wt'rtli lu‘niutor werticu. ^Y^r habi'ii (hihi'r 

(l:\s Tlii'orcm: 

1. Die I'!Ill wifkt'luui^ 


(1-) 


Nl:) 




ini,, wcnn u niclit 
r Vdii t is I, ricliti 
Onltnuif^ W. 


W'UvlvY 1 
//(»')■ (.U']' 

r(")ss(>r Ills (l('r nlisoliil,(‘ Wi'.rlh 
Ills auf diill'll iM'.hli'i’ von dor 


Dii'Hor Sntz ist rirhlig in ilor KIh'iic nml dii. dii', 

Sunmin aul'dor ri't’htcn Sciit' von (1-1) als rationaln golirochi'iKi 
I''iin('t.iuu viiii isl, so folj'l, tlass dit> Ihisiclif^kt'il, dir, win 

wir UhIk'H, dor Kmu'lioti auluiCUd, iiiir in dciu ('.oi'- 

rfi'liunsglioiti' cntiudli'n srin kann. St'lzl nuui n - • 1, so folgt, 
(lass man Ids anf tnjin {Irtissc von dcr Ordnnng 

gli'irh 1 Ntd/.i'ii kann. 

Ans dfii k’linni’lii (.’t), (tl) T.'l kann man dann cntsjiroidu'udo 
Kntwii’ki'lini^iui fiir dir Fnnriiunrn >J{.>'), K{x] (irluilirn, und wir 
nilirrn htt*r drn Sat/, an: 


2, Fiir unrndlirh grosHi* ./■ ist. gcniilii'rl, d. li. his 
uni' ninrn Fi'lilrr von drr ttriisHi' 



wuH Kowiihl iUr n*rllr als far roinplrxc a’ giiltig 
hlriht. 


nrHtiinnttn Intfigimln mil IlrHHnl'Hnlinn k'niirtioinui. 
Krnti'H liriHpirk 

Dir IIraai'Fsi’hrn FunrtioiH'n Italirn nrliHl inanrhni andrri'u 
Anatogirn nurli norh dir Arhnlirlikrit niit dc'U trigononirtrisrhcn 
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Functionoii. ila.ss sich la.i!!* he 

FuiU'lhlllCU V(iriv(l!Ui!(t‘!i . rUifa*h A'l 

liiervuii cinqs' lH'is|.i(‘h*. 

(h'lii'ii wir au'^ \t»!i ih r l*.i! f. * 
wir in 7'J (-) .u'ct'f'hcii halnii' 

(I) li 


su ('rhullnn w'lr iiai’h 1 nila-hnui;; .n 
nufy.ung von 1<1 (4i 

(2) j r •./ {ii.i »#/.< ^ I .i% I 


liioriti Hintl o, i> i 'M!r*l Jij5 *!. ul 4 
VOrnUHgOHctzt. Nnrii ilt-ui ]• 

UcilicroiaHtiniinuiig tls-n rrvhu^i uti.l 
Wortho von rt •^tnltfuiklris, n. 
Fniictiunwi dor roin|dovoii Vau-ihlr?.. 
Htalt, Bo lunge' elor rotdle lli.-il ‘...u ,3 
Thtiil von .h-r d.snn jael.i 

thlls poHitiv iht. Sot/on wn ;dr,,« ? 
folgt 

/ 

H I ‘ ’ 

Nun hloiht duH Into^friil for i- 
h vni‘8c'Iiiod(ui tut, wIp hioIi li.ji 4,^3 
§. 76 (16) nuoh §. 7 I'mn-hf, nn.| -.ui 

in Null uhorgnlnni Tsjj 4,-2.lu* 

linden, Hotxeii wir 


(>0 

und erlnilton: 

(4) 


h'i ^ h-- 


«- 


y«a - l,i 


>11 


1 




Noluiu'ii Nvir i- luul a posit,iv an, so cp /.wischoii Null 

utul 3T, mill in (•!) isl 1 r |inslliv zu uoluuon. W(miu alnn' r 
ill Null iilK'rp;(‘lil, so niiliorl sit'li (p lit'r<ironzi'. 0 mliu' dor (Irciizo 
TT, ju inK'luli'iii /(■•' • It" positiv odor uoipdlv ist; mid os ('I'giolit; 

sii'h rolf,^oiid('s llosiiltal,: 

(fi) 1 (■ J ih.r) (/./• ^ ; Ir . (<■’ 

J ] Ir a- 

' ; h' a-. 

lu‘ /o‘ 

'rrounoii wir luor das lloollo voni linaf^iuiiron, so ori^idioii 
sii'h rul|j?o!ido vior I'onuohi: 

I cos (/.( 

(d) 

I s\n It X */{ft .1') (t .1 
I (’Os a.o »/(A.r) f/.0 II 

(7) a- . />". 

1 sin a j-•/(/»./li/.o ^ 

J \a'' //' 

l)io AondoruiiK dos Vor/oichouM von h iinl, da J(j'I oiiio p;t>- 
riuh‘ Function ist, kcino Acndoruns i'-iir Folge. Aondori man das 
Vorxciriu'U von «, so niiiss in dor lot/.tcn Fonjit*l(7) das ontgcg:i»n» 
ji;oH(‘t‘/.tc Zcirhcn kommcn. Fiir a " b wt'rdtni hcido Soiieu un- 
ondlich. 

7H. 

'/w cites Itcispicl. 

Wir iH'trnclitcu das uiihcdingt convcrgcnto Intogral 
(1) I sina.r J(/ia*) 

und orHot'/.cn J{ft.v\ darin durclt dcu Ausdruck (iS (li) 
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Achter Abschnitt. 


J{bx) = ^ j* cos (& X sin co) d co. 

Wir erhalten durcli Umlcehrung der Integrationsfolge fiir 
(1) den Ausdrnck 


(2) — j da j sinaic cos {hx sin o) 

0 0 

Nun besteht die Relation 

2 sin a as cos (6 as sin a) = sin (a -\- h sin a) x -j- sin (a — h sin a)x^ 
woraus man erhalt 

2 I sin aas cos (bx sinco) ^ = j" sin((X -j- & sin o)as ~ 

0 0 

-|- J ® ^ 

0 

Nehmen wir die Constanten a und h ijositiv an, so liat das 
erste Integral der recliten Seite, da auch sin a immer positiv ist, 

den constanten Werth Dasselbe gilt von dem zweiten Inte¬ 
gral, wenn a z> b ist, well dann a — b sin a immer positiv ist. 
Ist aber a c^b, so hat das zweite Integral den Werth -|- ^ 

Oder — je nachdem a kleiner oder grosser als arc sin ^ 
ist (§. 13). Bemnach haben wir 


sin ax cos (bx sin «) ^ 


a <C 05 <C arc sin ■ 


= 0; a a (> arc sin ^ • 
b 

Demnach erhalt das Integral (2) den Werth 1, wenn a>b 
ist, und den Werth ^ arc sin wenn a < & ist, und wir er- 










§• 7a. 


ZwdiUiH IJciHjiii'l. 


IS! 


iuiltcn lUis Rxisultat 


(^0 


sin ({.1 


J{h:r 


(Lr 


(L />, 


• '' I 

ari'siii ; (t, ■ h. 

() 

Die, Wt'i’tlu'. von arc, sin schliessi'ii sieli ITii' d -- - h sint iii 
I) 

iiii (lie Wortho an \uitl weiahni I'iii' !> /■ vcM’sc.hwiuilend 

kUiiii. I)cira(‘lit(‘.n wir das lni('*j;rHl a,Is I'dinctitm de.r pesiliveii 
Imk. 


A 



Variableii h, so wird diese. I''uu('.iion durt'h die in Fig. iUI dar- 
pn'stollU' (iitrvt^ an.se.haiilicli geinae.ld., 

Wir wolUui endlieh nne.li tlas fcd^paitU^ lieispiid anniliia'u: 

Fs isi iiacdi i?. (is (!i) 

('!) “ 1 ('(IS (./•.situap/(a. 


iiod(ad,oi also (i eiin* belie.hige positive (irdnsc*, so ist, wie nieli 
dure-h Dndcc'lu'uug der IiiiegraiionHt’olg(! ergi(dit: 

j*f/(«.(•)(/« 2 I* . i‘ cos ((xa.‘sin (o) (/« 

J -t 1 ^'^ J «” [ /i" 

llierin lilssl sie.h das lnt('gi'al muds a niittelst dtn’ I'dirniel I'.H.’ii 
auHfithn'n, und man eidsiill- 

‘ j ! d- d .1 ^ 

(I 0 


Dsi niiUi X in --a' verwandtdu louui, ohtut die linke Selle ‘/.u 
iinde.rn, ho kiinn man die nadite Seito iiueli in di(‘ Korsu Mef/mi; 
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Achter Abschnitt. 


1 COS {i^x sin gj) d co 


nnd erlmlt claim mit Beniitzung von (4): 


J{ax)da _ r(n[\rr\ 


§. 79. 

Darstellung •willkilrlicher Fuuctionen clurcli 
Bessel’sclie Functionen. 


Wenn wir in der FormellL (§.70) ^^ = 0 nehmen und n 
§. 69 (6) J^(x) = — J'(x) setzen, so folgt 


( 1 ) xJ(ax)J{^x)dx^ -“ -’ 


und die Formel §. 70, IV. ergiebt; 


(2) 2a xJ(axYdx — — J{a)J'(a) — c6j(oi)J"{ci) -j- a/'i 


wofiir man mit Benutznng der Differentialgleicbung §. 69 
auch setzen kann: 


I xJ(ax)^dx = ^[J (a )2 -|- J' (ccy\. 


Besonders einfacli und wicbtig werden diese Gleichun 
wenn a und /3 zwei Wurzeln von einer der beiden Gleichur 

(4) J{x) = 0 
Oder 

(5) J'(x) = 0 

sind. Wenn dann a von § verschieden ist, so ist 


a 

xJ{c6x)J(^x) dx = 0 








t?, 7U. 


1 > a 1 ' K U' 11 


IX w illkurl idler F 


11. 


11)1 


(7) j (i.r----r/'( k)~ odor “'■/(«)“, 

jo luicluloui a oincWurzol von (d) odio’ von (5) isL MittidHl diosor 
kdunon wir oinc willkiirlioho, Kunoiiou / (u’) voii w, die 
in doin Intervall von 0 his 1 jL^i'ffohon ist, dnro.li o.ino Uoiho tlar- 
stollon, die nao.li 11 ossi'.I’solion IhinotioiK'n forisohreiiot, nnd die 
den Ko uricr’Kcilu'n Koihon analog i.st. Ms IVlilt I’nulich nutih 
dor llcwids, dass dic^sc', Kntwio-kiduug allgoinidn inilglioh ist; ahor 
di(s Mijgliolikidt d(‘,r Mntwiokidnng voransgosot/i., orliillt man die 
Form dor I'hitwi ok clung. 

LasBt'-n wir a die. den* (rn'isKi^ naoh goordnoion positivon 
Wurzoln (hu’ (lli'io.hung (4) durehlanfon uml si't/.on 

(8) /'O-'j- - ;;F yi 

so erliiill'. man, woim man (8) mil f/(/ja')^rc/.r nmltiplicirt und 
inti‘grirt, worin fi irgmid (dno hostinnnte dii'Siu- Wurzoln bo~ 
(Icutet, iiao-h (0) und (7) 

(il) -- 2 j 

odor, W(!nn fi in (8) di<^ ohonso goordnoion Wnr/oln von (:>) 
siud 

( 10 ) • 2 

Sot'/,on wir in dor Fornud (1) (i * ' 0, so tu'gioht siodi, wunn 
u oims j) 0 .sitivo Wurzol dor (ihuchung (5) ial 

1 

(llj j .rJ(c<.o)(/a: . • 0. 

DarauH gold Imrvor, dass die Fornud (Hj lur dioHcn Fall 
nur anwondbar ist, wmin 

1 

j (Lr : ■ 0 

ist. Ist dioHo Ilcdingung abor niebt orliillt, so Hot'/,o man 








Ai'htt-r Al'hfhi.iH. 


( 12 ) 

null (‘I’hillt; 


.' 1 ,. I I 


/(.r) i-tl.r. 


wiilircnd ul)i'igi‘U iKudi wif v«ir durfii tlif Funnrl (in) 
Ix'.Htiiiiinl, Sind 

Dui’fli fiiu'ii (itrt'uxril)t'ru!tii'4 Kdiutru wir au-. i:»i jiuitn- uudi 
auH (10)1 KoriiU'l al)U‘ilt‘ii, tiii* ilcut !■ ntu‘i«-r’'a'ln-n 
finalog iiit. 

Zu ilirsciu Z\V('t’k st'hri'il'fi) wir uub-r ili-r \ <iiuuNs,-(/,nni^ (',!i 
(lio Kuriiu'.l (B) ziiiiiicliKt. so: 

It * 

/I'') d’./.,HA, 

Uiu nun tins Intnrvall \nn n lii-< ! iitdirtn’' auN/udrlnu'ii, 
Hcfzc.u wir j' h uud A h an St«dlr \.iu » und A iiiid rrlinltan, 
W(uiu wii* 70 witaltn* init /'(a i 


/(■'■)''--mV i'MT 

Wir tudmicii an, da^H /( m *< i‘>t, w^-uu » riuau m*- 
gelu'iu'-ii W(‘rth <i iilicrhclindlrt. uml h ■ . h uirniix If.uui 

iat aiic.h 

('^) /C'l id,-.;,,,,, 

Ks s(‘.uui mm ... di»* atif rnsastdcj l.dgimdau Wur- 

X(dii von J(.r). Wir Hft/.i'U 

(ir.) «. /a.. J 

h 

und orlmUcii ntiH (M) 


(Hi) /(.,•) V 

—' irliJ I 




Luhh(Mi wir nun h !itdi<*grfii/t wafl.'.fii, ... wild t) un. 

ciidlicli kU‘in*, t*H lull daln*r ainn ••jidh.'ls** \si/ald vtijj 




7i). 


Dur a(.c’ 1 lu ii^ \v i 11 k ii r 1 ic,h or Ku nc (,i n iii* a. 


i!»;: 


Aiifaii^^s/^^licdcni di'r jliidhi'. (Ill) aur das I'a'f^c'biuss keiiicu Kiii- 
fhisH, mid wir bofijolicn ki'imni mcrkliclu'.ii Ki'ldor, wunn wir 

— ciy uii('.iulli(‘.li f!;ross wordcii lass(‘n, Ms isi. a,b(‘r nilh(‘rniiijfH- 

weiso nil' a;i'()ssi' .r |§. 7(5 (l(!)j 

1 )' !)• 

uud es isi also lur uiuuidlii’li ;>:rossi' r 

-jr 1 / -jT 

a, • - .. - , 

woriu n ('iuu untaullic.b |i;ri)ss(' uu}j:(a'adt'. Zabl ist , die mu 'J 

wilc.liHi, W('iiu ■}> uin I wiichsi, bii'ruiU'h isi ia i () riir 

<'iu um'udlich grosses i\ imd rol^dich iiach (17) 

%h J' ■ " sin («, T ' 

S' ^ w 

also 

luid dor (Iron/Avorih di(W(U’ Suiudh' isi das bostiiniuto Inlojfral 
(IS) /(,-•) j ./(•■.n5-/£ j/(a./(i:7.|A./A. 


Wo.mi die l''mu'.iiou / os ^ladaiti'i, kdiuioii wir u hior iua t'liond’ 
licdio waidison las.soii uud orhallon die doju Fo ii ri o r'hohon 
Ijolirsai/. ganz analii|^(' Foriuol 

(i!i) /(..■)■■- [./(£.,■)£(?£ 

Dio 15of^riinduu|j; iliosm' Foriuol, wio wir sic hior go^^obou 
hiibo.n, isi nielli Htreug, Fin .sln’iiKor llcnvois isi viiu I*, dn Hois- 
Hoyluond ).?o.{ 4 idtou '). 


') MailuMiutiiiichi' Aimulcii, IM. 1\'. 


ftitMiUiiiu SV ('Ihm', Jhu'tii’Jli- :• lUuil.fD .rliMfigrii, 












ZWKITMS 


GEOMETRIBOHE 
















Ni‘uut(u' Ahsf.luntt. 


Lineare iiifinitosimalo Doformation. 


§. HO. 

DrohuSr,hrn,ul)uugon iin<l lliclil iingssysl cnM*. 

llin tlio Ainvonduiigcni vou purlitdlou UitU'nnilialgU'ichtmgcu 
!iui' (lio 1‘hysik riclitig vorKtidi(*.u zu kiiniuMi, siud (unign lU^lriKdi- 
tuiigon goonioiriHc.hor Natur iibar din linwc'guiig (ha* dtui Hatun 
st('.tig (udulh'.udou Mn.inii(' vorans'/UHcliicdcnn. 

Ihii I'iun Drtdumg idun.s KiirixM'H uai ninii Axt^ gtaiau /.a In'- 
s(dirn.i})nn, di'.akn mail Hudi Hidhst. in dinAici' gcKl.tdll. uud lu>/.fitduii^ 
din iiach dmn ZmiilU wniHondn. Kicliluiig dm* Axe als din posilivn. 
Din Drnluuig hnisNl. (‘inn llnnhind rnhung (tdnr niiin. poHitivn 
Drnhung, W(‘nu sin dann via' dnu Angnu her van rnidils laadi 
links oi'fnlgt, im ('idgngi'ngnHnl'/lnii I'nlln niiu' IjinkHcli’nluiug 
odnr iingalivn Drnliung. Dinsnr Dnlnrsnhit'd liisst Hitdi in 
keiiu'i* Wnisn In'grifriicli dnlinirnn, soiidnrn nur an Olijctdaii dnr 
Aussniiwnll., vainiichsi am mnuHcddinlnm K()i’p(‘r, dnuumstrirmi. Din 
Drnliung dns IMir/.t'igm’s i.si I'iir di'U a,ur dnin Ziirnrldnitn Stnlam 
d('n ninn Ijinksdn'liung. Vnidansnlil. man din posilivn Axnii • 
riclituug mii dnr nngativna, ho iindnrl siidi aunh dnr Sinn dnr 
Drnliung. 

Wemn sink nin Kiirpi'i* kings ninnr Axn vnrstduidd, und glninh- 
'/oitig drolit, so vnllfiiliri or ninn Snliraulinuknwnguug ndnr 
Snkraulmiig, Uutnr don Snhraulauignn giidit. ns glintdifallH 
'/wei wnsnntlinli vorsnliiodniin Artn.n, din als UnnhisHnliraultuiig 
and LinkssnUraailiniig uninrsnliindna wnrdnn. Kim* Ikadd - 
snkraulmng ist. din, dnrnn Drnliung (uun pnsitivn isl, wnnu din 








Nt'iintt'r Altsfhditt. 


!!>8 


§. fil. 


positive' Axe'urirliilu tier Uie'lituu^ I‘"rtsi-luMt{(»s go. 

lumimoii ist. Man kaun ditwee Uoi^o! ilnr An'-idutiinn*^ iiud (loui 
(it'diinlilnissi’ so t'iuprii|j;i‘n; 

Kiui' IIfchtssi'hraulniup: voUfiilirt dor rcchln Ann, 
we'iin or sich ohno Zwaup; lu-Nvo-ft, al^o /. l!. mi, duHs dor 
ro.chto Arm vorf^ostosHou wird, mid ik-r lliit-kon der 

Hand vtm olum naoh ausson uird. 

UoohtHgi'Wuudou aind ilio nudMt'ii im l.utU'diou Lt'luui lio. 
nutzlem Schraubon, <li(^ ICork/iolmr, ilii* iinditrn ^fhnrcki-nhiiusor 
(doc-h giobt OH auc.h litdes gowmiilotu*). 

Wio wir Ho.lion tViihor (§. d7) ffstgosof/l liahrii, luUlon droi 
von oinom I’uukio aiisluut’ondo, niidit in ouu'r gologoiui 

HioliUingon, in oiiu'r hostiumitoii lti'ih*‘itt*d*,n‘ I, :i K'nionuiK'n, 
cin Uot’ditssYst.om (diroolt's o»lrr po'.itiu'. >v^it«anK wrmt jedo 
von ihnon iu die iblgondo iiln'rorhl dtindi '-ino positivi' lirolumg 
von wouigor als ISO" um dio drittf. lliorlifi i'.t I wiedor auf :i 
folgoud anzunoliinoH. Ms gitdit lutr imrli nuou /u.-itmi Full, 
niLiulioli dt'ii, dans jodo iu dii' toUjrudo duroh riur nogutivo 
Drolumg iiborgoht. Min sidohos hoi-..I tlunn fin IiinkB- 

Hystoni (iudirootos odor iiogatiu-ri Man orhiilt oiii 

RoohtHsyHt.om, ■vvonu man dif dm !■■JUKo^ 1,2,1! 

(Daumon, /.oigolingor, Mittolliiigori drr rt-rlilfu llaiul uhno 
Zwang auHslruokt, wnUrond ntun dif lirulon loti'deti 
Fingor BiiiHchlilgl. 

Wonn wir dio Funkto dvn Uaiuiifs /nr ;ui.iUttM-hru Dar- 
atollmig auf oin roolitwinkligos ('oordiit.itfiisi 4*111 l»f/itdioi), ho 
wordoii wir, wouii uiolit tlun Urgoiithidl an .drui-klifh horvur- 
gohohou ist, imnuT Hunohmon, diofi dir t'u*»riltnaiona\ou in dor 
Raihoufulgo ;r, '//, j t'in UoohtsHyarm Inhlrsi, 


Hi. 

Litloa I'r Ih-forina t i<*ii 

Wir donkfu lum nun rim* oHitni Rauintlr 3 I stotiv; nfullmdo 
BllbstaUJ?, dorou '1‘iuiilo brwridioli slJid, all-* I'lia-r Lagr in riuo 
audoro gobraobt. Kin Pnnkt m «lios< r ''ulMian.', drr vm* drr 
Vuvsoldobung dio roi'liiwinkligrn ('«mrdinat* i* -.if. fjat, nulgc 
diircli dio. Vorsebiobuu'' in dio diirofs di** i■.•urdjn.itoj! A. )\ Z 
bostiinmtn Kago iiborgoganooa s-dn. Wrnn d.inn /winrhon drai 








iirspruiiglicluni iind dcii voriuuU'rl.('n (^)ordiuateii vou m ciiu* 
Bezioluuig diT folgondtai Korin hi’sfc('ht: 

A’. “ a j «i.r 1 «.j// I 
(Ij >' /i 1 { ■ /],// ^.| /i,,:, 

^ -•)' ■ I ri><’ i I y:iA 

woriu die (loiiriieii'.uteii vou uunMtiiugig siiid, ho wolltni 

wir die liitu’dure.h .‘mHgedri'u'kit^ Voriuulonnig dos Systems (unt^ 
linoiUM' !)('.forma.tie 11 lumnou. Sie. ist dadureh ausgezideluu't, 
dass Kuiikte, di(' iirKpriinglich auf idiu'.r (Joraihm, aaf (dmu’ Khimc. 
auf (umn‘ I'diiolie zwidtim (Iradi^s ole. liegou, aueli naeli oin- 
getretem'r Oeformatioii auf ('immi (leltildi* dorsellu'u Art liogiui. 
S(‘t/.ou wir noc-li 

x' ~ A • «, y' --- Y • /i, ■ Z y, 

so orgelam di(' (Uoichuitge.ii (1) 

x' a^x i cmi 1 r, 

(2) y' /i,.r f l%y j 

ra !i ■ I y.-i 'A 

uiid x' y' c' siiul di(‘ ridativtm CloordinnUm (his I’uiikies m naeh 
('.iiigetroioner Vorsehicdmiig, Ix'zogeu auf dim I’uukt, dor iin ur- 
spriingliclum ZusUuide ini (k)ordinaUiiianrangH|mnktc lag. Wir 
liotraiditon jolzt aber nur nmmdlir.li kloiiie odor, win wir aiudi 
sugo.n, in f i n i i OH i m al e Defurmat.ioui'u, d. h. wir seheu 

x' a;, y' y, Z ■ 

und f'olglir.h 

«, ■ I, «;), 

/^i, (iu 

ru r-ii Kii 1 

als unondlie.h Icleine (IrriisHcn orsie.r Orduuitg an uiul 
vornacltlilHsigon unendlich kloine (IriisHen liiilieri*!* Ord- 
Tiling ge.gcn die vou niodrigoror Orduung. 

Denken wir huh /.wei Holrlie netbrmaiiouen iiar.h ciiuiuder 
ausgofiihrt, so werdeii naeh der /.weiien lUe (murdinaien dies 
PunktoH 7)1 in dor dritten Page dnrrh Ansdriicke vun der I'nimi 
dai'gesti'llt: 

x" «j,r' I fZy' ! u'(Z\ 
y" — ft\x' ! /iU' .j /i;.,-', 


(B) 
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Neunter A,bschiiitt. 


§ 


! ! 
! j 


I 


iind das Ergebiiiss kann aucli durch die einzige Deformation ' 
erreicht werden, die den Ausdrnck liat 1 

x" — a'i X a'i y «3 l 

y" ^'Ix^'iy f 

y' = y'lx ^ y'iy ^ y's 0 , ; 

wenn 1 

C4i = oii «i -|- «2 /3i + as n, 

042 = a[ CC 2 -f- /32 -|- «3 ya etc. 


gesetzt ist. ‘Vernachlassigt man aber anendlich kleine Grosseu 
bbherer Ordnnng, so wird 

«! = ai -|- af — 1, 

042 = “ 2 '^+ « 2 , etc. 

und man sieht, dass man zu demselben Ergebnisse kommt, wenn 
man die beiden Deformationen in umgekehrter Ordnnng aus- 
fiibrt. Man kann dies anwenden, urn eine gegebene Deformation 
ni mehrere_ einfacliere zu zerlegen. 


§• 82. 

D r e h u n g. 

Unter den linearen Deformationen ist als Specialfall die 
Bewegung eines starren Korpers entbalten. Denken wir uns 
namlich ein reclitwinkliges Coordinatensystem mit eiiiem starren 
Korper in fester Yerbindung, so dass es die Bewegungen cles 
Korpers mitmacben muss, so bat der Pimkt m in Bezug auf 
dieses Coordinatensystem immer dieselben Coordinaten y^ g. 

Om also die Coordinaten x\ y\ 0 ' von m nacb eingetretener 
Verscbiebung in dem urspriinglichen Coordinatensysteme zu 
finden, bat man die ans der analytiscben Geometrie wobl be- ; 
kannten Formeln fiir die recbtwinklige Coordinatentransformation 
anzuwendeii, nnd es werden also x\ y\ 0 ' durch die Formeln 
§. 81 (2) dargestellt, zwiscben deren Coefficienten die Relationen • 
bestehen; 1 

R + ri = hk H- 

(1) a! -1- -f- y^ = 1, as a^ -|- -j- y, = 0, ^ 

+ y-I = 1 , «i «2 -h kk -j- ?! 72 = 0 - 


Diosc (»l('.ic,liiinfi;cii init dcu I'rlauhlun N'cniaiMi- 

in fulfifoudo ilbcr: 

™ b /b 1 '/'■> 0, 

/'i i "5 

1, ■ (I, 

iiud wonn wii’ also 

• lii ■ n 

?'l «:i 7, 

■ •• fv., — fi I r 

sotzou, so wci'd(‘n dio. (lU'ir.linnf^cn, dit' oiiui munidlirh klfiin* 
La^n'niiii(!('run|^^ (diuss slnrrcn Kiirpcrs ausdriii’ki'ii, nat-li si (2): 

y • ./• ■ ri/ I f/r:, 

(2) //' II — p:: ! r.r, 

■ (pr t !>!(• 

Mill! kaiui di(‘S(^ Ijagcni.'liuUsntnK" nun wicdcr in dfci ijarticllc 
'/oi‘U'.{j;('.n, vou dtouni di(' oiiu!, din nus (2) nrhalit'.n wird, wtniti 
niiin t{ uml r - () sotzt, so dari^cstollt isl: 

./•' .r, //' // - p ,r j p //. 

Din. Iliulniil.unj^ dii'snr pnrtii'llnii VnrHcliinljun*^ isl. aus d-T 
l)(iisl.(i!unidn.n k'ip;. 27 /,u nrsnluni. Sio bcsinlil, (bni po.silivniit p) 
in n.itnn' ijosilivnii Dia'liimjj; mil dn.m . 

unnndlinli klnimm Winknl ji uin din 
a;-Ax('.. (Ian/, (‘utspmnlumdn Dndi'U- 
lim}^ liabnn dit! btiidnn andt!i'nn Dorn- 
punnntnn dnr Vnrsnhinbuiig, din in j | , 

I)i’t!!iiu)gnn mil dnn Winkidn i; nml r '* 

urn din. Axt'.ii // and latslnlum. "i[, . 

Htti (b'r ilurnb (2) aus^j^indriinklnn b - 
Doi’oiMnalitm wt'.rdnn alln I'uukl(! dnr ’ ; 

tlurnh din (Ilnin.buii^nin 
(2) ./■ : !J : — p : tj • r 

darf^i'.slt'.lUnii goradnn Linin in ihrnr urspriinglinhnn Dagt! blnibnn. 
Dit! H(!vvt!f<nnfif la'stnbt also in nintir DrtdiiiniJ!; nm din.sn ^cradc 
lanit! als A.xn. Wir sttP/nn 

(4-) w ■* ] ]>'' j If' ! 



ndi posiiivttin Voi‘/,i!in,ln!n ibn* (.luadralwurznl nml bnstinniinn din 
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§• H8. 

positive Uicht.uii^ dor A\u so, duss sio luit ilnt I oortlinntcnuxen 
die duroli dio (<Ioi(duin|i:ou 

(5) p ' /■/”■•• w ros/J, r to cusp 

])Ostinnnton Wiuktd «, fi, y tdusiddit'SNt. 

Die Vt'rsoliii'huu^, ilit* irj^n'ud oiu I’uukt ,i\ . orlitltni hat, 

('rgielif. sioh iinoli (2) 

!)■ - \{ry ! iP '- ‘ 

) ( p'^ 1 Ip' I r ') {.I - ■ II' * .1 i /. .r >()i . , ijv. 

8et'/,on wir 

(G) Cosfj, // p ons/i. 0 '‘oSf', 

i) : ] .1- Ip > ■. 

SO ist luicdi (f)) iind ((I) 

pill I tf II j y.1’ (i) p (fits o t'liN« > ‘‘iisr 

I.) p I-OH H, 

worin W dt'U Winkd /wisoluoi tU'iii Uaditi-. Vtn-tiu' p uud tier 
Drtdiuiigsaxt! liodtmtot, und os lo-id'-ld sitdi 
(7) I) M p hiu M to li , 

woim ({ don Hunkroc;hton Ahstauil tit's I'uuLii , t, ip von dor 
Drolnmgsaxo iit'duutol. Doimiaoh ist i.i ilfr nuoudlirh kloinc 
Wink(d, um desn sitdi das Sy^tom goilroht haS, uml ilt** nroliung 
uni dio Axo Imt don posilivou Sinn, wit* lu.sn t-rkount, woiin 
man dio DrolnuigHuxo, uiii dor ,r-Axo /tHniiiut»*ns‘.illon laHst, 


IJ 0 h n ti n 14. 

Wir wollon uutor oitun* I)«‘linu!u-' ouje Md. hr ni-foriiialum 
vorHioliou, boi dor tlroi auf oinanilor roolst «i nk hgo Ilioli- 
tungon luigoiindort gobHobon 'lintl. t ui fiuo 'atlobo lUdbriiia- 
tion atuilytiscdi thuv.UHtolloii. nobiuoa wir /.itnaohs! t-in spooifllcs 
Coordinatoiisystoiu ?/, dohson dn-i \\.*u lui! ib-n als un- 
voriindorlioli vormisgtvHot/.ion Uioldnuto*!* /n*-titHiH-itiaUi-u. Ikuiu 
gobon dio (Jb*ioliiingoii ij. HI. rji 










woriu A • I, ■ 1 , 1' I (lii‘ Zunalinicu lUtr Lilngrui-iulunt 
in (Ion (Inn Ax(‘.ui’ic‘hiiiii,!j;on uud ;ilsn uiuMuUitdi kloino (Irtissi’ii 
(U’stcr Ordnuiif^ sind. Nun ktdirt'u wir zu di'in urujiriini^lirhi'u 
Co(mlinnl.(!iisy.st(niu'. .r, //, zuidick iind di-iicki'U d(ni Zu.snimuoii" 
hang zwist'.lnni (h'n ('oordinatcn >/. und ,r, //, duroh din 
Fonnoln aus: 

X “ ■ I a. II 1 ' <(^.r I l,^j| 1 ri.r, 

(2) //-"/hb I (>■>>! I I l>'!/ h A 

- b ■ i (‘i ^l 1 ^ ' ■ »,!><■ l ! ^'ii- 

und doi‘H(dl)o ZuHamnicnduuig bcsltdii y.Nvisc.lu'U dcu ('tuirdinal.on 
x\ /y', und ■»/, ilioriu goniigon din (kjidVudi-nlcn a, f>, i- 
don U(>diiigung('u ITir diii orthngonalti ('oordinali’nlransfunuation 

(0,1- 

Alls (I) und { 2 j fnlgt idnu’ 

1 i 

'/ i I /(.i J'S, 

r, I r^ytr/ f 03!'^, 

und daruus mil limiulzuiig dcs zwcilcu Sysi(!iu(‘H (2) 

.r' «./• 1 r\ii j /i',:-, 

{'0 //' Ihl I «'-A 

iy>>' ! I 

worm 

r 4 T—. ii-X I a.]It I ((p\ a' (ip\l j h.^c.pt j 0,1', 

(4) /i h,’A j hpt i /jj'i', ji' I 

y ^ I I ri''*h V' {(j^iA I u.Ji.pi 1 u. 

Ili(sriu Kind, nhwnhl die a,, hi,... ondliohi' (inwHcn hind, 

« ’ I, /^ I, }' 1, /f, 

unondlieAi kloino (»rt)ss('n crslor Oiahmng, din fVir A /< a 1 
in Null iil)t'rg(!luui. 

Dor woHonilio.lu*. rntm'scliiod thu* Funnoln (.1) gogotiiilicr den 
allganudium Idirmolu §. SI, (2) liosDdil darin, dass Idm* dio an 
aytrinudrisolion SUdltm Ktcluuidou (loidVioionlon fi', y' juiurwoiHo 
ghncli sind, d. h, d(U’ (loidVu'.imii von // in. ;r' gloio.h doni von ,r 
in //' u. H. r. 

l'.iK iat nhf’r nooh nacJi/uwfdst'n, duHs dioat^ luiriu (hu* (ihd 
o.lmngon (H) goniigi, urn (dim roiua Dohuung auK/udriiidcon. (‘111 
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§. 83. 


diesen Nacliweis olme zu grosse Reclinuiig zu flihren, benutzen 
wir eine E’unction zweiteii Grades; 

( 5 ) + 2/^y, 

durcli die die Formeln (3) so dargestellt werden kouiien: 

( 6 ) ^' = \f{pc), y' = ^f(y)^ 

vfennf{x),f{y),f{ 0 ) die Derivirten von f{x,y, 0 ) bedeuten. 

Wird nun diirch ein Formelsystem (2) irgend eiii neues 
Coordinatensystem ^ eingeftibrt, so geht / (;r, .g) in eine 

ganz Mmlicbe Function iiber: 

(7) f{oc,y,0) = 

und man erhiilt durch Differentiation dieser identisclien Gleioliung 
nacli T?, ?: 

(8) . r = ig>'«), V' = ^<P'(V), 5 ' = ^ 9 '®. 


d. h. die cliarakteristisclie Form der Ausdrllcke (3) gelit 
durcb. beliebige recbtwinklige Coordinatentransforma- 
tion nicht verloren. Nun kann man, wie aus der Theorie 
der Flacben zweiten Grades bekannt ist, das Coordinatensystem 
ausnabmslos so bestimmen, dass ^(l, die Form erbalt: 

<p(i,V: 0 = H- 

(Man hat nur die Hauptaxen der Flache zweiten Grades / = 1 
als Axen der ^ zu wahlen), und dadurcli gehen die 

Formeln (8) geradezu in die Formeln (1) liber, die der Aiisdruck 
fur eine Dehnung sind. 

Die Massenpunkte, die im ursprlingliclien Zustande in einer 
Kugel mit dem Radius I liegen, also der Bedingung 
( 9 ) _|_ ^2 _|_ ^ 

genligen, erfiillen nach eingetretener Deformation ein Ellipsoid 


( 10 ) 


i ^ ^ 12 

22 + ^2 ,;2 < ^ • 


Die Volumina K und E dieser beiden Korper sind 




4:7t 




und folglich ist 


Oder mit den erlaubten Vernachliissigungen 

( 11 ) ^ = 

Diese Grosse, die das Verlialtniss der Volumenzunalime zuni 
urspiiinglichen Volumen ausdriickt, wird die raumliche Dila¬ 
tation genannt. Nach den ersten drei Gleiclmngen (4) erhalten 
■wir dafiir aiicli den Ausdriick 

(12) ^ = — 3, 

der fill’ jedes beliebige Coordinatensystem gilt. 


§• 8^- 

Die allgemeine infinitesimale lineare Deformation. 

Die allgemeine infinitesimale lineare Deformation, die wir, 
wie in 81, durcli die Formeln ausdriicken: 

of == a: «2 2/ "f" “3 

( 1 ) y' = 

= YxX 7i 

Uisst sich nun immer darstellen als das Ergebniss der Zusammen- 
setzung ciner Drehung mit einer Dehnung. Sind diese beiden 
letzten in der Form angenoramen; 



x' 

= X ~- 

- ry -j- qs, 

(2) 

y' 

= y - 

- p 0 r X, 


s' 

== 0 - 

- 0.00 + py\ 


x' 

— ax 

-1- Y'y 4- 

(3) 

y' 

= Y'os 

4- + ah 


s' 

= ^'x 

4- a'y 4- y , 


so ergiebt sich aus ihnen nach der durch §. 81, (4) ausge- 
driickten Regel der Ziisammensetzung die Deformation (1), w^enn 
wir setzen: 

z= a, /is = a' — p, ya = «' H~ P: 

(i, = /3, y, r= /3' — a, «3 = /3' 4- P. 

=z= y, ocj = y' — r, l^i = y' 


(4) 
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und daraus 

P = l (Y2 - A), a = ^ («a —rO, ^ ^ (^1 — oc^l 

( 5 ) 

“' = 2 (^2 + /^s), ^ K + ri)^ 5"' = ^ (i^i + “ 2)5 

iind da bei der Rotation (2) eine Volumanderung nicht eintritt, 
so ist auch bier die raumlicbe Dilatation 

( 6 ) ^ — a ^ y — 3 := _j_ ^2 _|_ — 3 ^ 

d. h. gleich der Summe der urn 1 verrainderten Diagonalcoeffi- 
cienten 1 ). 


Vergl. Diricblet, Untersucbungen iiber ein Problem der Hydro- 
dynamik, §. 3. Dirichlet’s TVerke, Bd. 2 , S. 277. 





n (.c.r A hschni it 


V 0 010 r 0 n. 


sn. 

Fcldor, Skalaro uiid V(‘c,tormi. 

Di(', Phyaik hat (‘8 nuslit nm* init tluni abHoluUui Uauitu' ih'i' 
(Juomotrio zu than, koiuUu’u mit dom nut Maii'rii* frlTillti'ii Kaunit', 
()d('r, ullgciuaiuor zu nulcn, luit t'inc.m llauuui, thnn in jcdcm 
Punkta gowisso l''jigouHc,hart<ni zukonuiKui. Kin hcgrt'uztc'r ndi-r 
unbngnnizlm* Ibuun, dni* in jiahnn Hcincr Punklc^ (Uu* 'rriigcr niiun* 
wold (lolinirt(ni Kigonw^hal't i.sl, lu'iHst idii Koltl. Su K{)ri('.l>t. man 
von oiiunn T(iin))(’.ra.iurl(dd(s ('iiicin (biHcliwimligki'itsh'ldo, «'int'iu 
Kral'tlbhlo u. h. 1'., und ('s hat dabci auch Uoinu Sohwiorigkcht, 
anzunuhmori, dasH Hjoh nudinn’o Idddor vorNohiodi'iior odi'i' aurh 
dorHo-lhon Qualitiit iibordtH'.kcni, d. In gloiohzoitig donKtsllion g»'ti- 
uioti'inohon Ihuim oimudimon. 

Dio Qualitilton, di('. znr Doliiiitiou oinoH IdddoH ilicoion, kilimon 
von zwoiorloi Art Hoin. Im oinfanliKtoii Knlhi ist oh oiiio IiIohho 
OrtKfunction, dio Hicli von Piinkt zu Punkt, ntidig odor iiUHtotig, 
iiudort, a,uch in oinom Ua.nniHti‘u’.k(‘ coiiHtaut Hoiu kann, wio otwa 
dio 'roniporatur, di(‘. Ditditigkidt, dio l'.on('o,ntra.lion oinor DtiHiing, 
und vi(d(SH Andoro. S(d(du\ OrtHlunctionon wordon Skalar(‘ odc'.r 
Hkalanui (iriiHHon utul die', ontHprooliondeni Kedihu* akalaro 
K ('. I d 0 , r gonannt. 

Dio. Kige'iiHoliaft deiH I'Vhh'H kann ahor aiudi oino OrlHriincdion 
8oin, init dor in jodoin Piudvto oino ho.stinind.o Kiedd.ung vor- 
himdo.n int. Sededu'. KigouKedinflou hoisHon V ee o t o r o n oil or 
V oo.torgroHHon. Duhin gohdi'oii aln ornto Boispiolo (iostdiwindig- 
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keitcn mid Kriifte. In joder Vcctorgrdsso ist, cinn sknlarf'. (iriisso 
enthalteii, niinili(di {;l)Gn die Ortsfmuitioii, di(^ ninn erhiilt, wemi 
man ven den- Ricdituiig absicht. 

Diesel- Skabir wird die absolute (lr()ss(! odm- der Tinisoe 
des Vectors gonamit, oder aucb, wenii voii der (lesammtheit d(u- 
Ibinktc oiiiGH Feldes die Rodt'. ist, ilic Foldstiir ke. 

Die XU dem Vector gcdiiirigo rdclitung ikuuk'u wir aueh (li(' 
V c c t o r a X c. 

Zur Veranacbaiilicbmig deiike man sieh den in einem I’unkU^ 
vorliandenen Vector dnrch eine Stroek('. dargi'siellt, di('. in dm- 
lUclitiing dos Vectors aufgetrag(!n ist and eine dem 'I'onsor 
gleiclic (odor proportionab') Lilnge lia.t. Ks g(dit daun dnreli 
jeden Punkt cines Vectorfbldes eiiu', gm’iehb'te nnd l)egi’en-/t('. 
Streckc, die cin Dild der Veidorgriissi'. ist, alior am-Ii selbsUunlig 
als Vectorgriiase betraclitet werden k;mn. Wii* l)t^zi*ielinen dieso 
so delinirten Htrockou in d(U- Ibdg(i gleicdilalls als Xbu-lormi. 

Ein miter alien UmstiLinlen getrcuios Dilil eiiu's Veetorfeldes, 
das xngleicb eine dor wiclitigsten Anwendungen die.si's Degrill'ea 
bictet, erliillt man, wenn man sieh, wie im vorigmi Abselinitte, 
eiiicii llamn mit einer Ma.torio ernillt denkt, diu-en Tlieile, be- 
weglicb sind, otwa wie liei einer Eliissigkeit, einer xiilnm 
Masse odor einem elastiaelien Iviirper. 1st dit'st' Materii' in De- 
•vvcgimg, 80 kommt in einem beatimniten Aiigenblieke ji'dmu ihrer 
Punkte eine naeli Uiclitmig and (Iriisse bestimmle (lescliwiiidig- 
keit xn. Oft ist es abm- xweckmiissiger, nielit sowolil die Oe- 
aehwindigkoit selbst, als den von einem Diinkte der aiigeiiom- 
menen Materie in ('inem nmaidlich kb'iaen Zeilolemento tU 
darehlanfenen, ala gcu-adlinig xa betraelitenden, unendlieli kleiiieu 
Weg als Dild dca Vectors xn ladraidden. Wir widlcn die.scn 
Vector kurx die Verriieknng lumnen. Si'ine aliHolule Ordssi' 
ist xwar mumdlioli klein, steht aiaa- xa dm' willkiirlicli angenom- 
menen aaendlich kleincn Zeit d 1. in einem midlicben Verbiilt- 
nisso. 

Zur Dexeiclinang von Voctoren Ixslimien wir nns vorxiigs- 
wniae der Diichstaimn dos groasmi dmdsclien Alphabets. 

Ein Vector 'lH bat in jede.m I'nnkte eine Ijestiiumte Dieh- 
tang X and liildet also mit irgimd einer anderi-n Diehlung I 
ciuen In'.atimmten VVinkel, der xwiseben d" nnd bso*' geleg(‘n ist. 
Die recbtwinkligi', Drojimtion von VI auf I lieisst die (ana p ti¬ 
ne,nte des Vectors natdi der Dichtang /, Ist d dm- 
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Tensor von 51 und (I, X) der Winkel der beiden Riclitungen Z, 
so ist 

(1) Ai = A cos(Z, X) 

das Maass flir diese Projection, das also positiv oder negativ ist, 
je naclidem der Winkel (Z, X) spitz oder stumpf ist. 

Die Punkte eines Feldes werden analytisch durcli ihre auf 
ein rechtwinkliges Axensystem bezogenen Coordinaten x, y, 0 be- 
stimmt. 

Ein Vector 51 ist vollstandig bestimmt, wenn seine Compo- 
nenten nach den drei Coordinatenaxen gegeben sind. Sind diese 
Componenten A^;, A,j, Ag, so ist 

(2) A = A% -j- Ay -}- Ag 
der Tensor, und 

(а) cos (;i, x) = ^, cos (A, y) = cos (A,^ 

sind die Riclitungscosinusse des Vectors, und nach (1) ist 

(4) Ai = Ax cos (Z, x) 4- ^!/ cos (Z, y) -|- Ag cos (Z, s). 

Bei einer Parallelverschiebung des Coordinatensysteins bleiben 
die Vectorcomponenten ungeandert. Drelit man aber das Coordi- 
natensystem mit Festhaltung des Anfangspuuktes, so hangen die 
neuen Vectorcomponenten mit den alten durch dieselben Formeln 
zusammen, wie die neuen Coordinaten eines beliebigen Punktes 
mit den alten. 

Die Resultante zweier von einem Punkte auslaufenden 
Vectoren 51, 53 ist nach Grrdsse und Richtung die Diagonale S 
des aus 51 und S3 zu construirenden Parallelogramms, und ebenso 
kann man die Resultante von drei und mehr Vectoren bilden. 
Jeder Vector ist die Resultante seiner drei Componenten. 

Sind Ax, Ay, Ag und J5x, By, Bg die Componenten von 51 
und 53, so sind nach dieser Definition 

(5) Ax-\-Bx, Ay-\-By, Ag + Bg 

die Componenten der Resultante von 51 und S3. Man nennt 
diese Resultante ® von 51 und 53 auch die Summe der beiden 
Vectoren und setzt in symbolischer Bezeichnung 

(б) ® = 51 -f 33. 

Die Bedeutung einer Summe aus mehr als zwei Vectoren ist 

Biemann-Weber, Partiello Differentialgleichungen. 
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hiernacli von selbst klar, und man sieht, class cliese Summe von 
der Reihenfolge der Summanden nnabliaugig ist. 

Wenn die A.xe eines Vectors ^ ungeandert bleibt, sein Ten¬ 
sor A aber in qA verwandelt wird, worm q irgend eine positive 
Function des Ortes sein kann, so entstebt ein neuer Vector, der 
init ^'21 bezeicbnet wird. XJnter —% verstehen wir einen Vector, 
der cienselben Tensor, aber entgegengesetzte Riclitung wie '21 kat, 

Ein Vector, dessen absolute Grosse gleich Null ist, bat keine 
bestimmte Ricbtung. Ein solcber Vector ist die Resultante zweier 
gleicher und entgegengesetzter Vectoren, 51 — 5(, imd wird init 0 
bezeicbnet. 


§• 86 . 

Darstellung eines Vectors durcli eine lineare 
infinitesimale Deformation. 

Wir veranschaulicben nun die in der Vectortbeorie auf- 
tretenden Grossen durcb die scbon im vorigen Paragraphen er- 
wabnten Verrilckungen einer Materie. Wir setzen dabei aber 
jetzt die Vectorcomponenten als stetige und difterentiirbare 
Functionen der Coordinaten a:, 0 eines Feldpunktes voraus. 

Wir versteben unter der Umgebung eines Feldpunktes m 
den Inbegriff aller Punkte m', deren Entfernung von m eine un- 
endlich kleine Grosse £ niclit iibersteigt, wobei jedocb s als vollig 
unabbangig von der unendlicb kleinen Zeitgrosse dt zu betracbten 
ist. Wir setzen von beiden Grossen voraus, dass die boberen 
Potenzen gegen die niedrigeren vernacblassigt werden diirfeu, 
nebmen aber keinerlei bestimmtes Verbaltniss zwiscben £ und 
dt an. 

1st 51 ein Gescbwindigkeitsvector, so geben durch die Ver- 
riickung im Zeitelemente dt alle Punkte der Umgebung von m in 
eine neue Lage uber, und es ergiebt sicb leicbt, dass diese Ver- 
anderung eine lineare infinitesimale Deformation ist, 
wie wir sie im neunten Abscbnitte betracbtet baben. 

Sind namlich x, 0 die Coordinaten des Punktes m und 
X dx, y A- dy^ 0 Punktes m’ vor der Ver- 

riickung, so sind dx^ dy^ dz die relativen Coordinaten von ni! in 
Bezug auf m. Setzen wir dann zur Abktirzung, wenn 9 ? eine 
stetige Function der Coordinaten ist 
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und l)ozoiclmon wio frUhor mil, yl.,., yl,,, A, die (lomijononton von 
'H, so siiid nacli dor Vorrilekuiif:!; die (Joordiuaten 

von on: von nif: 

.'r-l A.rdt,, .r } f/.r-| {A., | dA,.)dl, 

1/ 1 Ay dt^ // i d}l I 'l-'li/ I dd„)f//, 

0~]~A,d(, I (.-I, I dAAdt. 

Wenn also nach ('.inj>;e.iv('.tener VorriicJcung di(' |•(da,Uv(Ul tloordi- 
luitoii von on' in auf on mit d',(\ d' i/, d' z' l)exoieluu!t, wiavlen, 

so ergiebt sieh 



d' X 

~ dx 

[» dA,.dt, 



d'1! “ 

" dy 

H dAydt, 



d' z ■ 

" dc 

•1 dA,dt, 


und dies 

c. Ftu’intdu stolloii 

alst) 

cine lineare inlinitusimale l)c- 

rormation [wio in 84, (l)| tbir 

wt'iin 



“ 1 ■ d t, U. 


O'rl.,. . ( 

d L 



' rx. 


('!/ ■ 


on li^ 

(i 

'( X ' 

1 

t OJ"'"’ "»' • ' 

dd 

fi 

’r x 

- 

' 1 ' 


goHotzt wird. Diesc Delbnnatit)!! 

liiHst sieh nun win oben 

in zwei 

I)artioll(', 

I)ol'ormatit)neu '/x 

'li'gtm 

, tlit^ wir jet'/t tnnzt'ln 

7.U ))C- 

tnicbten 

liaben. Zuniic.hst 

abc.r 

ist nt)c.h zti btunt'rken, 

tblHH tlil! 


Na,tur di(iHor Deforraatioji, von (hnn willkiirliidioii eonstanUMi 
I'actor dl a1:)g('HQlum, dureh den urspriinglieh gegeboneii Vector 
voUstiindig ijostinijut ist und in ktunor Weist* von tier laigii 
ties Ooonlinaie.nRystenm abhiingen kann. 

§• 

(lurl und Dive.rgt'ri/. einen Vectors. 

FasHoii wir, wit' im vorigen I’aragraplitm gt'zcigt Ist, cintm 
Vector als (IcHcliwintligkcit anf, so ktiiirien wir nus ilitn in 
vtUlig oindeutigtm Weise, und obnc Beiiut/auig tics Ooordinulcn- 
syateina, ointui xwt'itcn Vec.tor B ableitcn, wenn wir in jeibun 
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/('hiili'r AliHoliuitt. 


ij. 


Puiikto (lio Drelniui^'suxt'- dor liiioaron Dofonnal.ioii n.ls V('.c,t(»rax(‘ 
nolimen mid :i,ls Tonsor idim (IriiHso, din dmu Drohuu^swinkid 
glcioh odor pniiioriional isi. Wir wollou ilm pfloioh doni Doppidl.i'ii 
(l(‘r I)r(‘luin^"sf;o.s('hwiudi{^ki'ii sidizmi and dim so dolluirtim Voi’- 
l,or ('' mil r*('UuUuug dos impjlisclu'U Ausdruokos dim (hii’l di's 
Viiol.ors VH iK'.nui'n: 

(Ij (v • " imrl \H. 

l)i‘r Curl isl hieriiach unal)hii,up,'i|j: vmu CoDrdiuatc.usystoma 
('rldilrt. WiMiii alior .1.,., .-Ij/, .1,^ dio Couipommk'u von \H siiid, 
so urlullt man liir dii' ('omponmitou voii (' naidi H-i (5) 
rJ- ovl, 

<■// 

(A.. rJ 

r 

i J, 

( ./■ ( II 

Aussiir dor Dri'liuii}' is(, in dor don Vooior darKiollciulim 
lincaron DoConnaiion nooh (>iu zwoitor lioslaudtJioil o.uihnltou, 
niimlioh oiim l)olnuui^% dio nuoli don I‘'orinolii (Hj dos vori.i^(m 
Paragraphon uiid lutch §. S4 loiohi hosiiinmt wordim kann. IHo 
raiiinlioliG Dilatation diosiu’ Doloriuation ist idno duroh ill vidlig 
lioHtimmto, voni (’oordinutonHystmuB iiualdiiingigo skalaro 
Crdaso, dio wir di(* Divi'rgon/ dos Vootur.s \H noniion. Bin 
liat dim folgimdou Ausdnic.k 

(0 ■■■ I I ■ 

Dio Divorgonz dos Curios von ist, win dio 
Fonnoln (2) zoigon, i minor gloio, li Null. 


(\v 

0) <'■' 


S. HK, 

Dor Cradiont oinos Skalars. 

Wir liotraoliton jolzt oiu skalaros Fold, uml os soi S dio das 
Fold liostiinmondo Ortsrunotion, dio wir als stotig und dilldrontiir- 
bar vorausHotzon, Wir ziohitn von innom Dunkto m dos Foldos 
aus oino gi'rado Linio A in oinor Imliokigon Itiohiung und l)c» 
zoiclinon mit h don Abstand oinos Dunktos m' auf diosor Linio 



§, 8 H. 


Griidieut uinuH Skalai’H. 


von ?H. Untor dtuu Gofii.llo v o ii >S' in dor htiinjj; /. vor- 
stoluni wir daiin dcu (»r(nizw(n't,h dos Vi'rliiiltuiHsos (t> — 
wcim sitdi 9u' dom PunkU'. '/n uut'udlitdi uiiniilu'.rt. Dioscn* (5ron/,~ 
wcrtli ist j:i;l('.icdi dom l)iriort'nlia,l(inoUo,uti'n d H^ woun wir 
S 'ids Funotiou dor V:iri:i.l)l('ii .s luilTasHon. 

(Inter dom (Jorilllo dor ('’uiuiiion N sc.ldoe.litw(!g, olnio 
Angabo oiner Ilio.hiung, V('rH(,(dion wii” do.ii griisslou unt(ir alien 
Wortlu'ii, die das (lonUb', in dciii von »i a,usla,nrmidon lUolituugon 
liat; lunl da. di('so.s grti.sHt(' (udiilh; in oiiuo’ bostininittui Kit'.li- 
tnng .staU.(ind('.n wird, so kdnno.n wir dio,s(‘ ni(dit,ung znr Ax('. 
oiiu's Vce.iors (b nmo.lion, (bnn wir das grilssti', ((('fillb'. solbsi als 
Ttaisor gcilxm. 

Die,sen Vector (b lumnen wir (Uni (1 rad i o, n (.(* n von »S' niid 
bozoichnon ihn mil 

(1) (b ■ ■ grad >S'. 

Dioso Deiinition dos (Jradieidam ist. wiod('rum von (Unn Ooordi- 
uatonHystemo vdllig unabliiiiigig. Zu soiinn* DarstoUiing wondon 
wir abor (iin Goordiuala'.nHyslom an. Fs seion «, /i, y dio Wiiikid, 
die dio liiobtnng Ij niii don C’.oordinatania.xmi liildi^t. Dann ist. 


(^) 

Wir 
d H/h I/, 


rS . . . cH 

• ■ - - cos « cos I) I OOH V. 

(■ S ■< ,/• < jl < •- 

ludnnon an, dnss dio Di!'loi‘(nitialtiU(d-ion(c,n ( A’ r .i\ 
idold. alb* dn'i vorso.bwindoii, and sotzo.n 



Dann sind a, /j, r. dio Winked, die t'iiH' gewisso Hioblung mit 
don Axt'Ji a\ //, einsoldioHst, nml wtnin wir init W don Winkol 
zwiselion don beiiU'ii Itichtniigen A und A„ bezinr.linon , mo ist, 
naob (2) 


Man siobt bioraitB, dasK die Itiebtiingon, in denem das (D*- 
talle einon conHianton Werib hat, oinon Kreiskeged mil d(‘r 
Axe Ao erfilllen, und das Maxiinalgidlllle A’ filllt in die Itiob- 
tung Ijq. Doinnacdi sind 
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Zt'.hutt'i' Al>Ht‘huit t.. 




clio Go in 1)011 ('.11 ten (U'h Vectors W uiu 
Tensor dieses Vectors. 

Das Quadrat von D', also die Griissi' 


iriisHi' (I ist der 


('"T 

\( .!•/ ' V< i// 


ist vom GoordiiiutoiisystoiiK' uuablu’iiigiK. Dio (Irosst' <i Hi-lhsi 
heisst imch Laiiu' dt'r erstc Dift’cri'n tialpuraiiK'tor 
von S^). 

Die Gleiclmiigeii ((i) zoigaii iiach t?. H7 (2), duss dor G-url 
dos Vectors W verscliwindot. 

Ds ist feriier 

('81 ( iv(i » ,, » 

imd woiiii wir also das Zoicheii gobrauchon 

•3) t .r • 

so folgt 

(lOj div grad S ~ ■ /. S. 

Dio (ii’bsHo A *b', di(‘ auch dor zwoito DiiTcn-ntial para- 
iiieter von *S* hi'isst, spiolt in dor iiiatlioinatiHobon Pbysik oiiie 
wiclitigo Hollo. Hie ist, wit' aiiH dor Dt'linitiou borvorgtdii, vtm 
(loin GoordiiiatoiisyKtonio ganzlioli unabhiiisgig, was hiob auoh 
(lurch Ueclmung leiclit boHliiligeti lilsHt, 

Die Punkto, in doiion oiu Hkalar S oinon ctinHtuiiton Wi'rth 
hat, orriilloii, weiin wir von oinzolnon I’unkton doh Masimiuns 
odor MinimuniK, in dt'iien die drt'i Din’oroiitiahiuotiontou (0) alio 
droi vorschwiiidt'ii, absolion, gowisso Fliichoii, die man Niv!*au- 
flachen nennt. Aendert man don ooustanton Worth von A ho 
erhiilt man chie Schaar von Nivoaullilohon. doron orfhogonalo 


P Tiamt;, r;{*y(ms Htir rolaMlithto itml 
curvilignoH. 










(! an SH’Hdher mul yiokos’Holier Intcgralsatz. 
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8<.). 

'rrajoctorioii die (Uirvc'u stilrkstea Gefillles sind. Dio Taiigcutou 
dieser Ciurvou stiirksteu Gcriillos gebeii iiborall <lio Riclitiiiig dos 
Voctors W an. 

D(nin nach bokamitou Silt/ani d('v aualytischon Got)motrio 
sind dio diircb (b) bcsiiiiunttui (rriisscu (}■,,, Cr- proportional 
niit don RichtungacosinusHoii dor Nonnal(>. an dio Rlilchc aS'— const. 


Hi). 

Dor dauss’sedu' und dor Stokos’sodio Intcgralsatz. 

Wir habon iin I'iinfton Abschnitto zwci Siitzo ubc'.r raninlielu' 
Intogralo und Fliu^licsnintogralo aljgobdtot, dio ibron oinfaclisdni 
Ausdruck orst in dor Rpraolu'. dor Voo.torgoomotrio linden. Ilior- 
bor g(di(irt zuniicdist dor (1 auss’scdio. Intcgralsatz: 

Wonn d% oiu Eloinont dos bogrcinzton Ranmos t ist und do 
<*in Mloinont soiiu'r Obordacho, wonn rornor n <lio nach innon 
gorichtoto Normalo diosor Oborllilcho ist, und A', .1', Z droi ini 
ganzon Raiiino shdigo Kuiictionon dos Ortos sind, so ist nach 
S. ;i!i (7) 


(,.V 

\ r >r 


f )' 

f'.'/ 


1 - 


- I I .\'o.os(a,.r) 1 li'ooHfa,//) | Z cos (n,,:) j n. 


Wonn nun hiorin liir .V, Z dio doinpononUni oinos 

Vectors goHotzt wiu’don, (b'.sson nacli dor Richtiing n go- 
nominono (loinponouto /!„ ist, so nimmt diosor Sa,tz nach §. 85, 
(4) und §. 87, (3) die oinlacho (lostalt an: 

I. j div'.?U/T: ~ j A„do. 

In di('.s(‘r Korin t'rsohoint dor (Ja-nHs’seho Satz in oincr 
giiuzlioh vein (kiordinatonsystoino unabliiingigon Korin. 

Aohnlicb vorhillt os sich init dcni Satzo vmi Stokos §.40,(10) 

Jl(;f I (V- I'Ci I''" 

— J(.\A/:r i Vdij \-ZdZ). 

Dio.sor Hatz liczioht sich aul’ oin hegrenztos Btiick oincr 
kriimtnon Oborflilcho, doron Kloinont do ist; dx^ dy, ds sind dio 
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Zoliut.er AbHCshnitt. 



Projcotionon t'im'S Kh'moutcy th'r neKn'nzuii.usi'urvt' ilc.s Kliiclu'n- 
stilckos. nclxii* (lio (labc'.i in Botracht kontuKanlt'ii Hichiunf^i'n ^nit 
(lie Bestiiuniuiiji;, daas daa Klonunit, c/s, die von (/s in das Inneve 
d(U- Fliic.he g(dogte Normale iln uud die auT heideu Hcnkn‘e.lit('. 
Riehtung dv in dor Uoihoutdlgi'. (d.s, d/i, (/»') idn Ree.hissysiem 
hildem. Woiiii nun wioder X, K, Z dit' ('(unpoiuniU'u nines 
Veetora 'K aiiul, ku atolit uiitnr dein Raiidiniegrah^ das RleniniiL 


ylgc/K, und die Grdssou ,i-' 


sind die ('oiupoiu'iittni 


6\,;i ('yt Os do8 Ourls (f, von \H; also isl, dt'i* Kaet.or von do die 
Coiiipononte Cv di(5se,s (Inrls und wir hnlx'ii d('n S{ okins sehnii 
Satz in dcr Iblgeiidcn, vom (loordinntensvsieine. uualdiilngigeii 


Form: 


woboi die positive Rie.htung von v, din posilisn Uielitung von s 
und die Rie-htuiig voin Uiuide n:ie.l\ iniuni ('in ReebtssvsUnn biblen. 
Man kaun n,lso e.tvva di(» positive Ri(dttung von r an irgend 
idiie.m Buiikte dor Flilehi' wiUkiirlieh uniK'luuen uud dauu nuf 
dor gauze.u Fliie.bo nae.h der Stetigki'it iinderu. dauu isl dureh 
(lieae, Uogcl din i)oaitive. Ui(dd.uug von s an jeclnr Stnlb' dew 
Uaudes uindontig Ix'stiinint, aunb wt'iin di(‘ Ibiudeurvn aus 
mohre.ron Stile.lam bostnht. Woiin ubnr die !‘’lii(die snlbst aus 
moliroron gotmnnte.n 'riieilou besUdii, so kaun in jndnni von 
ihnon (li('. positive Ri(‘.htiing von i* b(‘Hebig augenonumui Nvcrtbni. 

B('i e.iiun* (iinfaeh uinrandeten Fliielu^ kaun inau den Sinn 
der Integration aueli dadurnh aiiKeben. dass nine fortHnlireiten(l(( 
Bc\V('.guug liLiigs V und .gleiehzeitig(; Iliaduing in der Riehlung ds 
I'.ine UeehtHse.h rail bung ist. 


!)(). 

Aiisdrunk dos (lurls in nine in bnlit'bignii 
do ordinatensyKt t'nm. 

Der Stokos’sclie Satz fulirt zu niner einfuehnn Darstellung 
dor Coinpononton d('s durls in einem kruminlinigf'u {'oor(linat(‘n- 
systomo, das wir der Finfaidilieit liullit'r orthogonal anneluueu 
wollen. Ka aei p, q, r also ein belielngi's krnminlinigeH. alter 










ij. 90. 


Tranaforinatiou tlei’ (loordinatoii. 
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orthogoiiules Ooordinatcnsystem iind 

( 1 ) r— 0(1 j)'-^ -j c'dij- 

(las Quadrat des Liuiciiudc.iuoiitos (^. :!7). Wir ucduuc.u au, dass 
die Uiclitun^ de.r waclis(uul(ui })^ (/, r (dii ItocjhtHsystcuu biltU'u; 
icd}.)^ ]/(/' (Ir siud die Pri)j(',c,U()iu',u d(‘s Klcnu'-ntos ds aiiT 

die itichtungcu (/, r. 

Es ist dann, weiin yl^,, yl.,, yl,., yl„ di(‘ ('ompoiic.ntcui d(!H 
V(!otors luudi den Ric.htuiifjjc.ii 2^, (/, r, (/.s’ htalc.uttui, luicli 
37 (0): 

(2) yQ, ]/(' dp \ A,, \d d q | A,. d r 

rt- .1 (/.S’ C.OH/yl, (/.s’) ™ Afids. 

Wir lU'.hiiiGU uun dj> r=r 0 an, U'^c'.n uIho das EUuiuuit ds' in die 
Eliiclio ((/,r) uud gnuizcui in diciHcr Elilc.lus durc.h oiuu gcHchloKsciu' 
(lui’ve s h’fiiond cin ladiebi^cs l''l!i.(du'iiKiii(’k ali. Dann (U'gitdit 
si(!li nacdi (2) init Humitzimg von §. 40 (2), we.ini die. Int(ifi:rali(m 
iibcr diosGH ElilclioriKtiudc und .S(.unti Ib’f'niii/.uiifjj (U’HU’cM’kt wird: 

00 

- d,, I A,\r",lr) ■ [ .1,,/.., 

and das l(!tzt(! Kanditdicpiral ist uach doni .S tokuH’Hc.lu'ti Sat/o, 
wonn die C]oin[)oii(‘iito voii (’.url'il in dor Hio.htiin^ }> laMhuitot. 
inudi §. 8i), IL gloioh 

{’0 I <" 7 , (/(;”•* I I y'd d' dq dr. 

Da di(! ^'liu;luudntog^;d(^ (H), (4) fiir jodciH EliicJiuii" 

stiick ^udten, ho Idlgfc, \v('nn man diowdhts Botnu’.hltui^^ nir die 
(>% p), (p, (/)-El}l(’.h(5n duri’hfiihrt: 


1 /(M^-.l,. 

d v'^'' A,i 

ydd' \ rq 

<’ r 

1 /() 1 (.’ A,, 

c IV' A,: 

]'(■"(•’ \ dr 

V p 

, j. , 

, r 1 (< Ad 

V (; d V p 

< r 
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i)l. 

Stronilinioii uiul Wirlx'.lliiiu'ii. 

1st 5)( oiii Vector in oinoni Fcldo, so crliulU'ii wir, wcnn wir, 
von cinem belielngen Punkto w unsgehentl, iu (hn* Vec.t.orrirhtuiig 
7Ai eincm mioiullicli bcnachhartc.n Piuikto m' ubergehc.n uml von 
bier aiis dieso Construction Ibrtst'.teon, oino Curve, und wenn wir 
don Ausgangspunkt m voriuidcu'ii, ho (;rgi(d)t .siedi eino doppelt 
imendliche Ourvonschanr iiu Haiuno, die analytisch dureli die 
T) iirerontialgloiclmngei i 

dx : dy : ds /!,, ; : /I.- 

bestimmt ist. Diosc (kirvcui wollon wir Stromlinien mnuien, 
weil sie in jedoin ihrer Punkte, du^ Rie.iiiuug der Htrdiuung au> 
gobon, wonn wir nns dcui Vector (lurch cine in Beweguug be,- 
griflbno Flussigkcit darstedle.ii. Ks IxwJohcn sieli iti di(iH(uu Kalb' 
diosc Curvcn iiur aiif eiucu heHlimmleu /a'iinionu'ut. liu All- 
gomoineii wcrdcii sio niit (bn’ Zeit ve.riiinb'rlieh sein. 

Eh sei nnn 0 ('.ino Ix'Htiniinb'. von dioH('it >Stromlini(ni, auf 
dor wir die Jjjingc h von (unoiu holiobigem Punkte aus in (bu' 
jowoiligen Riebtung der Vb'ctoraxe poHitiv yjihbni. Wir legen iu 
jodem Punkto dieaor Cini(i ein ummdlich klt'iiies Kliiclunn'leinenl 
do Honkrecht zu (bn’ 'I'angcnto an (J in dii'Ht'in Punkte. also atich 
S(;nkrccbt zii doin Gurvonclomenb'. da. 

Logon wir durcb alio Punkto (unos diest'r Kb'inonto ^io^ 
die zugeliiirigen Stroinlinie.u, so W('rdon sieli diose alio in 
ibroin woitoron Vorlaul'c nur uiu-ndlieh wenig von n ('nUerneii. 
uml 08 wordon sich auch koine zwi'i von ihnon dureh.seliiHdden, 
80 lango wonigHtons A,,, A, endlieh uml nieht. alle drei 
gloich Null Hind. Dieno Ourvon hildon iu ilin*!’ (ji'sammtheit. 
e.inon HtroinI'aden. Don tRiorHcdinitt oines Stroinfadons, tb'r 
dem Stromfadcii entlang vorilndorlie.h si'in kanu, be/.eiehueu wir 
mit y. 

Wendon wir auf oin zwiHchon k, und s, verlauieudes und 
duroh die b(udon QucrHchnitto r/,, q., bogronzleH Stiiek unMoros 
StromladciiH don (1 aus.s’.schen Intogralsatz I.) an, mo or- 

giobt sieli, wonn .s'( .v.j ist, da an der iiussi'reu Begreir/.uug ties 
badens A,i "" 0, an don bjiuKlachon r/i, f/j des I'adeus gleieli 
Ai und —und dv ~~~ qdn ist: 












Sti’Diulinion iiiul WLrboUiuieii, 


‘2 11) 


I (jds (liv'‘X ■‘lis'/'j -' 1 | (}u 

»1 


111 man uur cin uiKUullioh kiirzt‘s Siiick das iStrondadcns 
t: 


div 


I (I d ([ 
(j (I s 


.cm Ix'Hondo.ruii FaU(', in di'iu 
div’X — 0 


;sl)t sicli hioriius, dasH Aq liliigs ainus Stromfadc-iis a.ou- 
, uud duHS sioli also dio’ (^Uu'.rHahiuit q uuif^oki'hrl pro- 
i niit deiu 'I'cmsor A iiiidarl,. lu diusi'm Kall(‘. Ixdhuh't. 

Oiirl ('' oiuos Jmlou Vactors 'K. Kiium fiir dmi Vector (' 
'ton Stroinladon nemnou wir oinoii Wirbclfadi'n (imch 
iltz). Das I’l’Cjduct (Uf la'isst das Moment dos Wirlicl- 
Kh hat liings dc.H ga,ir/un Wirl)('lfa.do.nH oincu uii~ 
arliclum Worth. 

rmi wir /.u dmi Stroinlath'u ‘/uriick uud ha/.oic.Uiuui luit. 
)ichtigk('.it (lor I'Trissiglo'it, (lurch dtua'ii Strdmiing wir 
tor (larst(‘lh‘n, die aueli eiiio k'uiictiou des ()rt(!S Hcin 
0 ist (j Q A die IdiisHiglccitHiiieuge,, die, dureli (hni Quer- 
(j eiiuis Stromfadeiis hiudure,hg(ulrii(’kt wird, uud das 


I 7f/.s'div(i d 

«i 

ZiiwacdiH ail FliisHigkeitsmuMHo, clou das Fadmistiick 
i S’l uud s.^ ('rfahrou hat. Ist das FadcuHtilrk uneudlich 
id vou (h'r Liiiige, f/.s\ so ist dieser '/uwae.liH also gloieli 

<1 (I s div (1VH; 

HUi wir aher niit 6 die. Zuuahme dor Dichtigkeil, ho ist 
' aiidereii Soito die Ziuiahuie an MasHu * c/r/.s* (V(), uud 
ergieht sicli 


div^i'd. 






[H 


KrartliuitMi. 

Man liiiebt dom GaiisH’solu'U liitcf^ralsat/c iuk'U ('iuc aiidem 
goomotrisolio Douliinj^, bai dcr \H wicder t'iiu'ii bdit'bigtai \ t'ctor 
hedeiitct. 

Wir uchincii irgcsiid ciu /.u den' lUchtuiifj; .s* dci' Sfeundiniou 
sonkroclites Flacdioiudoniont 7 und Icgcu <lurcli <H(!scs Sirom- 
Unicn in cinor init A proporlionaloii Uudilo, hd \v(miu m 

oino constantti (yrilsso ist, dit* Auzald dcr diirch e/ lanicu 

mAq mt Willu'cnd wir also bui dar Imv.i'u^uuj; dcs 
StvoinfadonB anf^onoiumon luiban, dass aiidi fiiu' a.ii|ftdang(>iio 
Stromlinio unbogn'-nzt forisotzi', musHt'ii wir ji't/i. amiidiiiuai, 
dass dioso Liiiiiai, ja luudi dfiii Wcriln' von .*1, aulhort-n odcr 
non aiilang(!ii. I)ies(i Liindui Holb-n Krai’ll in ion In'i-sson; me 
fallon ihrer Rir.lifcmig natdi init (hui Stroudiiiion /aisaniincn. 
IjGgnn wir an dta'acdhou Siollo wi(^ q oin Matdionolonii'ut. dti^ 
(lesson in oiiu'.m bc'stimnito.n Siniio gouommoiio Normalo n init 
H don Winkcl (s, u) (dns(dili(‘sst, so ist dio An/ahl dm* dun'li 
dieses Element iin Simie n gelionden Kral’tlinion gloiob 
in A do otts (.s ii) 

oder 

a; 

die Zalil ist negativ zu reohnen, woiui die Diirolidringung von 
ilo in der dein n (nitgegmigcsol’/am Uiclituug gj'-'.rhifdit. 

Weiiii wir also J(dzt (bm (1 aiiHs'sehon Inb’graKul/ uuf (‘iium 
hediebigen Uaumilioil t anwendon, so zoigt sioh. da-^s dns Inb'gral 

in I divVldr, 

iiber eiium Rauni r orstrocki, gburli dor An/ahl dor aus dor 
Begreuxung dieses Raumos austrt'tondou Kraftlinion ist, 
uml, auf oin Raiumdeimnit augewcnidot, ist mdiv'ile/r dio Zald 
der aiis detn Ranmebumnib? dt austrotombm, also im luuorc.n 
von dt entspringenden Kraftlinimi. Bio idutrotoudon Kruft- 
linion wosrde.n liicudad nogativ in Roohnuug gobraoht; diiise 
erlcistdien oder vtn'sinko.n in dom Kbnuouto dr. Wonu div'il vor- 
achwindet, so wird koine. Knil'tlinio non outHpringtm oiler v(*r- 












K r aft 1 inion. 


siiikoii, uiul in clioscni Fiilk' stiuinion die Kvai'tliiiicn luit. di'u 
Stromlinicn iiboveiii. 

In (diioin Ibinnitlu'ile, in deni div\H (‘iiuni poHitivcii Wt'rUi 
luit, w(U'dou Krufilinien luui cnisj)rinif(Mi, wiUirniul in solchcin, 
wo (liviH ist, Kraftlinicn vcr.scdiwindcu. Din orK(.(n'nu 

lu'issc'H 'lii' nndt'rnn S(>ukt'.n (odor in'i^iiUvi' (^)ii('llnn). 

Ks konimt oft vov, dass din. Quflltui a.uf oini'ii unnndlinh 
klniiu'u IkuimtlK'il bnsnliriliikt .sind. Fin solclu'r Ib-uiintlinil, d(Mi 
man in ('.ndlin.lnn' bbiilnnumn; als 1‘unkl. a,ns('lu'.u kann, ludsHt. 
(y) u t'.ll p nil kt. 1st r (b'.v als nndlin.h angcsi'lu'un. Wori.b d('.s iibnr 
('iunii solnlnm llaumilinil nrst,rn!‘.ki(ni luU^grals 

I div\H 

so ist fiir j(uln (dunu solcdu'ii I’unkt niusnldi('.sHnn(ln. Miic.lK* 



Nt'bnu'ii wir niiui Kuf.^n.](liu'.bn vom Radius r, di(‘..dnu (yl.in’ll- 
punkt; a.ls MiUnlpuiikt bat, und bn./ninbmin niit dio nin I'diudmii- 
nb'ninut auf dt'.r Finhniiskuffnl, so ist do ■ r'^du) 

I .-I,.,/.,, - 

und Ibl^lin.b ist dnr M i 11 c 1 w (» r t b von A„ auf t-inor scdclion 
Kujjcol 

(> 

4 Tt /■" 

Dor d'tuiHor (b^s Viudors 'it wird also bni dtu' AmuLlu'nuii^ an 
(Inn (y.bn'llpunkt unnndlinl) {^ros.s, und zwar in dnrsnlbcu OrdnniiK 
wi(^ l/r'". 

In ninn.in Ftddti, wo div'.lt vorsnliwirubd, kann tniui Ivnilllinin 
w(!dnr (‘iiispriniLcnn non.h (uidi^on. Diet Kraltlininn vorlaufnn also 
in ('-imun solnluni Ftddn. in Danillnu vom (ybK'rsnhnittn 7, ho dass 
Ai( oinn.H hoIc.Ihui Dannls n.onstaut ist. Man kann don 

Vnntor dann aun.li als Vnrscbic'buiig ninnr i n (’, 0 in p r( sh. s i b 1 n n 
Fliissiji^knit dai’HtnlUm, din dann in ('.bnn dinH(‘u Dauillnn, die', mil. 
<l(‘u .Stromnidnn zusammcnrallnn, binstniuit. Dabnr luibrn din 
Vm'toiam, dnrnn Divnrgniiz V(U-HC,bwindnt, annh dtm Nainnn 
aolnnoidalo Vtin-tomui n.rhallnn D- 

') Von 0 o'OiXi'jf, (lit! Rolirn. 
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/.('hiitcr Abaohnit t. 


o;i. 


V 0 toil tin 1 V('(’ to v n. 


Miiuiii Vector, (Iobhou (’url iin l-'cltlc 

luniiu'ii wir ('hion rotontinlviM’tor. 1st V ''in s 
uiul siml /o’.,., 74 Koiuc. (tomponcutcn, so ist 

(1) K<l!l 1 

('in vollHUuidifjjt'H Dill’i'rciiiinl oincs Skulurn i|‘. 




Hr 


lit 

f' X ' 




vcrsi'liwiiut't, 

iilchor Voft.or 


I'is ist also 
< H- 


unti clio Fnuctiou i/» htuHst; das I’cjloutial di's \t‘c.torH (v. 
DioHO Kuuotion ist nur bis uuf ciiio udditivo t'oustunto })OHtiuuiit, 
null ma.n kniiii sin crhaltcn, woiiu inau von ciuom tostou Puiditt'/),, 
7 M (b'ln voriiiidorlicluni I’uukio p liings aiuiT brliclustm t’urvo 
das liitognil niinmt: 


c-O 




woriii /'/« dio Cloinponcutc. von in dor Iticbtuuit von he- 
doutot. 

Dur Ktokus’scho HaU '/.oigt, tiuss das Intognil 

(.1.) u 

ist, woim man cs libor oino gofichlossonc C'urvo or‘4rockt, dii*- 
man als Btigronzung cinc.r guir/. in dem Vcrltnioldo vrTbiutVndcn 
1‘dilclio botrac.liton kann. 

Man ncniit oin Fold oinl'nch 7 .nh!ituJnonbiin{-t‘’nd, wmin 
cH so beHcluilTon ist, dans jede in sicli •/iiriioklauiondo Fiirvc. 
die llegron/,ung oinos ganz in dma Fcldn gidogonou Fliudimi- 
stilckes ist. Fan sole-lies einfaeh •/UHiuninonhiingoiHleH Foltl ist 
z. B. dor gan/.e uiunidliedio Ilnuin. odor ilor llaum aUHsorlmlb 
oinor Kugtd, odor aindi ausHorhalb nndiroror, riimntler uieht. 
sedmoidmider Kiigoln, nnd liiorin wird nurli nioh!** goiimlert, 
wonn an St,(die. dor Ktigoln iindon* Fliiidion tr»don, dio aiis 
Kiigoln (lurch Btetige Fonuiinderuiig nbgtdoitot sind. Fboimo ist 
der Rainn innc'rbalb (diier Kugtd tnlor tdnt'r aif* tier Kiigtd ah- 



Um auch oiii von ciiuan molirfacli zusainnuni- 

liiiiif>'cn(l('.i) Keltic zu luiKen, denkt', niiiu (',t\va an den Uaiim 
innerhall) odor ausserliall) ciiier Hin^diitthc, die dnrcli Rotation 
cinos Kreisos mn oine in seiner Kbene. li('u;tnulen, aber die 
I‘Gi'i])hcrie niclit sclineidondcn Ax(' eiitstebt. Die nudirlae.h zii- 
sainiuonliangemlen Kelder werden diireb jj^invissi'. 'rr(',nnunj>;s- 


lliiclien, die nnin Quersebnitte odor inu'.b SiH>rrri:ie.hen 
nennt, deren beide, Scittni zur Rt'ifrenzug hiuzui^tnioninu'u 
wordon, in einfaeli zusaminenbiln^nnidt'. Ktddcu’ vtn'wande.lt, st^ 
z. B. das Fold iinssevluilb des oben bt'.se.briebtuu'ii Rinj't'.s dureb 
einon ebtuien Sebnitt, dor dureb den inneren Ae([uaiorkrtns be- 
grenzt ist. 

In einttin einbieb zusauimonbiLiigenden Kebbt ist das Inte¬ 
gral (4) ubor jedo goseblosaenc Curve globdi Null, niul die Kune- 
tion -iIj ist dann in diesem Febb', ubern.ll eindeutig uml sttiiig. 

In eineni raebrl'acb zusanunenbii.ngt'udon Ftddo kann oh ge.- 
scblosHcno Linitni geben, iibtir dit'. das Integral (4) nie.ht vt'.r- 
stdiwindot, und tts giebt dann Fliltdien, aut dertui bt'.iden Seiten tg 
vers(;]iie(le.ii(3 Werlbti luit. So stelbui in der bttisttbtindt'ii Fig. .’bS iUt‘ 
boiden seliralTirttni Krttise tbui Me,ridia.UHc.liuitt ties obt'ii erwillnit.en 
Ringes tlar. In tlt'.u zwei Fuidcttni a.,a.', tlie einnntler unemllieb nabt* 
liegen, bat t/; zwt'.i verse.biedene Wertbe, deren Dntttrseliitul tins 
iiber die Curvti {ar-a') g<^- .'is. 

nomnieiu'. Integra,! 


ist. Dagegt'u ist das Inle- f . . j jfi' V- 

gral iiber tlie ganztt lb;- \ / 

grenzung {a ca'b'vUi a) wie- ' V y 

dor gleicb Nall, und hittrin 
heben sicb die l)eiden Bo- 

standtluiile iiber (a'//) und iiber {ha) gegeust*itig auf. b’olglie.b 
baben die IntegraJo iiber (aea') und (J)cfb') denKe.lbtni Wertb, 
und der Wertbnnterscbied der Fiine.tittn V' ^*11 beidtui Seiten der 
Spctrrllaebe ist lilngs dieser ganztui Flacdie, eonKtaut. Wenn 
man also don Integratiousweg vtm eiiumi beliebigen Ibinkte a^ 
znni Ansgangspiinkte zuriiekfubrl. so orJiiilt unte.r ninsl.iintleu 
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[jZehnter Abschnitt. 


die Function in diesem Punkte einen von dc'.u* ' 
verschiedenen Worth. Die Function ist danii 

Wir miissen also einwerthige uud 
Vectorpotentiale unterscheiden: 

In eineni einfach zusammenliiiu ’* 
ist jedes Vectorpotential einwortD* 
In einem mehrfach zusammenliii*’" 
giebt es mehrwerthige Vectorpotcn * 
durch Anlegung von Querscluii^ ^ 
werthigen Functionen werden. Au 
ten sind diese Potentiale unstoU?” 
heim Durchgange durch einc 
sprungwhise Aenderungen, die a.!'*' ^ 
und derselben Querschnittflachii * 

Es kann aber auch in mehrfach zusammcaih.* * ^ 
einwerthige Vectorpotentiale geben. Dies liiidct 
wenn die Componente Eg in jeder in eincr ^ ’ 
liegenden Richtung gleich Null ist. Dann hat. ' 
flache einen constanten Worth, und wenn mai* 
von einer Seite eines Querschnittes zur andcrt-u * 
der Greuze liegende Curve vermittelt, so i*-f * 
Curve genommene Integral 

j iEJs d s = 0. 

Wir wollen noch auf die Analogic diesor 
sechsten Abschnitte bes23rOGhenen Satzen iila-i 
von Functionen eines comiAexen Argumentes aitis4»< 


Vectoren mit verschwindeiider Dit. 

Den Potentialvectoren stehen als ein nicbt is. 
Specialfall die Vectoren zur Seite, deren Divert*-a 
Wir haben schon oben gesehen, dass der Curl via. 
diese Eigenschaft hat. Es gilt aber auch der 

1. dass jeder Vector mit versclnvii„ . | 
genz als Curl eines anderen Vt'.ct*«| 
werden kann. 



§. i)4. 


Vectorcu mit voi-sfhwiiuloudor Divorgoiiz. 
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Es sci cin gcgebeiicr Vector, dor dor Bodingiing 

(1) div(;f. = 0 

geniigt, und wir auchoii oinoii V(ictor 'Jt m boatinimen, so diiss 

(2) (V — (Uirl 

wil'd. Dioscr Vector kanii Hollistvorstiindlich iiur bis auT ciiien 
additiv hiiiziitretoiidoii wiUkiirliclieii Potoutialvector Iiostiinmt Koin. 
Um (2) zu bofriodigen, sotzou wir 21 als (birl driiteii Vec¬ 

tors 23 voraiis, also 

(3) 21 - “ curl 23, 

(4) (‘i “ c-url curl 23. 

Weiiu man abi'.r die Eompoiuuitou dca VeudorH curl curl 23 
bildot, HO giobt oinc cinl'aclio Uochiiiiiig auH (4) 


(53) 


d div 2^ 
r) a: 




worin z/ wie frUbor die Bodmituiig bat: 

f) a;’*® ir)?/'^ 

Iliornacb wird also die (Hoicluing (2) durch (H) beiViodigt, 
wenu wir iB den Bodingungou uutorworfen: 

(G) — r?,, ri,, JB, r-. — (X, 

(7) div 21 0. 

Wir baben linu’ vior DiH'crcntialgloicluingim fur die drei 
Eunctioncu ./i,., 7y,/, die alier uicht vou cinandcr unabbangig 
sind, da ana den drei craten 

z/ div 23 ~ 0 


iblgt. Wir wordon im I'olgenden Abaclniitte achen, dass die 
Diffcrentialgloicbungon (G) z. B. ininu'r danii oinc Ldsung baben, 
wenn 6V, 6'j/, (le in oincm endlicben Uauniatiicko Imliebig giigidmn 
aind und auHSCii’liall) dioHca Uaumatiickca vorachwinden, uud (Iukh 
daim, wenn divb' verachwiiulct, aneb die (Beiebung (7) befriedigt 
ist. Ilier wollen wir iilier di(^ Integration dieaer (lleichungen 
noch Eolgendes bcanerken: 

Angenoniinon, oa aoi ,/4, J}y irgmuhvie beatimnit, ho dans aic 
den beidon ersten {iloicbungcii (G) genugen. Dauu giebt die 
(ileiebung (7j alao iA, bis auf cine willkurliche Eunc- 

tion von x uud y. Wir Kctzen daher 

( 8 ) 

Ulomaim - Wobor , I’lirllollo DilTorciiUalKli'loUuugt'u. jj-, 
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7 ,(<liult‘r Ali.scliii it!. 


S. 94. 


woriii '.B'~ irin'cnd t'itu'r hcstiiunitnii Anuiihiac illit-r diasi' willkih'- 
liclio Fuiic.tioii ('.iitspricht. Atis ilrn ({(]\ Tolut 
, .//>■- ( ./ /•' <'('-■ 


1111(1 I'olf^luih 

(<j) */./»• (./,//), 

woria //) oiiu' (durch Ik liastiiuiuti 'i I'muditui vnn j 
ist,. Aus (H) (‘.I’Hichi nitiu, d.-iss die li't/.tc Hfdiiit'juiij 
tViiuligt wird, wi'un 


( 10 ) 


ex 


of 




}l idlt'iii 
(ii) lus 


gosotzi wird. Ilianiach ist hIhd die ric^linnuiuii.' d»‘N \ i‘i't(irs 
auf die Integration der dnd (ileiclmugon 

(11) -.//)*., ([,. Jll,,- ./X 

/uruelcgeriilu't, imd uiiscr Sal/, i*-! itcNvioNtni, wenu wir vm'aus- 
set/,('ll, diiss die DilTeia-ntialgleieliniig 

(12) .I<P 

t'iir jode gegebene iMineiinU (» eiue laiMtUg bat. 

Fiir diese lUd.niehtungen int uiebt erlorderlii-h, cIunh (j uii 
gau7,en Ibuum' gegeben Bei; wir kouneu uim auf liic i'<efniehtmig 
oiiicK belieliig kleinen Uuumtbeib'N beHelir.iid»‘-u, nnd iundi fiir 
die Function cp nur imeh deu Weiihra in dn-.em Ibanintheilo 
frtigen. Dmm hat alun* die Iblleveutialglendtunu utieitdlich 
vielo LiiKungen. 

Fin (lorolbir au.s di(‘Hei) Sat/.en inf nueb der Snfz: 

2. Jedor Vector ULhst nieb in einm i***! »• nt iah eetor 
uiid in eiiit'U (hud /.erlegetn 
Int niimlicdi 'it ein gegidiener X'ei'tur, ‘a* *,«'t/,rn wjr 


(18) \n . {s 

imd liestinuneii eiue Fniietiuu q tiuh der {blleientiubdeiehung 
, J q di\ 'il ; 

womi wir diniu yi gleieli dem (»radieutrn \»iu q , abe 
- ' grade;, di\ 'i* du '.H 

sotzeii, HO int div(' "• t) und 0 in! u!»»o uaeb L i-m (*mi 











I'lU’t.cu’ A huitt. 


Potontialo. 


§. Uf). 

Vorl) c«.reitunp: zuiri (i rc.o n’ hcIio n Satzt!. 

IOh sniou f/, /■' zwoi Hlciilaro Fuuc.tionon. Auh ilmcti luHHt. 
.sicli (.'in V(?(:tor yi r— 1') al)ltut('ii, dosHi'n (JoiupoiHiiitdu dia 

f()l{j;{'ndc3Ti siiul; 


Diosor V(U’,tor ini unabliiui^ijf voiu (^oordiuaU'.UHyHtanit^ l)('im 
nc.hmon wir (sim l)(di(d)i/:f(i gt'.nulo fnni('., auf d((r wir voii tunom 
willkurliclHUi AnfangHputikto die; Al)H('.iHM(ni ^ ho «k<»nn6u 

wir Fuiustiou von a:, y, 0 dicHor lanio alH I<’uii(*.tion 

von I: atiHcdu'ii. InRlx^Motidon^ aind also aiudi a*, ?/, z Ktdbnfc Fimc*.- 
tioiK'.ti von I, und ini 

/■n\ fy \ ‘<^y /y \ />. » 

(2) r-|- ^ - <'OH(^-,^j. 

TIicrnacli orf'i(il>t sich auH (1) 

(:i) — A^ciw(S,a^) I yl„Mis(J,;/) I- 
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Wenii wir aiso (‘in tnuu'S rtu'htwinkliK**'. roordiiuitcusyston 
rj, ^ oiiifiilircn, so crlDiltcni dit^ Ausdrindct* itir die {loinpO' 
ncntoii von nac.li dicscui lununi Axcu f^oituu ili(‘H(dli(‘ Form wit 
fill’ die Axon :v, ;)/, 

Aus (1) oi'i^iobt Hudi zimiloliKi luu’h i?. s7 (:ii 

(4j --/F/r rji\ 

wenn uutor z/ wio in lU'r Folj^o. stotn, dor /.woiio Idni'n'utial- 
parainotor 


U -t 




-•r 




’ f 


verstanclcn wird. 

Wir gron /,011 oinmi Itaumthoil r (itiroh oiiu' g«'MddoHHtm(i 
Flaclio 0 111), in dom die Funotionoii t\ F rdud uml 

atotige Dorivirto hulmn. In jodoui I'uuktf* dor Oboiilflolm 0 
doiikon wir uns oiiio Noriualo ii in das Innofo vou t gr- 
zogoiL Daiin ist uuoli (d): 

. ( r r /* 

At, 


(’ 


V 


imd diti Anwonduug dos (1 aUHs’sehon Snt/o 
crgiolit 


anf don Uatuii v 


(5) [(f/z/K- 




worin nich dio Iniogrationon auf alio Fdomonto ilr imd tla von 
X und 0 orHtrimki'U. 


jj, lifi, 

Sjiocialisirung dor Fnnoliuu (. 

Wonn wir in dor znltd/.t ahgoloitotoa Fm-niol /' l au. 
iiobmoii, 80 orgi(d)t mob liir Jodo in dom Uobioto r mit ihrini 
orston Abloituiigmi ntodigo Funotion F 

0) J./r,/,. 

Fa 8oi foriK'r r/ oin varialdor Funk! don (Jobiotoa r mit don 
Coordirmtim a, r und p tnu Fnnkt mit don (‘nMrtljmttou .r, i/, z 













§. 06. Spccialifiii'uufjc dor Fuuotion U. 229 

Die EntfornuDp^ (l('r beidcii Punlcte sei r, so dass 

(2) r = V(-» — «F“Rr- - *)■' -h (- - «)“• 

Durcli I)in'erontia,l;i()ii ei'|>:iid)l sic.h; 

, „ I 

,v — (i ^ ]• ___ 1 ~ a)“ 

|.:i ’ cdi ' .y'., ’ 

/j ' r * .1 . *-5 <.'/ 

yi\ ’ ( l)‘l y\\ ' yt, 

• ■! ^ 

. J, ! 

,.:i ’ I ’ yu 

uiid daraiiH ilurch Addition din Idontilllt: 

(9) ./ ' ■ ■ 0, 

r 

wi'.ini boi (b'.r DilTcrouiiaiion diii t’oordinatou ct, 6, 6* als vov- 
iiiulorlicli, u\ s als feat goUon. 

Wniiii nun dor Eunkt p ausKcu'bal)) dna (It'biutos t Ut'^t, so 
Id’mnan wir ohiio Wcit(u*tsH (fzr-r: I / r mdziui, mid ('rlialtuu ana dor 
koriuol 95 (5) 



Liogi abur dor Punk’t p innorhalb r, ho wird 1 / r aln 
Function do.s l*unkt('K (j in p unundlicli, und wmin wir dalnn* 
die Forniel uiudi j(it’/,t noe.b auf Kig, no, 

V-=\lr aiiwonden wollon, udiHseu 
wir den Punkt p diirch (due IliUle A-, 
die wir ala cine mit diun willkiir- 
lichen Radius q uni den Ibiidct p ala 
Mittol]nmkt beHc.hriebene KufjjeHliudie 
annehmon, von dom (lebiete t aua- 
achlio8Hon. Das ao verandorto (iebiet 
liozeiehneu wir luit r’^‘. 

Machen wir alao dieae Aunahmc, ao orgiidii die Fonuel 
95 (6) fiir daa Gebiet r’*' 



I 


b a 

, 1 
_r 
■f ) h 

. 1 

b 

r 
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iii;. 


Dus OhciiiliiohoumU'grul e.utUalt hit-i- :iU r.i*st:uulthinl das luU-- 
grill iibcr die Oborlliiehe der Kugtd 

Ikizeieluuiu wir luiii mil dia eiu Klfiueid der Ku',';rl init 
(loiu Radius 1 (Kiuludlslaigel), so ist oin IRenu'iit oiuor Kugi-R 
llache luit dem Radius r 

d 0 T" d (.), 

iiud eiu Volimieiudemoul, das vou /woi cuuroutii.idifu Klmiu'uRu 
do ill der Dutlenmug dr uml dem /.ug.diorii'en St.iiekf (-iiu<s 
KogolmaiitelH mil der Spitze in p begrtui/t i 4. hat il«m Ausdruek 
d r /■- d r d o>. 

An der Oberiliudie von A' billt dio*Normab* n mif dor Rich- 
timg r zusainimm uud es isl ab.<i dorl 


Iliornacli isl der auf k beziig 
integrals in (5) 

O') 


Ilr-4atid! U»'d de 


worm sich die Integration naeli du) auf «lir gaii/.o Kugtdtliiche 
mit dem Radius I erstreekt und untor tb*m hdot'rubadchou r (i 
m Hotzen ist. 

We.nu im Runkte p die Fumdion F und ihro Ddb'rndiab 
quotionten emllieb siiid, ho ist nueii 


in X) cndlieb, wenn aueb seiu Werlh von d*-r Uiehtuug abhiingt, 
in der man in den I’unkt ;j bineingeht. 

Wenn wir daher Jetet die lliilb' k tmemlli«di kb-in wcnien, 
also (j gegen Null eonvergireu bisseii, nalnat finds 


der (Irenze Null, nnd wtmn liie Kumdion F u« Rimk!*^ p «lei 










(10) 


lim V d a = 4 Tt Vp. 


In dem Raumintegrale der Formel (5) felilt nun au dem 
iiber das ganze Gebiet t genommenen Integrale der iiber den 
Raum Yon 7c genommene Bestandtheil, der nacli (7) den Aus- 
driick hat: 

f zlVr dr da. 


und der also, wenn wir noch voraussetzen, dass ^ F im Punkte j) 
eiidlicli bleibt, mit q zugleicb unendlicli klein wird. Nach alle- 
dem nimmt (5) die Form an: 


( 11 ) 




z/F- 


IZ. 

dn 


1 

0 - 


do, 


worin sicb jetzt die Integration in Bezug auf dt auf das ganze 
urspriingliche Gebiet t und die Integration nach do auf dessen 
Begrenzung erstreckt. Von der den Punkt p umgebenden Hiille 7c 
ist in der Gleichung (11) jede Spur verschwunden. 

Aus (4) und (11) ergiebt sicb ein specieller Fall, den man 
erhalt, wenn man F = 1 annimmt, Es wird dann z/ F = 0, 
0 F/ ?) n = 0, und folglich 

f-ai 

(12) do = 0 Oder = 

^ ^ J 

je nachdem der Punkt p ausserhalb oder innerhalb der Flache 0 
liegt. Ist i/; eine der Differentialgleichuiig = 0 geniigende 
Function, und ist -|- l/r in dem Gebiete t stetig, so ergiebt 
sicb hieraus mit Benutzung von (1), wenn p ein innerer Punkt ist: 


(13) 




do = — 4n. 


§• 97. 

Der Green’scbe Satz. 

Wir setzen nun die Formeln §. 95 (5) und die daraus ab- 
geleitete Formel §. 96 (11) unter einander: 
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I'lirtiM' AliHfhnit I. 


?j. il7. 




;///- 


A: 7C ] j 


iliV)dr. 
. (It 


jr 



y • "" 

)i/o, 

1 n 

(' n 

[ 

1 1 r 

,. r 

1 

r 1 it 

1 

( n 



8io gclton ffloic.hzt'ilijJC, wtnm I’ uiul 1 nut ihri'u tTHtoii Hcn- 


dor mdton subtrabiron, sn 

folgt 


(1) Att f], .... j^/' 

r ' 

f| "■ 

■1- 

./ 

("■. :•) 

( 11 

• 

f ii 


Wir vnr.sf fht'.ii mui unti-r diT (J rfi*n\fhfi» Fuiu’liun iIch 
llaunu'H t (uiic; Kmic.litiu (t l'ttnkt«'~. 7 ili< sfs ( ili(s 

ill'll folgoiuldii I{t'(lini4UJi,%'f'n : 

1. Im H,uuiun 1: ist (i iiliHrall, lait \ a .nahuu' rincH 
PiiuktcH yi, nuillifli uuil uml liat Hit'tj'fi* 

Di'rivirlt*. 


2. 1st r (lit'. MuU’i'vnuiii^ tliT Iu'hIi'u I'unUta yi iiiul 7, 
HO ist tlit' Kmioiiiin (t ■ 1 r aufli lu tlt'in I’lnikii'y; 
hI ntig, 

;k hu gall'/,on (luliioto t Hi ft. 

4. An (lor (iron/.o do-* (lidjirtr-. t i^.{ (t (l 


(I ist liiornacdi eiiio Knurl inn tlrr lundm I’unkto yi uiul 7. 
Ikii dor Dormiiioii gilt 7 nlh variulod, p aK> t***’!. 

Don Ilodiiiguugon l„ 2., 8. griiihd dia KnnrtiHit 1 r nrllist, 
niclit abor dor Bodingung 4 , 

Ist (lino Holcho KuiudJuu (t hrknunt , k«'iiiiou wir in dcr 
Kornit',l(l)//• j I-r Hrt/.i'u. I>unuiHt./r 0 nud wir rrliHltcn; 


( 2 ) 


4 7r r„ 


(LI r«/r 


mid clioHu Fonnol ist oh, dio iiutrr drju Nbuurn d»'H Um-n'Htdirii 
SatzoB bekannt ist. 

Wir aclilittsHon atn dioHom Sat/.r /am.irhnl ; 

1, Kh gio.bt fiir oinoii gogrhi'urn luiuin r, I'ur rinon 
gngobo.uim IBiiikt p ni»'bl HM'lir aK. •■iih* it rrt’u’Htdio 
K unction. 

















§. 'J7. 


Dor rc'.on’Hcho Hatz. 


Di'im angcnoimno.ii, os t^olH^ zwi'.i solclie. Kimctionon, Ci iiml 
(}\ so ist (lie Dilloroiix (r — (t' ('.iiie Function, die in dom 
(ro,bi(de t init ihron Derivirtou siotij^ ist. Fs ist abor ausaiu’di'in 
im Tniuiren von t ubin’jiU -/(r/ —■ (F) r—: 0, and an dtu' (inuiz;- 

lliicho 0 iiburall ('/ . (i' 0; sciz(‘u wir also in d('r F()rinol(2) 

V — li — so crgiobt sic.b — D, d. 1). (',s ist (r ({' im 
ganzcm Itamno t. 

I)i(^ Fornud (2) Kist uns Ibrncr, woim di('- (J r o. (> n’sclm 
Function bokanut ist, di('. Aulgabe: 

2 . Fh soli oiiKi Fuiu'diion F gi'l’iindi'ii winnlcu, di(^ iiu 
ganzon Itauiuo t iiiit ihron I)orivi)’ton st('.tig ist, 
wcnn di(i Wo.rtlio von ,/J' im luiHU’cn von r uud 
diii Wortho. von F jim dor OborniLoht' () von r gi‘- 
g('.bcn sind. 

Dio Fornud (2) giobt niimli(di unmitDdbar aus di('son Dat('u 
die b'unction F in (dnoin bcdi(d)igon I’unlcto p mid zoigt aussor- 
dom, (lass c^s nur (duo Liisung dor Aiifgabo. giidit. 

Dio noHtimmung dm’ Fiino.tion (} solbst ist (dn Hf)Oid(dlor 
Fall diosor Aufgalxi uud gidingt nur in boHoiidoron Ffillon. Ihro. 
Bostimmung ist oino Fun(l:im(*utalaurga.l)('. in dor 'riumrioi dor 
partiidbm Diiroroiitiidgbdcdiungou und ihron Auwimdungoii auf di«i 
mathoinatiscdio Fhysik. 

Wir b(!W(dH(m mxdi (hm IblgoiKhm Bat'/ iibor dio (u’(U‘n’stdio 
Fuiud.iom 


d. Ilo.zoichnot man dio (1 rooiFsoho Function, nm ihrti 
Abliilngigkoit von don bidden Fnnktoii ;i, r/ amzii- 
doutcu, mit (Jp,tn i^t 

(3.) -- Db/,;,. 

Dor liowois orgiobi siidi so: Wir mdiinon diis btddmi (JriMuF- 
sidion Fiinctioncu (•}%<! ‘bisstdlui (hdiiid, t und HohUosson 

von diosmn (hdiiidxi dio ludihm Punkti'. pi^ p,^ (lurch khdno Kugidu 
A’lj/i’jj nut don Iladion ()i, (i.j aus. Anf das so gos(dniirono (h'- 
biot t' wo.iubui wir dio Fornud (5) i;. 1)5 an, iiuUuu wir 
F” setzon, und vimfabron dann (damso wio in b(i. Wir 

orlialtou dann 



r; n 
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Kllt.'r Ahti.-.liuif i. 


imd danius, da 


t-r 1.fr-trlnvi!iil(‘U, 


bowioscii wt'nUiu sollti' 


‘ a H t. (i t i t!' k f i t f II, 


Wir woUo.n iiuu auucliiut'n, da^s iti <lfm I’lddr r tdiin Miiclu'o 
lii^go, in (l(*.r F mid scinf {)illiTfH!ial'!u»'ti<'nfru un.strfig sind. 
Wir luilimun au, duss tlit' Funfliuuru 


im gaiixc.ii (ii'hinln v luit AiiMialimr dt-r Flarhi' lij 
■sLntig vnriindtn’liidic Wrrtlii' hahfii, tla--. di»* t* WnSla* aln>r in 
'/.wad uufuilHfh hinsarhlaiilrii I’unkltns mil' 
luddmi Stdti'U von a mu fiisi' »-mlHclu' 

^ (iriissi' Yl'r%fllil‘d>*lj 'dljil. 

/ Wir /.ii'lK'Si. wi»- dir Fig. 4n /.idgt, 


diirrh jcdmi I'nukt d<T Flaidi* 


/ y iiialt! %>y din wir in rim-r bidiidugi-n, nlirr 

I i'dinr din guu/r Fl-ndir tf 4 /.nlialtmidtni 

lUohtnng nrhnn'U, nad ufuiifu die 

Sidta dar Flatdia a, da- au! <!ar Sidti! dar 
waidiHomhm v dit* juiHitivu Sritn *lii'>uT Flatdir. Fa* Wurthe 
von V in hmuuddiarlou I'unkinu auf dim brid**n St-ilim \iiii (f 
untc.rscluudon wdr als imd F , u«d li. /*d»'li!u‘n anal.tg uurli 


dio Diiroroniinlquotiontim. 


Fs liiHHl. Hicli dnun dio Fnrmol J*. Uil, (U) ajiwmidmu wciiii 
wir boido SGiinn tlor Marlm d mil */u ib-r Fx-inaui/mig van t 
roobnoii. Auf dor lawitivou Sidtr van n w! dann f/« do. ituf 
dor nogaiivon dn ■ itp uir/.unolunon. iH-r I'unkt /< anil nirht 
auf dor FUicho o liogoii. 

BoKoichnon wir aksu niit d(f »du Flxinont d>-r Flmda* a uiid 
bo/.i(dion dio. IidugriUiim imoh do uuf dir^*- ran/«^ I'larbo. widi" 
rend do dio urHiiriinglioho (»ron/a* d«-H ibdnoir^ t (tdiio-rti duroli- 
liinffc, Ku orgiobt dio Forimd 'Hi. r 11 j 



















§. 'J!>. 


(' imiulliclio. Kohl or. 



Hioi-iii ist, uui (laran y.n o.riiuK'.rii, r (lie, I'aiUV.nuuif^ dos 
Pimktt'H p von (‘iiunu Puukii' (l(!s lut.('^raiions(‘.l(‘in(MiU'.s dr, do, 
d6, und (;s siiid (hnunach din Int.nf^n'alcs nnnli Kimc.I.ioiKui dcr 
Coordiuatnii dn.s I’linktn.s p. 

Din Fonunl (1) ^ilt, snlhsivnrslaiidlinh auch, wnnn 0 aiiH 
inolii’on'U ^^it-roiuitnii Stiinktni In-stnlit, odor, was dasscdls^ isl, 
W('.nu iui (d'l)it'.lc'. X nuihrnrt' vnrsnliindn.nn UnHtnligk(‘it.sllilc.lic]i 
ling('n. 


!)!). 

nnondlinlu! Kidd or. 

VVir nohnu'ii jt'i/i windor dan in dor Fornud §, ilf) (5) vnr- 
nninuniuln KlilchoninU^gral 

r /d , 


am di(‘. Viu’iiiuku'ung zu unii'.rsunlnai, du'. (iintritt, wtum sinh das 
F{*ld r ins Ihunidlic.hn. nr.strcc.kt. 

Wir nn.hnmn oinon ft^sDai Punkt P and bo/amdinon nut H 

.!][_ din. Knirnrnunfj; dos Panktna 1* von 

(hau Fdnnic.nl.c d o, Ist. win.dnr d w 
"N. ^ oin Kl(!jnnid. dor mit dtan Iladias 1 

bosnhrinlH'nnn Kugol, ho isl, 
/ ) wo.iin (lor Winkol (n, H) Hi)itz 

1 1 “ / wiJ'd (Hiolin Fifj;. 41) 

I j I do li'^dto (U)h(?(!, It), 

^ \ und duH lulogral (I) lilsBt nin.li also 

aaoli H(t (lursiollon: 

I(" wl - ’■ 

Dor Kiidaclilu'ii halixir ludimon wir an, dass din (irn.nz-. 
■fliiclin 0 HO hosn.lialTnn uiul dor Punki P Ht> gc'willdl sni, dass 
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MU’ter AhHchuitt. 


iHK 

jetler Strahl H die Fliiclui 0 in oiiu'iii luul mir in vimnu Puiikto 
trifft. Diiim ('rstreckt, sich die Iiitcgratinn in aul' ,Uo 

(2) oinfach iibi'.r (li(‘ gau/.o I‘aiihaitskuij;('l. aKti tiliar ciii nud- 
liclios (rol)iot. Kh iat loicht /.ii s(>hfu, Wflrlic MdtlilicutioiH-n iu 
{licsor Hoziohuii^' uintrctini, waiui ditsf \ nraiwst't/,un,n: itialit 
niaclit wil’d. Fiir iniKOnni Zwock isf. dia.s luclit iTitU’darlicli. 

Nohiuou wir nun au, diis Functianaa l\ f Mdca iin -(uiizt'ii 
uneiullichon Ilaiima p;og(dimi. i‘is stdl aliar \tinuiNgasctz( stdii: 

(:)) fiir Ii • fw int I’ 0. I (), 

^ , IR ' \ i'lullii’h. 

weiui I (dno hediebiga Hiclituug i''!; da% hri^'^t, die lat'/.lan 

Producto sollaii, wi(> gruHH audi II augcuumiut'u winl, hc- 
Htiiuiutc tuidlicho (iran/.('a niaht iilun'sidiraitau. k.s i^l audit 
a.rrordarliali, au/auudnnan, dass dia*-.<* Prnduatt* far R / hti- 
s^tiiiiiuto andliaha (h’aiizwartlia liaban. Fui d(di in ciuaiu go- 

gobaaau Falla da,von /a idti’iYauijt'ii, id» dia-.o lladiuguiigiai 
orfilllt sind, gauiigt (s, dia iUahtuug / laadi finandar luit dt'ii 
(Irei Coordinaianrichiungau x, ij, .. /.laiainua-aiaUau zu la^Hoii. 
Unta.r dia.sa.ii Anualuuaa wi*rdau dia Prodtiat** 

lt‘f ' ' , /M' ' ' 

( n t n 

ini lluoiullic.ban varsahwindan, wiihrautl f{a» lutaa.ration-ngi-hiut 
fiir dw, win aiicli dii* Fliiaha 0 siidi uTiiiularn mug, iiumar dus- 
sulha )d(dbt. Wonn wir dahar dia (irau/Jlaala* O alb'r'.aits ins 
Ibiandlicdia hiiiiium’iiakan laHnaii, atwu wia aim* Kugal, daran 
RiidiuK oluia (Iron'/,(Ml wiiali’Ht (mliM' nnah .hoiihI bidiabia), ‘*a wird 
si(di (hiH liitagral (2) (Um’ {*riMi*/.a Nall tuiliiMu. 

lut wi()d(!r f dia Fntfaruung da** 1‘uiskti'H p vou dcaii 
Pimkt(‘. ({ iiiii (Um (loordiiiabMi .i\ ?/, ,, hm int 


11 '^ 


IR 


aoHlr, .1 ). 


und (Ua Furdariuig (3) ist fur dit* Fiuirtiuu /’ arfiillt, wonta wir 
/"/— l/r ainiahimiii. I)oun R und r hind dia F.ntbM'imngau «laK- 
Bidbciu Puukto.s ({ von dun Inddan fantau Punktan P, p und It r, 
hat also dan (Irunzwarth 1, waim tj inn rui'iidlisdia rurkt, Waim 









'.)9. 


Uiu'ndlir.lu' Foldov, 


juin i’iir die Fuiiotiou I' Unsi('ii^dceitHllilt'h('.n d vnr- 

liaiulcii siml, so dio Foruud ilH (1) 


(4) 



r 


•I jr r,, 

r r Y' / ( r Y I d (j 

< V ) \ ('v I 1 r 


(r 


-r“) . ' dii. 

^ fiv 


Iliorin orstrarkt. sicli das luic^j^ral nac.h dr iUx'.r di'u }i;au7,nn uii- 
iiii(Ui(dian llaum, und unsoro Al)lf>iiuii^^ xoifiit zu^d(‘icli, dass die 
uher r geiuae.hten Vorausse.t7,uu|^('u geuiiijjeii, uni die. ('onverj^ouz 
dii'ses Iuto|j;ralH sieher 7U Ht.idleii. 

Set/t man, vorlaulif? iiur 7ur Mikur'/ung. 

, / (' . 4 jy 

c::)' 

F'*' r • 4 Tfij, 

Ko crhiili die Kormel (4) die. einfaehere Kona: 


irO 

(fi) 

( 7 .) 


(H) 


() d t 


h d 0 
r 


■ d (I, 


uud diene Formel zeigi, da.HH nine Funeliou I', dii' ini Ihieiid- 
lichen den lledingungen (H) ge.niigt, luid a.ligeselieu von einzelnen 
KUlchon 0 uiit ihrcni ernteu Aldeitungeii stelig ist, oiadout.ig 
h«Htimmt int, wean ini ganzen uneiidlichen Haume gc- 
geheu und an den FUielieu 0 die UiiHtetigkoilen voii F und 
Huinos nach der Nonnaleu genonimeneu DiU'erentiahiuotientcm 
gegchen Kind. 

Die SteUgkeit von ^ ist liierhei keincHWogB vomuHgeHe-i7.t, 
und OH ini 7 „ D. die Aiinahnio zuliiHsig, duHS q nur in eineni ond- 
lichen Raumthcile, von Null verHcliieden, hoiihI. iiherall • ’() nei. 

Dureh diese Betrne.htungeu lilsst sieh auch der (Ireeu’sehe 
Satz [§. [)7 (2)j auf den Fall oiiieH ins Ifnendliehe aUHgedehnt.en 
(lehii'toH r iUieriragmi, wenn wir liir diosen Fall zu don die 
Green'Hehe Function D' (hdiniremden FigenHcharten §.07, 1., 2., 0., d. 
iioch die weite.re hiiizufugen. 

f). I in Unondlichen ho 11 (i () und jol end- 

lich Hoin. 
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Elfter Absclinitt. 


§. 100. 


§. 100 . 

Das Newton’sche Potential. 


Die znletzt abgeleitete Formel (8) ist mit Riicksicht auf die 
Definitionen yojx q, rj eine blosse Identitat. 8ie enthalt eine 
Darstellnng einer gewissen, sehr allgemeinen Stetigkeitsbeclin- 
gungen nnterworfenen Function V durcli bestimmte Integrale. 

Wenn wir uns aber auf einen anderen Standpunkt stellen 
und ausser den Flacbeii (5 die Functionen £, r} als beliebig 
gegebene annebmen, so dient die Formel (8) zur Definition einer 
Function F, und es entstelit die Frage, ob diese Function V 
dann aucb mrklicb den Bedingungen (5), (6), (7) des vorigen 
Paragrapben genugt. 

Die drei Bestandtbeile, aus denen der angegebene Ausdruck 
Yon Fbestebt; 


( 1 ) 


P = 


gdt 


F = 


£ d 0 


0 = 


0 -- 
0 V 


j j ^ 

beissen Potentiale, zum Unterscbiede von anderen Bedeutungen, 
in denen dies Wort wobl sonst nocb gebraucbt wird, Newton’scbe 
Potentiale mit Rucksicht auf die Bedeutung dieser Functionen 
in der Tbeorie der Krafte, die nacb dem Newton’scben Gravi- 
tationsgesetze wirken. Wir wollen zunacbst die Function P 
allein betracbten, in der wir aber ein fiir allemal voraussetzen 
wollen, dass p nur in einem endlicben Theile des Raumes von 
Null verscbieden sei; ausserdem wollen wir die Function q 
-liberall endlicb annebmen und beliebige Unstetigkeiten in 
Flacben zulassen. Die Function q raoge die Massendicbtig- 
k eit und 


Q dt = dm 


: das Massenelement beissen. Wir denken dabei zunacbst gar 
rrnicbt an die mecbaniscbe und pbysikalische Bedeutung dieser 
■:Ausdriicke und scbliessen z. B. keineswegs den Fall aus, dass q 
aucb negativ sei. 

Die Function F kann als Specialfall, oder genauer gesagt, als 
Grenzfall der Function P aufgefasst werden. Denken wir uns 
namlicb die Flacbe <5 als einen unendlicb diinnen Korper von 













1(10. 


l>:iH N t‘\v 1 (Iu’hcIu) I'ot.iMitial. 


2:'5<) 


(li'r Dickf (iv und dns P I'iir dicson Kdrpcr niit 

d('r Ma.s.si'iidi('.hli^Jik('it. /j, so wirtl dm ~ Qdvd 6 


imd wir braiudicn mir ()di'-~{. zn soizon, so golit P in F 
iilx’r. Da i- rudlich scin soil, so tiiuss hicrhoi q mil, unondlich ah- 
iH^lniu'iulon d V unondUtdi giasss wordfii, 

^ ludsst. (lit* I'dii <’hi'H<Hcliiigkf'il uiid P' oiu FliLchon- 
poiciitdak 


Mhcnsc) liissi sii'li <Z> als (linniz.lall von P' ])('.lra,chl(m. Wir 
donkcu uus w diosciu Zwooko ilUm* dor Flilc.lio 6 ('.iiu', ))!iran(dG 
Kliiclii' (f in d(‘r nuoudlich kloimm Knt- Kijr. .12. 

r(‘rnung di‘. so dass jtulmu I’uukU' von c? 
del’ Punkt von o’' gi-gnidUxu* sUdii, dor 
(lurch die Nornialt' dv gctrollun wird. 

Das I''liichcm'h'mcnt. do sci mil dee 
Fliic.licudichtc i Indc.gi, duH gcgcuitlxu’- 
sti'licndc Fhmiciil d (P mil | P. Ms isi 
dann das I'otcniial dit'.sm' I)o})}Hdtliicho, 
wt'iiu r' di('. Kutfcrnting dns I’uuklc.H p 
von d 0' ist: 



(d) 


' P d 0' ' ir d 6 

y' y 


Wir mduinui dann die Dic.hiigladt P so an, dass 


(4) 


Pd(f td(S, 


d. lu, tlasH aid' glcicJum Fljichensliicken von 0 und o' gleiclio, 
aher enlgog('ng(‘S(d7,t,e MasHcn liegeii. Wenn wir dann nook mudi 
dem 'I'ay lor'Kc.hen Lelirsai/.e, 




dv 


scdzeii, HO ('rgi(d)i Hic.li auK (.’!), (4) und (a) 

■ « 

/'* r--: I , d V d 0 , 

0 V 


und dicH geld, in <P iilusr, wauin 11 ■ * i-dv gesot/.fc wird, so dass 
aiicli liier i- fur eiii uneudlich kleiue.H dv uiK'udlic.h gross wird. 




Elfter AToscliiiitt. 



I 
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§. 101 . 


Die Function 0 lieisst dalier das Potential einer Doppel- 
schicht und die Diclitigkeit cler Doppelbelegung. 


§. 101 . 

Die Kraftcomponenten. 

Das raumliclie Potential 

( 1 ) 

in dem sicli, wie wir festgesetzt haben, das Integral nacli dt 
auf ein endlicb.es Giebiet r erstreckt, ist eine Function der 
Coordination x, y, z des Punktes Wir sagen, das Potential 
beziebe sicb auf den- Punkt p. Es ist dann r die Entfernung 
dieses Punktes von dem Integrationselemente dt. Liegt der 
Punkt p ausserbalb des Raumes so nennen wir ihn einen 
ausseren Punkt. XJeber die Convergenz des Integrals ist dann 
kein Zweifel, weil r nicbt unter einen gewissen positiven Wertb 
heruntersinkt. Dass aber aucb die Convergenz nicbt aufhdrt, 
wenn der Punkt p ein innerer Punkt ist, worunter wir einen 
Punkt versteben, der dem Gebiete t angebort, ergiebt die Ein- 
fiibrung von Polarcoordinaten um den Punkt j). Demi bezeicbnet 
wie friiber d a das Flacbenelement auf der Einbeitskugel, so 
konnen wir nach §.96 (7) 

(2) dt — r'^drdco 

setzen und erbalten 

P = j* Qfdrdco, 

wo nun die Function unter dem Integralzeicben im Integrations- 
gebiete nicbt unendlicb wird. 

Wir bilden nun nocb eine zweite Function, die durcb Diffe¬ 
rentiation des Ausdruckes von P unter dem Integralzeicben ent- 
stebt. Es ist namlicb 

— (a — xy + (6 — yy -f- (c — 

d- > . 

r (a — X) cos a 

d X ’ 

wenn a den Winkel bedeutet, den die von p nacb dt bin ge- 


( 3 ) 

( 4 ) 





§. 101, 


Kriifl i;(nu|ionouteii. 


zogont! liiclitung r niit dcr positivtMi ./’-Axo hildct. Ms 
sich ilaiin cino FuiicUou 

(5) A‘ I 0 ^ I (I T 

uiid (licHO Futu'.Uon gold, tluroh (li(! Su])sliiiition (2J in 


<l ))i cos a 


((!) X ■ - j (•os«(/r(/(.j 

iilior, wonius uian sclilicisst;, duss autdi dd'sos hiiogral (louvor- 
goiit isl. 

Wioin wir mm di(‘ Function X in H('zug nuf u: xwisclicn 
don (h’onzon .7\, iind .c intcgriron, wiilircmd wir // und ^ consiiint, 
liiHson, HO orgiolit, sioli, w(',nn wir dio Intogriiiion untt'.r don 
IntograkoicluMi aiisruhron: 


X ({x 


I dr 


P - P. 


winin Pt, (h'li Wcn'ih von P fur ,c,...r„ lauduiUd,, und daraus 
i'olgl, wiodcu’ duroh DiUcrciotiaUon 


( 7 ) 


X 


f P 


Dio (Iri)HS(i X hat Inlgtoido HcdcuUing; 

\V( 3 nn auf don PnnkI, p oiiu! Kraft, wirkl, von dor IntouHitiil. 
tlio, wonn dm positiv ist, von p uach diun Klonumio dm 
goriohtoi ist, und wtuin dm nogativ ist, dio 0111^(3^011^080^.10 
Hioliiung hat, ho kann dioH (3 Kraft angOHolum wt'rdon aln oino 
Anziohung odtii* AhstoHaung, dio. daH l''dt 3 nmnt dm, auf don 
Funkt }) auBiilii, und duH duroh dmjr'^ auHgodriiokt(i WirkungH- 
gciHoU dio.Hor Kraft ist das Nowton’ac.lH' (S ravitationsgosotz. 

Dio in dor Uii^htung dor positivon .r-Axo goiiomnumo Foiu- 
pononto diosor Kraft ist 


und wonn nun oino ohonaolo.he Kraft von HiiimnUichon FU‘.m(*nto.n 
dm auHgoht, ho ist dor durcli (d) gugolmnt* Ausdruck von X dio 
(rcsamrntoompouonto dor Wirkting d(’H Kdrpors r, auf 
don Punkt 

141«(rt(ntui - VV t'lit»r, l’arlit'll»i niffi'rt'iitjtUKlHJi'liiujjiim, Kj 
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I'Ullt'r AIihc. hnil't. 


§. 102. 


Diosolbo Ib'trachiinijjj liiKKi sii'h abi'r in ru'/.u.i^ uiil’ tlit' //-Axo 
untl (lie ;;-Axo :uist(41on, uiul cs (‘(’[((‘lu'ii sifh so dit* drci (’.om. 
ponuiiten X, T, X (h'r Wirkuuj.? dcs Kdirpi'rs r aut’ diai I’lmkt p 


als die particdleii A!)li'iiuii{j;t‘ii d('s 
C’oordiiiateii .7:, //, ; 


I’olrniialfs iia.di do 


Dor Ausdruck 

(D) <{ P T~~ X(Lr i YiiiJ I Xf/ 

ist eiu vollstiiudigos Diden'iitial. 

Wcnii auc.h lutc.h I'diU-lu'ii u viu'kmnmt'n, ilic mil Masscii 
(idcr luit oilier Doppekschiehi Ixde^d. .siiul, so wird in difstai He- 
traohtuiigou gar uicliiH gi-iluilcrt, wruu di-r I’uukt p nudd gtiradu 
auf oilier dieso.r Kliiehon liogt uud wir rrhalton lUf t'mupaneuteii 
dor Gcsatnniiwirkung a,id’ don dtmkl. p in d<‘r l‘urni 


' die BedouUuig 


r ! y (I jl ■ 
, !)!) (HJ hat. 


tSleldgkodi dor knuol iunfu F. A, \\ X, 

1. Dio k'niieiionon I', A', }', / sind sloligo Ftnio- 
tionen dos PunktoH p auolt In-iiu Duroiigange 
diirodi oino, Flilolu’, in dor p uusttdig i»d (ahor 
iiicht; lioiiu Dun'hgaugo durch dio k’liirljo tfi. 

Wir boweiHou dio. Sloligkoit dor Fuiirtitm F, imiom wir ho- 
inorkeii, dans die SoIiIuhho. unvorilnilort attr dio Funolitmon A*, ]\Z 
anzuwendmi Hind. 

Dio FigeiiHoliaft dor Stoiigkoik oiin-r Fiino!i«»i! F Ifontold 
(larin, dass dio Stdiwankmigou dor Funoti«m F kham-r Idoilum 
als oino helio.big kloiiu^ gogtdiom* tlriisno ,/, wi-mi ilio Vor- 
Hohioliungen dos Diuikfo.s p kloiuor siud aF« oino hitdiinglioh 
kloino GriisHO 6. Dans F stotig ist, sn lango dor I’nnkt p auHsor- 
liall) doH IntogratioiiHgcdiiolos t Fiogt, hdgl uin> ilou allgoinoinon 
Biitzori iibor Stetigkoit. vou Iidogrulon aK FunoHnnon rmos 1‘ara- 










1 ( 12 . 


Still, keif. tliT 1'’u lull, i turn a I’, X, 1‘, Z. 


2i;‘. 

nuiti'i’s. Oi'iiii in (lit-Hriu Falli' isl, (lie /n intogriremU'. Fuur.iinu 
im gnn/.i'ii lutograiinnsgnhii'tr I'inn nnillichn uml sti'tign Funriion 
(U‘.r Fiign vnit \). 

Wriui alior \) ciu iiinrri'r I'mikt, isi, so ui'liman wir ilm 

in inullirluT Fni rnriiuiig von iUm' Fliichii i; an mul urngoluni 
ilin initi I'innr lliillo, din ctwa dio (li'.slall. (lincr Kugnl ha.luni 

mag uiul din das (udiint x in /wci Tlmiln r" mid t" (.ludli, wniiii 
T" dor von dm* KugolluiUn mnscldossmm Kauiu, r'- dm* illirig- 
Idnilmndu 'riudl von % isi. 

Inngt in dm* Niiln* dm* Olau’lliii’lHi vuu r, so wird ilio 

Hullo iibm* das (lobii'.i hinausroiolum kiinnmi. Dio hionluroh 
oniHiobondon Woil.liiuligkoiit'n kdnni'U wir alim* ('inl'ach dundi 
die Ilmuorkung luugidimi, dans wir don Kauui r. bidiobtg aus- 

dolinon klinuou, wmin wir in don hin/.ugokmnnumon 'rimilon q . 0 
annulimmi, 

I)ii- Fimoiiou F zorfillli also jot/.i in dio boidon Hc.stand- 
tludlo F" and von donon ilor orsio aus dor Intograiion iibor 

t<', dor /Avoiio a.us dor iibor t' horriihrl. 

Wir nolimon nun dio Iliilb^ zunilobsi so Idoin an, dass F" 
in jodoni Funklo in ihroni Innoron Ididnor als wird, was 

wogou dor (lonvi'rgoir/. dos lnt!'gra,ls F iminor miiglio.U isi. Dio 
1‘unkio im Innoron iliosor Hiilb' sind abm* ITir don Ha.um r' 
iuiHHoro l*unki(' und ndglioli isi oiuo sioligo Funolion von jk 
so lango /j in dor iriillo bloibi, man kann also dio. (Irmi/o, d IVir 
dio Vorsohiobung von jj ho kloiii mnobou, dass dio Sohwankung 
von F kloinor als wird, und duun isi also die Soliwan- 

kung von f' kloinor als ^/. 

Da wir angmiommon habon, dass dor Kiirpor r und dio 
Fliiohou d gan/. im Fndliohon liogon, ho sind /*, A', X im 
Unondliohon gloioh Null. Das Vorsobwindon lilssi Hioh uooh go- 
nauor so boHiimmon: 

2. Ilodouioi Jl dio. Fnid’ornung don Punkti's p von 
oinom fosion Funkio, lb do-m (loordinaion- 
ant'angHpuukto, ho sind dio Froducto 
HV, IPX, Ji‘n\ IPX 
im Unendlichon ondlioh. 

Dies ist auH don Ausdriiokon fiir F, AN 1', A duroh Into- 
gralo ohno Woiioros zu orsolion. 



Ki 
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Kirti'i' AliBtiluiitt, 


io;{. 


§. 103. 

Die Di fl’crentiahiuoticnton voii A'", Z. 

Dio nul oincii ausscroii Punkt p l)ozo}i;oiKMi Kuiietioiiou 
A, Y, Z kiinnen luioli den Coordinatou di(!H 0 s Piuikit'.s bolii'hiij; 
oft dili'oi'ontiirt wcrdeii, indem mail die Difna’outiatioii uuO'.r dean 
Intogralz-ciclmn aiisfulirt Fiir oinoii iuisHoren Piiukt habon diiiso 
Fuiictionoii also Differenti;d([uuti(mtGii jodor Onlniing, die sUitige' 
Functionoii des Ortes siud. 

Fiir eiiicn iiinercn Punkt kaim abor sebou die^ e'rsb'. Dille- 
rontiation von X, Y, Y iiiclit inehr dureh Dinbroiil.iation uiitor 
dem Iiitegralzoicbcn ansgcliilirt wcu'doii, wt'.il man auf di(^st‘. Wt'ise' 
auf divergciite Intcgralo gofiilirt wird. 

Ziir IJntorsucliuiig dos DiirtM‘(niti;i.l(inotionion dm’ Idiiielinn 

(1) x = 

mnssoii wir also einen andorem Weg oinHoblugmi, auf den iiiis 
Gauss gowiesen liat>). 

DioDiebtigkoit p soli ziiuiltdist als eino stotige' difrari'nIiir- 
baro Function dos Ortes in dem Uauino r angunommon wt'rden. 
Idg. '18. Kig. 4‘l. 



Wir gedioii dem Punktc dor jcdzt e.in inueriT sei, cine. 
Vors obi ('.bung in oinor bcliid)ige.n lUehtiuig / von tbn- (irijnse r, 

') la (ItT Ahhaudlung: ..Allgmiuuia* Lehrhiitza in liitzidhung aeti tlie im 
vfirkehrtcn VoriiillttiiHHci (Ush (^)iia(lra(.8 der MnUVruung wij'kemhai ttJis',i(dii*n< 
don and almtosHeuden Kriil’m." ((lau8B’ Werke,, Hd, V. Aiitdi iu Ont- 
wald’H (JlasNikcrn.) 
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Die Difforoutialtpiutientcn X, Y, Z. 
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(li(j ui('.lit so ^ross ist, (lass sic ilni aus clic^soin Kaiimtlieilc lua-aus- 
riihrt, imd bozoicilincn don Wortli von X fii,r die neuo Lago p' 
YOU )) init X'. 

Donkiui wir uiis abor don gaii/.en Ilanm r init seiner Masst’; 
in d('r IU(dituiig I urn e rilckwarts gescbobon, so komint p' 
wicdcn’ mit p nc'c.kung, mid wenn wir don nouen llaum 
init r' bezoiohnon, so kaiin X' aucli dadiirob goruiidon wordoii, 
(lass wir das Intogral (1) fiir den Pmikt 25 alx'r ilbcr den Ramn 
t/ uehmeii. 

Dio Ramne r und r' haboii einoii 'I’lu'il t„ geinoin; soi 
dor Tlu'il dos Rauinos r, dor duroh die Ruokwiirtsvorschiobuiig 
IVoi wil’d, (lor also doiii Rauitic r alloiii angoliih’t. Kbenso soi 
To dor Tboil dos Ramtios t', der iiiclit in r eiitlialtcu ist. 

Wir douton die Iiitogratioiisgebioto r,,, ri, dadurcb an, 
(lass wir fur das ICloiueiit dt sotzen dr,„ dr.j^. 

Bozoiolmot q die Dichtigkoit in oinoin Pimkto q und 
die Diclitigkoit in dem Punkto g', dor aiis q dureli Vor- 
scbiebmig mn r. in dor RioUtung 7 entstelit, boides in dor ur- 
s])riiiigliolioii Dago dos Kbrpors, so ist q' in und q in r.j gloicb 

Null zu sotzon. 

lliorans orgiobt sioh iiaeb (1) 


X 

(2) 

und (blglioii 


q (a x) (It, 

I-:* 

q' ((t x) (I T, 


r q (((, x) (i r, 

1 

j' (»' {<^ — d r,j 


r (q' -- q) (rt — x) 


1 * q (n - 

a r'‘ 


Won 11 nun a unondlieh klcin wird, so golion die Rilunio 
1111(1 To in Seliiclitoii ilber, die der Oboribielio 0 auigolagort siiid. 
Das V(dunion dos iibor doin I'llomont do stoboiubni 'I'boilos dor 
S(dii(4it T.j von d(‘r Dieko dv ist, wonn dv positiv nacli iniion 
g<*reehm*t ist: 

d % ^ d 0 d V ~ e d o eos (7, v), 

und weil an dor (Irmize von r-i dor Wink(d (I, v) stumpf ist; 
f2r, —- edo cos(7, v). 
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p]lfter Absclmitt. 


§. 104. 



Es ist ferner 

X'—X 3X 

wobei so zii differentiiren ist, class y, pj als Functionen von I 
aufgefasst werden. Unter dem Integralzeichen in Bezug auf dT(, 
ist aber ebenso 

lim = If, 

e ■ dl 

wobei die Differentiation so zu versteben ist, dass a, h, c als 
Functionen von I anzuseben sind. 

Der Baum Tq fallt in der Grenze mit r zusammen; mul 
■Fa bedecken zusammen die ganze Oberflacbe 0 und in geht 

q' in Q liber. Wir erbalten also 

,,, dX [doa — x. , { Q(a —x)co^(l,v) do 

0) -8T = j + J-P- 

Das nacb dx genommene Integral ist die oj-Componente der 
Wirkung einer Massenvertlieilung mit der Dichte dQ/dl^ und 
das Integral nacb do ist die a;-Componente einer Oberflacben- 
belegung von der Flacbendicbte q cos (i, v ), und folglicb ist 
dXjdl eine stetige Function der Lage von p. 

Dasselbe gilt aber aucb nocb, wenn q nicbt im ganzen 
Raume stetig ist, so laiige sicb nur p in einem Raumtbeil ver- 
scbiebt, in clem keine Unstetigkeit von q liegt. Denn tbeilt man 
den Raum x in zwei Tbeile x' und f", so dass p in x' liegt und 
Q in x' stotig ist, so zerfallt X in zwei Tbeile X' -f- X", und 
da p in Bezug auf r" ein iiusserer Punkt ist, so bat X" stetige 
Differentialquotienten jeder Ordnung. 

Da nun die namlicbe Betracbtung auf die Functionen X, Z 
anwendbar ist, so baben wir den Satz: 

3. Die Componenten X, X, Z baben in einem Raum- 
tbeile, in dem die Dicbtigkcit q stetig und diffe- 
rentiirbar ist, in jeder Ricbtung I stetige Derivirte. 

§. 104. 

Bestimmung. von ^ V und der Unstetigkeiten von V. 

Von Wicbtigkeit ist nun, wenn V ein Potential ist, die 
Kenntniss von z/ V und der Unstetigkeiten von V und seiner 
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Bostinnuuuir von J T. 
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Dorivirteii an don iniLclion Wcnn die Function V in doiu 
I’linktc^ )> iiiit don Ooordina.tcMi .-r, ;//, durcli das Integral 


do.lhiirt winl, ao kdunon wir, wcnn ]) ciu liussorcr Punkt iat, 
uiitor don rnt(',gi'a.lzoio.lion dilT('rontiir(ni, und wir tn'lialto.n 


0 ist, so folgt fiiv oinen ilusRoi 


Isi abor p tnn innoror Fnnkt, so so.lnioidcn wir durodi cine 
Indiobigc gOHo.bloHstou', Fliicho ans dom Uaiiiiu^ r oiuon Thoil r" 
Inu’aus, dor don Punkt }> und, mligliclior Weiao, anch (unon Tlioil 
<»" d(‘r (Uiibillt. Don ul)rig(ui 'riioil dos Kaunu'.s % bo- 

zo.icbnt'n wir niit %'•. Knisj)r('c.b('.nd don boiden Riiunuui r" und r" 
ziu'nillf. /' in zwtu’ Tlioib* 


und wtutu wir duro.h die Ibwauidnuing :\,nd(mt(',n, dass 

sic.b di(' Inb'gralioii auf r'* uud (d' orstroo.kon soli, so isi. 


Hio.riu kaun p jtubm b(diobig(‘,ii Punkt di's uiioiullitdiou Haunios 
bo.douion. KniHi)r('ch(nid wird d(ir zwoiit! DoHtaiidtlioil von 1), 
dedinirt,; 


Do dor Punkt p im Inno.ro.u von r« liogi, so ist ('.r fur (bui 
liauin r* oin !lusH(U’o.r Punkt, und die Furudion Fjj g(uuigt da,Inn* 
iin Ilaiimo r” dor DilTonudialgltdobung 
(()) xJ VI r-r 0 , 
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Elfter Absclinitt. 


104. 


(7) 


Aus demselben Grunde ist F* im Inneren von stetig, unci 
wir haben daber an der Flacbe (Jo 

O - 

(F*)+ - (7T = 0. 

Wenn wir nun auf die Function F® die Formel §. 99 (4) 
anwenden, so ergiebt sich 

dr^ /8Fo\—1 


larF" = — ’^F" ^ 


dvj 

1 




Vb 


[(F0)+ 


■ (VT] ^ 


wofiir man mit Riicksicht auf (6) und (7) auch setzen kaiin 


-f (F-^- 


F ) - d(3\ 

^ GV ’ 


und wenn man aus (8) und (4) eliminirt, so folgt 

f 

— I ( F"*” — F — 4 jr Tj) d (5^ — 0, 

und diese Formel gilt fiir jeden Punkt p im Inneren von r®, 
und sie gilt andererseits fiir jeden beliebigen, aus t heraus- 
gescbnittenen Raumtbeil t®. Nebmen wir zunacbst den Raum- 
tbeil so, dass er die Flacbe 6 ausscbliesst, so fallen in (9) 
die Integrals in Bezug auf d6^ weg, und es folgt, dass in 
jedem Raumtbeile ausserbalb dieser Fliicben die Differential- 
gleicbung 

(10) ^ F = — 4 7c ^ 

befriedigt sein muss, da, wenn z/F-j-4 nr p in irgend einem 
Raumtbeile nur positiv oder nur negativ ware, die Bedingung(9) 
fiir diesen Raumtbeil nicbt befriedigt sein konnte. 



lO-i. 


Hostiinnuinfr vou J V. 


Kbt'iiso Hclilicsst niiin, (lass in jcdem Thoile <>" der 
Flilclu! () 

sciii muss. Eh ist nun daraii zu crinuorn, dass r die Ent- 

tbrimn^ z\voi(n* Puiikto jt>, q (niit don Coordiiiaton b nnd 

((, c) ist, (lass in (11) q oin Punkt 

dcr FUicho uiid p can lK'li(!biju;or 

Punkt in dorn di(‘. Fliic.ln^ (?'* nnifjfolx'n- Av/i 

(bnii Raunu^ r** ist. q>6<i'‘ 


uiid fc>lp;li(',h nacli (II): 


,| (|'> „™ ‘\-7cyj) v,()H(r,v) ™ 0. 

Liisst man p auf dor V(^r1)indnngslini('. (p, (j) fortriujkou, so 
iindo.rt, sick r, nioht alxm cos(r, v). Es ist also (1‘2) nur Ix^- 
{’riodifjjt, woun in jodoin Flilolumthc.ilo 


(14) r' — F ™ d-TTp, 

nnd liicrin kdnnon (), f, r/ bfdiohig gi'.golionc, Fiinntionon stun. 

ni(‘ fdoiclmng (10) wird di('. DilTtunniiialghucliung von 
Laplac.o gcnannt. 









Zwiil(‘tor nil.t. 

Beispiele ziim Potential. 


^ ion. 

Das Probloin dos Poic'.iitials •^('.^•('IxMior Mnssfu, 

Wir luiboii ill 97, 2. iiacligowiosou, doss cine ImuicI ion T 
im ganzon iiiiondliolion Uauiu omd('uUp: bostimiid. isl, dundi I'nl- 
gondo Dodiiipjungon: 

1. Ms ist rd)orall K r™-— 4?r^), woiui () cino. ujof^clitMic 
stotigo odor mistc-tigo buiiotiou dos Oii.os ist. 

2. An g(',wisson gogobonon Kliiolion d is|. T in dor Woisc 
iinst(4ig, diiss 

woun £ und y an d(ni Fliiolion d gogfbtnio FuiiotioiK'n 
stud und V die Norinalo d(U‘ Fliioho d iu oinoin lioliobig 
angouoimncnon Sinno positiv goroohiiot, htsloutot. 

H. Abgosohon von don l<'la(du‘n d ist I' iiborall stotig und 
hat Ht(!tigo Dorivirto. 

4. Ist Ji dio FiitCoruung dos variablon 1'indites, au{‘ don 
sioh F bozioht, von ('inoni Ibston I’uukto (dom (loordi- 
natonanlangspunkto z. li,), ao iai fiir It / 

V zrzz 0 *^,'4- ondlio.fi, 

ol 

wonn '() Ff'()l dio Dorivirto von F in oinor bolii'higon 
Uiohtung I bodoutot. 
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1’ol.cutial oilier homogonen Kiigel. 
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I'iS liiiiulolt sicli also lioi der Ilostimmuiig Yon V mn die 
Integration einer partiollen l)i t’ferentialgloicliiing, I'iir 
deren Ldsung gewisso Ste.tigkoitsliedingungeii vorgescliricheii sind. 

Die Integration diosor Din'erontialgleichung ist abor diircdi 
dii‘ Forniol 95) (8) allgeiuein nnd vollstiindig goleistct iind cs 
kann sicli dalu'r liei der nehandlnng von besonderen Fallen niir 
noeh daruin luindeln, die in jciier Formel vorkominoiiden drei- 
und zwoHaelKMi Integrale /.u veruintaelioii. Diizii fiihrt bisweilen, 
einfaclu'.r als <lie IJini’ormung der Integrale, cine dirocte Inte¬ 
gration der DiHereiitialgleicliung suil' einem anderen Wege. 

Wir geben hierfur einige Deispielo. 


too. 

I’oteutial oine.r lioinogonen Kugel. 


Wir nelimon an, dass koine llnstetigkeitsllaclum (5 im Folde 
entlialien Hoien, nnd dass die rilimiliehe Dichtigkeit q niir eino 
Function der kuitrernung r vein Doordinatt'nantangBpunkt sei, 
dass also die Masse in eoneentriselieu lioniogenen Ivugelseliichten 
vertlu'ilt sei. 

Fs Jblgt dann aus den Syuiinetrieverliilltnissen, dass aueli 
V niir cine Funetion von r senn ka,nu. 

Wenn wir dalier den Ansdrnek .fV inieli 4-2 (11) anf 
Folarcoordinatcn transfonniren, so ergiebt sieh filr F die DilVe- 
rentiulgb'ichung 


( 1 ) 


i 

r d r'^ 


-- 


Hii'rauH (blgt (lurch eiiunalige Integration, wobei die Inte- 
graiiouHeonstante da,(lurch bcHtiimnt wird, dass (l{r V)l<lr nach 4. 
I’iir ein nnendliidies r verschwiudou imisH 


V A ( J 

r—4jr r(}(lr 


nnd (lurch nochnialigo Integration, da r V liir r tt-. () vorschwinden 

lUUSH 
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Zwolfter AbBclinil.t. 


V?. lOO. 


Dieser Ansdruck lasst sicli diircli particlli'. Integration uin- 
formcn. Es ist niiinlich 


! r^dr^ ~ 


dr rodr -- r-p d r 


imd daraiis ergiebt sicli dure.h Integration von 0 his r 


|* dr I r p fZr ; 


r \ rQdr p d r, 


p' “ 4 jr r p d r -I - ~ r- p d r 


Nun ist 4:7cr-()dr die M!iss(^ dri, ciner unoiullieh diinnen 
Kugelsolialo voin Rsulins r, von dor Die.ko dr and der Dielitigkeit 
p iind wenn wir also niit 7)i die Masse de.r gnnzen Kugel niit 
dem Kadius r btizeichnen, so ist 

4% 1 r-'odr iii. 


Es wird also 


Dieser Eorincl kdiuieii wir Iblgiinden Ansdruok g(‘h('n. Xennen 
wir kurz iiinere Masson die, die dem Mitielpunkte niilier sind 
als j;, ilussere die, die weiter entlernt sind, ho kiinnen wir sngtni: 

Das Potential oiner e.one.entrisein'n MasHen- 
vertheilung, bciiioge.n auf einen l‘unkt jo, ist 
gloich dem Potcnitial der im M i tti’l p ii n k t e ver~ 
oinigten innoron Massen, V(trint‘hrt inn das 
Potential der iiuHseren Massen i in M i (. f e I» 
p ii n k t e. 

Nehmen wir an, es sei p eonstant im Innereu einer Kugel 
voin Radius c, imd p ~ 0 auMHorhalh dieser Kugel, so orgieht 
line die Forrnel (3) fiir einen innereu Piiiikt, weil dariu die. ersti^ 
Integration jetzt mir bis c auHZudehnen ist 









Potential oiner liomop^eneii Kufycl. 


2 r )3 


r,- “ 2 jr (r;- 


4it 23r 

= 2jtcap — 7r4>»'- 


Kiir (diKiii iiiissercii runkt fii.llt das erste Integral in (3j 
ganz weg nnd das zwoite erluUt die constanto obort'- Greuze e. 
Felglich ergiebt sicli fiir eiiien ii,uss(',reu Punkt 


Man siolit, dass fiir r — c beido Ausdriicke d('.nst3lben Wertli 
• erluilten. 


Die Ableitungon naeb r nind 


und geben fiir r " c dim iilx'roinBtiminondon Wortli 


Die zweitim Abloitungt'ii abor geben fiir r ™ c vorscbiculene 
Wertlun Wcim man K als Ordinate zu d(',r AbscisHo r auftriigt, 
so erliiili man als lUld diesc'.r Finudion T (due Curve, die sitdi 
aus (dmuu Parabelbogeu von r — 0 bis r r~- r. und oinom 
liyp('rb(dartig('.u Curvc'nsti’n'.k driiter Ordimng von r r-- c i)is 
r ■ '/ zn.s:i,mm(!nKetzt, und ])(dd(i Cnrvon.stiieke haben iii dem 
I’uukb'. r ■ ' r di(!Helb(' Ta,ngente (Dig. 4(i). 

W('nn der maHKmuu’rUllbj Ilaum (due vou zwid e-onca'utriHc.lien 
Kngeln lu'gnmzb^ homogone SehabOst, ho haben wir drtderlci UilnuH! 
zuuui(U’H(duddeu, l.dou Ilohlraum 
im linuuHUi der Sehale, 2. (Um 
H(’.hale.nf()rmig(Ui Raum, H. den 
auHH(U’eu Raum. Wir wollon daH 
Potential fiir di(5K(( droi Rllume 
mit I'l, r._,, I'a Ix'zeic.hueu, und 
mit (’i, e.j die Radieu dor iumu’eu und d((r ilusHcsron Kugel. 

Man erlililt (li(3 goHindibui P()t(intiale, wetm man die naeli 
15) und (0) fur die ludden Kug(dn gebildeten Ausdriieke vou 
eimtmbu’ Hiibirahirt, und dabei beae.htet, dasH dor Ilohlraum fiir 
b(dde Kugelu (dn innorer, die Hehale fiir die cine Kugel (du 
innorm', fiir die andore eiu auHB(!rer, und eudlich der Raum 
aUHHerhalb der Sc.hah* fiir boide Kugelu eiu iluHserer i.st. So 
(iud(d man 


Fig. b). 
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i?. loti. 


(7) 


= 2 7r()(^.‘ 
K — '2 7r()(\j 


Ittq 4 jr <) rj' 


V — l£^ 

' 3 ' r 


VVcuii wir liieriii Cg —- unciHlli(;h klciii wordoii lasscii uiul 
{>{(■‘2 — 6’,) =: £ setzon, so orgtdx'ii iins F,, F, (li(^ l’ot(Milia,l(' 
oinor FUiohcnbolegiing aiif dor Kugol. l\ btt/it'hl; sioli aul' doii 
InnGiirauin iind F, auf don Aussoiiraiiin. Man orhilli, womi 
man dann rj, = Co — c sctzt 

Fi ” 4 5rr£, 

_ 4 TT r-£ 

■' y 


Fiir r =r. c stiiumon l)oido Ausdriickt' iibort'in, 
dio I)iJrur(!iitiab|iiotionton 


(iJ) 


liZi — (1 't'» 

Ur ' Ur ,-2 


lagttgou liabt'ii 


dio Difforonz — 4'ir£. 

Iliorans kdnnon wir oudliclt noob das Potoniial tuner kiigtd- 
ftirmigon Doppclscliicbt; aldoiten. 

Wir denkon uns also wiotbtr zwei Ivugcdlliio.htui mil don 
Kadion Cj, Cg, auf denen gloichtt uiul (uitgogeugoHotzte Masson 
iliidmiiartig ansgobreitet sind. Die Dichtigktuien miiHsou also 
im umgekehrtcn VorhiiltuisH dtu* Idiio.lion, odor was dasHollu' ist, 
der Quadrate der Ratliou stohon. Ist also dio Diohtigkoit auf 
der oraton Kugol — £, so ist sio auf dor zwoitiui hc{/(\;. Wir 
orhalttui also das Potential uao.h (8) 


47r£c, (6*a - ■ Cl) 


F, ■ 0 


mid wonn alao nun Cj — c uml b{c^ • o,j ■ t/ wird: 

Fj — — 4-7rr/, F., • - 0. 

Fa ist also tier UntorHchicd F, F^ "" intj, win oa soin 
nniRs. Fi und Pj, sind bier constant und folglioli ihro Aldoitungon 
liliorall = 0. 










Ji. 107. 


rotcniial eiiuiH KllipBoicla. 


Potential o.iuo.H Ellipsoids. 

Das droilaciUo lnte.^a';il, duroh wolclios das Potential eiiios 
mit lioinogc.noi- Masst* erl’iillic'.n Elli])S()ids aiis^nulriicJct ist, liisst 
sitdi auf Gill tiinlaches ollii)ti8ohe8 Iiitt'-p;ral /iiruekriilircii. Ks 
f>;iel)t (dno grosse Zahl von Liisiingou dieses sowold durcli sc'ine 
inatluaniitiselKsn Schwierigkeiten, als durch seine nianniglachen 
Anwumliinpton hendiiuten Problems'). Dirielilet bat zuerst 
daraul' bin^nnviosen, da.ss man auf sebr einbu^he Weise zwar 
ni(dit zu eiiie.r Ablcitiui'^, wold abtu- zu einem vollstilndig(ui Ib'.- 
weis d(',s H,(‘.sultat('.s |f(',la.n{.^en kann, wenn man an (Unn bekannten 
Ausdrue.k di('. (diaraktoristise.hen Eifj;('.ns(’,hart(ni d(',H Potentials 
(§. 105) naehweist. DieBon'jWef,^ wolbm wir liier, als don kiir- 
zesten, einselduf^nm. 

EjH Boien a, /v, o di(! Jla,ll)axen dos Ellipsoids, und 


seine. a,tir die, Ilauptaxen bezo|i;(‘ne (lleie. 
daneben noe.h dit«, dnreh dici (Jleic'.hinifi; 


na. Wir bctra,ohten 


dargiiHiollte, Elae.henscbaar, di(',, wenn X dureli ])osiiive Wertho von 
0 bis cfj ge.ht, eint^ Sebaar die gegebejui Elileho uniHcdiliessomlor 
e.onfoealer Elliiwoidt'. darstollt. hi. X negativ, ho stellt (2) orit- 
wed<>r ('in inmn’es Ellipsoid odor ein Hyperboloid dar. Petrachton 
wir (hm Puidct p mit (Um C'oordinate.n x, « als gegebem, ho ist 
(2) (um^ e.nbiHe.lu' (Uoielmng fiir A., mid di(i8e hat danu iiucl niir 
dann eiu(^ j)ositive Wurzel, wenn ip s ein iluHS(iror Punkt 
zu der Eliielm (1) ist. Dioso jxisitivt', Wurzel, die wir binfort 
untim X verstidien wollen, ist dann vermbge (2) oinc Eunetion 
von X, IP s, W(mil der Punkt p auf die gegebeno EUloho riickt, 
so goht X in Null iibcu’. 


b Die wiibitigHlen Ablnuicllungen iibor dicHCiu (b'genfiiuiitl siml i 
OHf.walil’H (d'luHHikern ihsr exaoton WiflHoriHcliafton", Nr. 19, zuHUTnnuui 




256 


Zwolfter Absclinitt. 


107. 


Wir beweisen nun, dass, wenn q die constante Dichtiglceit 
im Inneren des Ellipsoids bedeutet, die Function 


(3J F, = :r4,J(l- 

0 

fiir einen inneren Punkt, 

CO 

(4) F.= ®pJ(^l- 

i 


aj2 jp 

^2 \ ds 

a2 -{- s 02 _j_ 

C2 ^sJU 


a;2 

^2 N 

ds 

a2 -}- S 02 s 

C2-1- s; 

' D’ 


fiir einen iiusseren Punkt, wenn D die Bedeutung hat 


den charakteristischen Bedingungen §. 105, 1., 2., 3., 4. geniigt. 
Um dies naclizuweisen, bilden wir zunachst die Ableitung nach x\ 


< 6 ) 


dVi 

dSG 

d Vg 
dx 


= 2jrp 


= — 27CQ 


] s D' 

0 

r X ds 

J a2“+"s ID ’ 


wobei zu bemerken isl, dass F„ auch in Bezug auf die untere 
Grenze I differentiirt werden muss, dass aber das hiervon her- 
riihrende Glied wegen der Gleichimg (2) wegfallt. Wenn der 
Punkt p an die Oberflache riickt, so wird A = 0 und es wird 
Va = Vi und d Vai'dx = 0 Vi/dx. Ebenso sind an alien anderen 
Stellen V und dV/dx stetige Functionen von p. Demnach geniigt 
unsere Annabme den Bedingungen 3. 

1st a die kleinste, & die grosste unter den Halbaxen des 
Ellipsoids, und 

02^ 

so ist nacli (2) 

(7) a2 -j- A < r2 < 02 _|_ 

und folglicli wird A mit r zugleich unendlicli; ausserdem ist 


abc 


und wenn s > A ist 
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0 C 1 — 
Daraus folgt 


a^-\- s 


_ 

s c2 -j- s 


ya •< Q^abc 






els _ ‘iTcahc 


imd da z dem absoluten Werthe nacli kleiner als r ist, so ist 
dem absolute!! Werthe nach 


dv r 


ds 


- s)% 


4je ahCQr^ 

3 y(a2 -|- a)3’ 


und mit Riicksiclit auf (7) 

( 8 ) 


O dVa 

-- 


<^a5c() /• 


a2 -f A 


was fiir A = oo endlicti bleibt. Da man hierin x mit y und mit 
vertauschen kaim, so ist auch die Bedingimg 4 befriedigt, und 
weil bier keine Flachen 6 vorhanden sind, so bleibt nur noch 
die Dilferentialgleicbung in 1., §. 105, naclizuweisen. 

Zii diesem Zweeke bilden wir aus (6) 


d^Vi _ ^ (■ ds 

3^2 — J (a2+7)i)’ 

0 

woraus 


^ F.. = - 2 . , J II + ^,77. 

0 

Es ist aber 


( 9 ) 

also 

( 10 ) 


cZlogjy _ 1/1 , 1 I 1 \ 

~Js " 2 \a^ -j- s c2“-|- s/’ 

ZjVi — — 4-7tQ ^ —— 4: 7CQ. 


Fiir einen iiusseren Punkt erlialten wir, wenn wir den Werth 
von JJ fiir s = A mit JDi bezeichnen: 


/m 8^ Vn _ n f , 2 7CQX dI 

~~ j (a2 +7) i) (a 24 - 1 ) n, dX 

und daraus, wenn man die entspreebeuden Ausdriicke fiir die 
Differentiation nacb y und ^ bildet: 

Kiomann-Wober, I’arliollo Difrurcntialgloieliuugon. yj 
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I "27CQ /_ y ^ ^ 

Bi \a^I dx ' h'^-\-l dy ' I dzy 
darin lasst sich das Integral mit Hiilfe der Formel (9) ausfiihren, 
imd man erhalt: 

/ a; 8A y 8^ , * dl \ 

^ D, \a;^ + l‘dx^ l-^ + l-dy^^^Tz ^ )' 

Andererseits ergiebt sich durch Differentiation der die Func¬ 
tion I definirenden Gleichung (2): 

2x _r x’^ , 0"^ Id I X 

a2 -|-A ~ L(tt2_|_A)2 T- (c2-|-A)2j dx 

ns'i _r I y^ I IdX y 

'■ ^ I ~ [(^2 _|_"T- (^2 "T ('gs_j_ x)2j dy 62 A’ 

20 _ r x^ I I 1 ^ 

C2 -f A L(a2 -f A)2 "I" (62'-(- A)2 "T" (c2 -f yl)2j g ^ -|- ;i' 

woraus, wenn man mit den rechts stehenden Factoren multi- 
plicirt, addirt, imd einen gemeinschaftlichen Factor abwirft: 

n ^ _J_ ___ 1_. ^ _L ^ _ 9 

und biernach erhalt man aus (12) 

(15) ZfVa = 0. 

Damit ist nachgewiesen, dass die durch (3) und (4) gegebene 
Function Vi imd Va die charakteristischen Eigenschaften des 
Potentials hat, und dass sie also das Potential eines homogenen 
dreiaxigen Ellipsoides wirldich darstellt. 


§. 108. 

Ellipsoidische Schale. 

Nachdem das Potential eines homogenen Ellipsoides gefunden 
ist, konnen wir leicht das Potential einer von zwei Ellipsoiden 
begrenzten Schale bcrechnen. Man hat nur das Potential des 
inneren Ellipsoides von dem des ausseren abzuziehen. 

Wir betrachten hier den besonderen Fall, dass- die beiden 
Ellipsoide ahnlich und ahnlich gelegen sind, und es mogen, 





V?. lOH, 


KllipHoidificlio Sohalo. 


259 


weiiii a% ly\ <;- dio Quadruto dor Ilall)axcii des iiinereii Ellipsoidos 
sliul, dio dt'H iiussoron unit 

«;•* (L (V), b{ — 6'-! (1 -I - (V), c- = c'^ (1 d') 

l)('/.('i('luiot Koiii. Ijusbou wii’’ dami (V iiiunullic.h klcin wordoii, so 
(irli!ili('u wir (uiio FliloUcnbologini”', dio a.bcr nitdib iibcr dio 
^a]i/,(‘ Oborlbiolio ooiistaut, soiidoni iiiit dom unoiidlich kloinen 
Nornudabstaud dor bt'idon Flilcluni proportional ist. Wir bo- 
zoio.hiioii, wio l)oi dor Kugolsoluilo, luit Fj das Potential fiir 
oinon Piinkt iiu noldraiiin, mit V.^ fiir oiiuni Pimkt /Aviaclien 
boidun Fliudnui, und init F3 fiir oinon ausaoren Fiinkt. Wir 
wolbni nur nnd f', gcniauor botraebton, da dio Pnnkto dor 
Sobab'. solbnt fiir don (Jronzfiill obno Intorossc sind. Wird das 
Pot(!niial fiir das ininu'o Fllipsuid init F, fiir daa iiussoro mit 
F' bozoicbmd, so ist, 

( 4 ) p\ r., r-- f,. 

Wir Inibon nun naob §. 107 (3) 

jtn lY l —• 

uH'-l N "FMl l (V) + .s;7/’ 

W(nin Jy ans 1 ) borvorffobt dumb dio Vorl;auH(‘.hiin{^ von a, 0 
mil, /n, r,. W('nn nia.n dariu a — (1 ^1- (V) s' witzt, und da,nn 
(bui Ac.otnit bt'i s' wiodor \v(!^liiHHt, ho komnd. 


(5) F;r~jr(j 
und folglicli 

i^) 


..j.. 


\ (Is 
I ■ sj 77 


Fi -jj, 


worauH (biH niorkwiirdigo UoHiillai Mgt, dasH dan Potential 
Fi von a', ;//,£? unabbilngig ini 

Um m bildc.n, liabon wir dio Formed 107 (4) anzu- 
W(‘nden. In doin Aundriudc fiir ist dio untorc (h’(ui/,c I' dio 
poBilivo Wur/.ol dor (iloicdiimg 

! A' 'I' //•*(! -I I A' I 

und womi wir uIho bier aiudi .s* rr: (1 ~\ 8) s' Hotxen, so wird 
fiir s' dii‘ uutoro (Jronxo I" r~~ A'/(l ■“!' cl), und I" ist dio posi- 

17* 
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11IH. 


tivo Wiirzel tier (llrioliuiig 

aF , 


1 ■ (V 

a'^ j A" ' /F ■ 1 • A'' 

' ! A" 


Ks ist (lanii 

,,, r /, 1 ^ 

.'/■ 

»: ‘ \ ds 

FH -' „= 1 

A-’ ; S 

r" . J /) 

1111(1 folglioh ^ 



( 7 ) r,f (i -^ 

IJ-i 

Ir : .s- . 

■ fn 


Wir l.'isHou ittii zitr Klfu'hcuht'lri'ung tili.T/,iif.^ch(-ii, 

uiu'udlic.h 1(1(3111 uiid uiuMullich wtn’ticn, jftUu'h mi, iI-ihh 

(i(V omon oii(lli(’.lu’ii Wcrth lichiilt. Danit winl in clrni Ausilniok 

(7) (lor oi’Hto 'I'licil iiiH'iullicli klciu, wfil uifht utir dir Indilrji 
(Jriinzon zuKiuiniKiurallcu, sinuirrii aurli unrli din- Idllrrmtial- 
([UolioiiL luu'.h X” ITir () ■ ■ i) vi'raclnvindrl [wr.'frn drr <tlrirhuijr 
§. 107 (2)1 luul OH (!rgi(dit sirh 

(8) I 

wilhroiid dor Aiisdriirk (6) fur Fj uurh tur drn Fall fdnr?, vrr- 
Holiwindi'iulou ('> ntic.li Man hirhl, ilann dir Kuarfinnru ]\ 

uiiil I', an (lor ()li<U’(lii(dio strtii^ in (diiaiidrr ulirifjrhni. 

Dio Flilohoiidii’hUgkrit. i kiiiinoii wir mtH.-drr lu drr tdam 
nngodoiitotcn Widsi* gooinrtrisrli lirnfimiuru, odrr anrfj nurli drr 
Fonnol 101 (FJ) 


Ziolioii wir diiroli tli(* Flaidu* d("i Flliirjuidr-j uu FuukO* 
ai, //, oiiio Noriiialo v, iinrji nuN^irii jaratu, nn j»it 1 F,, 

also roust,ant. imd (rF ro) o. Fmirr F’ F, uud dalirr 


Bildrii wir dirsiui Aundnirk uarh «lrr Forujrl i^i. in <!rr 
naoh dor DiH'orriiliutitm A o, uIm! /) i /a .rt/rii isl. w»>il 
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tlor I)incr{'ntiaLiuoiiont iiir ciiuni Puiikt dcr Obertliiclio zu nclnu('u 
ist, so folf^t; 

^ ‘()l , , , 0A . '1 

( 0 ) ,• I ^ c-os .^) ™ oos(v, n) + ~ cos (■)/, S’) |. 

Rs 1st i\})L'.v nacli bekanntoii Forinolu dor analytiscliGu (leo- 
inol.ik' 


cos(v, //) - - <‘,os(i-, .:) 

^ l/f: ..L £ 

^ Y (lA ' /rt ' 


, a: 

cos(7', .x) ~ — 

woriu zur AbkiirzuniJ 

( 10 ) 


^n)H(dzli ist, uiid os isl; dnhor luich §. 107 (M) 

()A . , I'dA . . ()X f . 

cos (v, .r) I ^--^-co.s(7-, y/)-|~^cus(7/, S’): 

uiid die Fliudioudiclitigktdt nacli ( 0 ) 

.U, .-%■ 


0^7/;’ 




In don Seboibdu dcs Fdli])soid(^s wird z. B. di('. I)ic.Uti{j;koit 

o (V «(V , <) d 

-j- a, 

l)(>r Woi’ih von q ti lii.sst sicli (dufn.c.b (lurch di(', {jf('.sannuto 
in dor (dlipsoidischon Sc.luib'. ('nilndUnio Masse*, di (hirsiolbiu. Ks 
isl uilinlic.h di(( Masse dcs iniueron Mllipsoidtis 

4 TT. , 
ahcQ 

nnd di(( d('s ii.ussi'.ron 


ahcQ yi 1 (V 
fiir oin nncndlic.h kloiin's d. 


und daraiiH 


III ■ 


f ' 


■ ‘y^i 1 ^cq(^[ 1 I 

F(djJ!;lic'.li isl die Masse, dor Schalo 
2 7t (I h a Q () 

m 

4 Jt a d f! i) 







Dreizi'linl('r Ahsclnt it t. 

K u g e 1 f u. n 0 t i o n 0 n. 


loti. 

Dio («rciOii’Ho.lio ImiuoI ion liir Kugfl. 

Wir liiiboii in 1)7 ciin- (1 ri'cu'Hrlu* l‘‘unftiun (I als oiio* 
Function von zwoi I’unkton /), <1 ini Imiort-u t-inos iHH'n'u/.tt'n 
RnumoH r (lollniri, ilio, nh Funo.tion von iirtrarhtct, iuiiffhalli 
r (lor Diirorontialgloiohuufi: 

( 1 ) «' 

goniigt, imd an dor Oborlluoln' O dos UauiuoN r \ .•r-.ohwiiidot; 
ansaordom din Funo.tiou (r ’ I (/<*/) dio Hut- 

i’ornnng dm' bfidrn I'unkto ji 
nnd (/ ist, ti'di 4 ihrmi Aldoi" 
tiingon in r ?4'‘tig '.cin, 

Wrnn dii* 1 1 rI*t‘u’aido* i' uuo- 
tiiin liokanid. w.ar. 'so luiunifn 
wir. wir* wir ha!»fu, slio 

Didr'rmitiali'h'ifhuiu!, , / T ■ ii 
liir th'H Uatim r untor tlm* Vor- 
aUhMt'i/JUi;.'; tlu-n dio Funo- 

tirni I an dor tiln-illuoho (/'mn 
r litdtt'ln$,j |.^«a.'idi«-ii war. Wir 
wadlini nun die Kunolion (t fiir dmi Fall }»»•■.I«mu« n, da'o. ilor 
lluuni t duroh (diu^ Kngrdlliioln' md dom Uatlin . r l»oi^rou/l ini, 
Dji'/,u i’iilirl oino hoIu* oinljudn* rdmtinil.u radio Do. 

traodiiung, wcnin wir uiih damn (*rinn<*rn, da-.^ i.arfi in: tft-r 
rooijirokn Worth irgontl /woior Funki'* :tU 1 nia’laoi ti«*. mnoii 
von ihnon imnn'r dor Dilh'ronfialgloirdatio,,? ./I o ^'<-fjs}oi. 


FiK. -17. 











no. 


Blist i111 111 un ji? I'iiu's in liiiuir Kufrol. 


Kh soi p I'in Puukfc iunorlinlh dcr Kiigol, im Abstand r voiu 
IvugolmiiUdpimkt. Zii jiukmi runkti'. p kaini man eiiuin bc- 
Ktimiuiou zuf^iililiri'fi'n iiussi'rtm Punkt, p' liiulon, dor auf dem- 
solboii UadiuH in dor Kid.t’ornunp; r' vom MiiUdpunkto liegt, nnd so, 
duHs 0 dio. miit.loro. ProporLionalo. zwiKolum r und r' ist, dass also 
( 2 ) ™ 

DioKor 1 ‘nnkt p' lioisst di'r harmonisoho Pol von p. Man 
kann ilin lo.irhi ans dom Saizo, ooiistruiro.n, dass p in dor Kbono 
dos Kroisos Piogt, in dom dor von p' auskinriaub'. I'angcnton- 
k('g(d dio, Kugo.l horiilirt. Diu’ Punkt 7 miigo aaif oinom Radius, 
dm* mil r (Uni Winkol y bildot, in dm* Pinllbriuutg q voiu Mittol- 
piuikio liogmi, Riio.kl, dor Ibiukt q auf do.msolbon Radius I'ort- 
sohroiUnid auf dio Kugo.llliloho mio-h r/,,, so wordon dio boidon 
Dnnooko uud (op'r/o) oiiuuidor iilmlio.li; doim sic liabcn 

diuisollion Witdcol f, und (ts ist w(*gon (2) 

(ap) : (nq,,) • ■ (or/,,) : {op'), 

Ilioraus (’olgi also auch 

(p'Vii) : ip(k) i<><k) ■ (op) — : r, 

also 

1 _ « 
ipfh) r{p'q,)' 

Wouii 7 variabol isl, uud )> uud rolglioh auch ))' fost, so bloibt 
r ungiuludori, uud nvouu wir diihor 

/t 1 1 

^ ' ' r (// 7) {p 7) 

s('t/,(‘u, Hu bloibt dioKo Function, da p' oin ilusHoror, 7 cin iiinorcr 
Punkt iHt, im Inuorou dor Kugol mit AuHiuibmo dos Pimkfcos ]> 
oudlioh und stotig, und sit^ bat wogo.u (B) alio charaktenuHtischon 
Kigonsobanou dor (1 roou’sidiou Fuuctiou. 

Dorsidbo Ausdruck giobt uuh iuich dio (Iroon’scbo Function 
fiir don AuHKonraum dor Kugol, wo.un p uiul 7 iluHsoro Punkto 
siud uud // im Inuoriui iiogt. 


110. 

Hostimmung (duos Potoutials in oincr Kugol boi 
g(‘gobou on Obt'rflao.bon worth on. 

Dio jotzt bosUniuito OrctupHclio Function woudon wir nun 
zur Lti.sung dor Aufgalm <an, cine Function )' zu bostimmou, dio 
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im Imiorii dt'r Iviiijid luit ihri'U ncrivirti'U ist uiul U(‘r 

DifrcroiitialgU'ichunii!:. / J’r-• 0 gcMui^d. uiul ilii'. an dt'r OluMiliicho 
in eini'. dort f^t'gt'la'iu', OrtHrunrlitni iihfrr:i‘ht. Dit'st' Aurrjahc, 
wil'd jt'tzt galtist, {lurch die Kornicl ij. 67 (2), in tier wir liir (I 
die Kuiiclinii (4) dcs vorifin'U rara.unil'ln'U uiul fur r dii' Istit- 
fcruuiig dt'r I’liuktit /), i/ /ai Hcl/t'u IkiIh-u. lic/.ficlnu'u wir mil, 
() (Icn Ahstand dcs Ihmkl.cs {/ vtuu Kn.t^clmiliflpunktc, so fiilU, 
die iiar.h iniion jj:orichtotu Nuriuah^ n tail tier lvifhtun!>: tier ah- 
lu'.liinoudcii {) zuBaiuinou, uiid tlii' auf^t'lVdu'lf Koriucl [d<‘l>t 


J f i> Id’ id'7* < d 7) 1 

Darin ist do cin Obt'.rlliirlu’nclcnu'ut tier Kurffl, und 0 ist 
dor Wcrlh dit'.scr Kiiiiciioii in eiiicm I’uaklt' dicM's Klcmeuti's. 


In doin nar.h q dilli’rouliirtcii 
tiatiou Q -- (' /ai sctzt'.n. 

Kh ist ahe.r, wtutu dcr ^Yil 
zcir.hnct wird, 


Ausdnu'k i-^i iiach tier Dillert' 


'<>i> U id'7) (d 7)1 '* )d' 7D fd 71 

(bdicn wir mit dicsern Ausdnu’k an liif nln'rlliiclu*, sti wird 

^ — 6' und {)>'<{) ” y (d7) 1^- (‘i*!' 

Ausdrur.k (d) wcgi'H rr' ■ - r" I'rgiidif 

1 I r" ^ , ,1 r - r ■ 

(d7)'’ 1/’” ' '1 cl/i./d 

Dcimuicli folgt HUH (1) 


odor, wuuii wir zur i'crciufmdiutu^ 


Man sioht cs tUcsc.in Ausilrut’k ideht niif »l*-n rr>.s.*ij I’djrk 
an, dans, wonu p auf Hcincni Uudius in don nbriiliudu-inainkt }>„ 








110. 


lU'Hiiinmanciiuis I’nin oiner K 


2 G 5 


Ufrel. 

riu'.kl, !'j, ill'll ^Yt'rtll 0o anuiiiimt, (Ion O in (loin Piinkto luit. 
Donn os hat dor Ausdruok don I'iir r r--. 1 Yorsohwindcndon l'’a,o- 
tnr 1 /•", wiilirond andcrorsoits d:is Intoffral fur r — 1 nn- 

ondlioli wird. 

Uni dioson Pitnkl a,ulV,ukl:irou, lo.}i;on wir dio Axe oinos 
Pidari'oordinaiousysU'.niH a,uf dor Kiigollliioln'. dnroh don Punkt 
HO (lass dor Nordpol wird. Us ist; dann y das Complomcnt 
dor |j;oo{i;rapldsolion Proiio, und wonu f dio jjjoo^ra.pliisolio rdingo 
ist, .so wird 

do r-™. sin ydyd ij‘. 

Dor Ausdruok (5) orf^^iolii dann 


(()) r - (1 — r-\) j d f j 0 

wir sol,/.on 


sin y(/ y 
lir oos}' ■ [•■ 


( 7 ) 



so (lass (d oino Uunotion von y alli'in ist, dio das aritluni'.tisolio 
Miiiol dor Wortho von <P a.ut oiuom Parallelkroi.s ist. Dann 
wird ((I) 


(' 8 ) 


M sin yd y 

y I -—2 r oos y ' 1 ■ r- 


Um don (Jron/worUi diosos Ausdruoks i’iir r - I /u or- 
ndtloln, noluuon wir oinon bolio.bigon Winked ?/ /wisolion 0 und jc 
und Hot/on 


{!> 


1 r* I (d sin y 

2 J y 1 o y , j .fi 


I »— r'"' r f'tlHinye/y 

2 J y I _ 2r rosy -f- r^*'’ 

'I 

und hior vorsohwindi't mm dor /wi'iio Tlieil fiir r I, woil dio 
Kunction I —■ 2r I’osy - f- r'^ fiir r r— 1 uiid ^ y jr niolit 

vorsohwindot. Ks handolt sio.h dalii'r nnr uoi'.h uni dio Doatim- 
inimK dos Urtm/wi'rUies di's orsion Thoiloa. Ist alior («)o oin 
Mitiolworlh dor l‘'uiu'.tiou (d in doiu Intorvall 0 ^ y ^ i/, so ist 
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1' r i' i/,i! li II t V V Alimih u i I (. 


ij. in. 


iiacli clem Mittchvi'rUisalz 


( 10 ) 


]/ 1 -- 2r cos 5 ' - }- n-i-’ 


r sin ]'//}• 

' j ] 1 2r cusj' I 


iiiul c.s isl; (las unbcstiiumU'. lutc^i^ral 

r 8iny(/y _ 1 1 

J ]/ \ ■— ^rv.OHf -j" f"'' I i 2 r cos y ( r-' 

scitzen wir also die (In'iizcn (‘.in, so winl das hdtairal (lo) 

i («) ( ‘ ' y 

r ’ \1 ~ r I 1 ..... 2rcos^/ i r-^ 

Woiiii wir also die (llic.dcn*, die fur r I verscliwindm, weg- 
lasseii, so ergieht si oh aus (!>} 


r„ 


1 ! r 


was fiir r ! in W(, iihtu'gelii. Ha nun uIhu* j/ ladichig klciu 
angc.iionimcui w('rd(m kann, so ist, wcuigslfus wenn W fiir y n 
als stotig vorausgcHcdz/ wird, iiichtH undercs nls dcr Worth 
von im Punkto mid aus (7) gcht horvor, das.s, wtuni ^ 
ini Punkto Ktotig in cinca hcstimuifiui Wcrtli </»,. iihcrgchl, 
0Q =“ ist. Das war die Kurderuag, dcr die Faactinu I], g('- 
niigon sollh', Unscro AnalyHo gii'ht uas aher aoch etwHH WtalercH: 
sio Z(‘igt, dass, wean di(i iMiaciion 0 im thuikte ji„ aield. siatig 
in ('.inen he.stimiate.a Wertli iilmrgehf, wean also ijir (Irenzwm'th 
ahluuigig ist von desr IticliLaug, in dtu* ama ia dea I’unkt ;j„ hin- 
(‘.ingeht, daaa die Kuactioa I',, auf dcai aueh /c, tiihreialea Iladtus 
in don Mittal worth allor am herum sf a t f fi n d e u d eui 
Functionsworth(‘ 0 iihergeht. 


111. 

Pa to a tin I iai ,V UMscni ra uia (‘iuer Kngel. 

Man kuna auf deuiscdhen Wage die la'lsuag d(‘r Uleirluuig 
y/I ™ 0 linden iilr dea Aussearauai eiiier Kagel, wean die 
Wortho von F auf der Ohertliiohe gegehea siad. uad aoch die 
Iksdingung hiaznkoniad, dass j iai 1 aeadliida-a \erMelnviadea 
soil Man golangt. ziir Lhsung diesor Auigahe aher aindi eln- 











§• 111 . 


I’cili'iitial i 


A riKHciiraum o. iiior Kugcl. 


laohcr (lurch Ikumtziiuf^^ ciucs all->:('nuuueii SiitzG«, der aiuih filr 
manc.lu', aiuion' Auw(\u(luufj:('u uiit/.lic.h ist, uiid der sich uiiiuittel- 
]>ar aus ('iiuu* bcsoudcrcui Form dor Dinorcaitialgloichuna 


:il)h'ii('U litsHt. \Yoim wir iiiiinlic.h don Ausdruck J F nacli 1^. 42 
(11) auf Folarc.oordiitaU'.u h'l 9' Umnsforminm mul 
( 1 ) ] r r logr — X 

.s(‘tz('i), Ho orhiill di(! (iloitdiuu[>: ./)' 0 di(^ Form 


(.) I 

dA- 4 sm i)‘ ’ 

utid dioHo (lUuo-hiing hloiht ungoiliidorl., wonn A.in -—A odor, 
wn.s dn.ss('ll)«! i.st, r in 1/r vorwaiuhdt wird. 

Siaii 1/r kaun man aiicli r'^/r .sofcztm, wcnu a (uno bolicdugni 
Fonsiantti ist. 

Wonn al.so 

(.-!) r ™ P\r, 'IF -4}) 

(due Fiisutig der (Jh‘.i(;hung r0 ist, ho o.r- 
lialt man darn.u.s (diui zwoito, 


('ll 

and wc'iin die (umto dio.sc^r 1*'unol;ionou .fiir r .™ 0 
(Uidlich l)lni!)i, ko wird die zweito fiir r ™ 

VO rHchwin dead Iclo.in. 


Wir linlion olmn xw(U Funkhi, dies auf (hmiRelbon Radiii.s 
voetor liogon and vom Nnllpunkt di(' AbHtilnde r and (fi/r liaboii, 
liarmoniHche Pole in He/.ng a.uf die Kuged luit (hnn Uadius a go- 
uiinui. Liissi man je.dtm I’uuki scdiiem harinoiiiBcdiuu Polo, ont- 
Hiireohon, ho (Mdiiilt. man (dm'- Abbildiing (Ush PauniOK auf sioli 
HolliHl, Ixu de.r dom Innoron d(ir Kugel dan AouKHcnn'. (mtHjn’ic.ht 
and umgcdndirt. Man lumni dicH die Abbilduug durcdi reei- 
prok('. liadicuu Wo.udo.t man di(m Vhn’fahnm auf di(i F()rm(d(4) 
d(‘H vorigou Paragniphc.n an, ho ('rliilll; man eine Function 


worin do oin Fdomoni d('r Kugollliicdn^ mil. (hmi UadiuH c, 
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ntor AliBch n it t. 


112 . 



r (lor Abstiuul dos I’uuklo.s vt)iu Kng(dnult{>l}innld, }* di'r Winkcl 
zwiscUon do.ii lliulionYt'dioron naoh p imd nao.h do und ciiK* 
an (ler Kug(',l(l;ioh('. willkiirlio.h gc^gahoiio kuno.tiou HicHc'I muio- 
ti(ni als Funo.lion von p bcirao.ldol,, gi'iiiigt, di-r Idll'on'ulial- 
glciiihung .IV • 0, ist iiu gaii/ou Aussrnraiim (b*r Kugrl t>ntl- 
and stcd.ig und im lhi('iulli('.bon vtnsi'hwindmd kb'iii uud 
uiiuiut au d(U' Olu'.rlliudu'. (b'r Kug{'l don Wurth </> an, wobta 
in Unsto.tigkoitsHttdlon (hu' Fnuo.tinn (k <l('r(iron/.wi'rtb iVirr -'u 
nach d(',r VorHcbrift don b't/dou karagrapbon zu ddinlron int. 


112 . 

I)i(^ (^infao.hon Kiig^'ll’n ind ioiu'ii. 


Wcniii man dit', b’uno.lian )' I’iir ('imm iiinurou 1‘nnki, die in 
§. 110 (r») diiro.h ('in Intogral ilbi'r dit' Kugt'bda'rtliichf dur- 
gtistidlt isl;, in (dm'. Hcdlio mudi .stt'igcinb'n I’nionzi'u vnn r unt" 
wi(d\('ln will, iiHt; os zuniioksl. (n'l'tirdorlic.b, diu tlrdsM* 


( 1 ) 


1 

] 1 - 2 }• cos}' i 


uax'k Ht(iigondo.n koU'iizt'H von r zu oidwiokoln, was gf-stattci isl, 
HO lang('. r 1 ist Wir sotzi'n dil'Mt Mnlwinkclung init un- 
bostimmtou (loidllom'nh'n in dor Form an: 


(2) :H -- P, } rl\ ; I 

/W 


Iliorin Bind (li(5 (luiillicmnilt'ii odor /ki(o<!Np} guuz.t* ratio- 
nalo k uno.iioium von uosj', auf dt-ron BiblungsgfHftz, wir zuriiok- 
koinin('n, Si(‘ wa'rdou Kng(‘lfuno.tiou('n und zwar /*„ (oosp) 
dio Kug('.lfuu('.(.ion Ordniiug gi'nunnt, 

/urn lJnt('rso.bi('d(' von dt'u gluioh zu orwiihtu'udi'n idl- 
g(!inoin(m Kugtdlunotioiu'n boisHt'n sii* nuoii oinfaodu* Kugol- 
funoddonon. 

Uin biorauH die I'mlwioktdung vou I* ‘»(»lbat zu nrhultt'u, 
bildcni wir znniiohsi uuk (1) und (2) duroh IliUVrcutiatiou unoh r: 


2 r('osj' ; 
[ 1 —“ 2 r ('OH }' 


2 II r" P„ (ooH p), 









tj. 112. 


nil' ('inTill'.Ill'll K u}j;'olfuuctioutin. 
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mini (lariuis diirt'.h Addition von Jl 

lliornach I'riLfii'bi sioh inii’h §. 110 (5) 

(>■!) >■/. V; C^n I l)r" j 0,/\.(i',()sj-)dn. 

Hii'i’in Ix'dCuiiot, uni {lur;iu m I'rinimrn, don Abstaiul de.s 
PunkicH j) vom KufJSiidnutUdpunkIn n, ij ('.inon Punkt doa Klo- 
incnU^s (In di'r Ku{.^idll:i,('.lu', y don Winkol (p o q) mid den 
Worth tlor Fimctiun (1> ini Puukic tp 

Zur Voroinraoluin.Li,' di's Auadruo.kH wollon wir rcstsoteoii, dasa 
in oiiu'in Punkio f/, in dom <l> miHt.etig ist, untor dor im 
110 di'linirio Mitlohvi'rih nllor mu q statUindondcn VVortlie 
von 7.11 vorsii'hon soi. 

Wcnn wir doii Punkt p a.uf dom Radius r in die Kiigol- 
lliicho liiuoinrih’kon Ins.scui, ho gold'., wio wir gOHO.hon haboii, dio 
durob 110(5) lU'linirto Puiudiou P,, in itbor. Macdion wir 
douHtilbcn (Iroiizilborgaiig ;inf dor ro.oliii'ii Soito von (0), so I’olgfc 

(4) 'Ud),, 1 1) I <A//\ifoosy)(/o. 

U 0 ‘ 

Dio Uiobtigkoit dioso.r Kornu'l wiirdo a,us dom Abcl’schon 
Sat7o (^. 25) Iblgmi, woiin tlio. (lonvo.rgo.ir/ dor Roiho roststiindc. 
Dioso ist unior gowissou, sebr allgomoinon Voraussot/ungon ilbor 
di(^ Fuuotiou < 1 * von Diriohlot bowiosou D- I'Tir dio Anwondung 
aid dii' Iniogratiim dor partiollon DilTorontialglciolnmgoji dor 
laaiboiualisolton Physik goniigt abo.r dio durob dio Botracbtmigoii 
dos 110 bowioso.no Fornvol 

tr>) • bin ^ (2n | l)r'‘ <l>,j Pn(Q()Hf)((o^ 

woboi OH aiif dio. (kmvorgoir/, ib'r Poibo an dor (Iron/.o r • ■ 1 
nio.bt woitor ankummt. 


') Idri.-lil.'t’M Worko, Oil. b, S. 2 h;!. 
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1) vi' izo. h ntoi' A l>s(! h n i 11. 




Dio .‘illj^^oiuoiiion Kn.uti'lfunol ioin'ii. 


Di(i Coiinicioiitoii (l('.r iMilAvioki'lnufj; (4) dor I'luiotioii 1'^,, 
jilsu (lie, Fuuctionon 

(1) ~ ^ ”.i jl ' I 

hoisscni die Jillgotneiiuni KugiD funotioiKUi. I'is siud Fnno- 
tioneii dor Goordinatoii oiiu's I’uiiktos auf ilor Kiidioitskugtd, 
Dilmliok dos Ikmktos, in doin dor Radius r dioso Kugcdiliiohou 
trifft. 

Woim wir dor Kmfaohludi wogtui Jotx.t don Index p wfg. 
lasseii, so orgiobt sioli aus Ii2 (.’!) 

( 2 ) r r- - V 

lJn\ dio Rildiuig von doutlio.hor m idiot'Hohon, Itdiron 
wir Rolarcoordinaiou nut ludiobigi'm I'»d nnd Anfangsmoritlian 
Kig. 4H. oin. 1st i> d('r Robdisluiul mul tp dio googra|ilusoho 

A Lilngc'., HO Htn'on r, r/*, k die Rolarotujrdinaton do.s 

/ \ Punktos p und I, tp', it' dio von ip Niioh tuner 

Formol dor spliiiriHohou 'rrigonomtdrio ist 

\ (3) OOH OOS b eoH 0' ; siu 0 aiu d't'fiH {<} 

'*‘^1 ! (4) ((» - t[‘ cp'. 

\ y Formu’ 

\ / do ' sill d'd IR d t;>' 

l> und folglioh 


d (p‘ 0 (P', (p'} /*„ (o« 


Da ik, win solion orwillmt, oino gauze raiiuindt^ Furiotion 
von cosy ist, so wird imob CD oino gan/.t' rutionale Funotion 
von oosd, Hill'it- cos (p, sin d sin (/■. Von tier willkiirlioheii IDinolitm 
0 bilngoii in nur die Coc'flieiontt'n diosor k’niiolion. also luno 
gowisso Anzald willkiirliobor ('onstanton a!u 

Dio durodi die Formol (2) ausgodruokfo Fumdion F gonih't 












§. 113 . 


T)ic allgoinci 


KugeU'unctionciii. 
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(lor DilTerc'iitialgloicliung .:J I" r-: o, und wenn Avir ^ T luicli 
§.•.1-2 (11) iiuf L’olarcoordiiuitc'.n transforniireii, so orlialtcn wir 
fiir y (lit', DiUVrimtialgloiohuiig; 


'' ■ sill'll lr)l)' siii'i) - d 

Botzoii wir liici’in il(',ii Aiisdruc.k (2) uud sctzeii in der so 
t'ntKtolit'udon Mniwickttluiig dio (3ocflicionti',ii dor eiiizolneu Po¬ 
tt*,nzt'.n vt)n r gloicli Null, so orgicbt sich fiir '37 h) die j^artiollo 
Dillurt'.ntialgloiciliuiig: 


^ ' Sin ' sm-f)'- f)q3^ ' \ \ j 

otlor, wonn man fiir a)' die Variablo x r— cos'll tniifUlirt: 

\) Yin) 


Da dio l‘'iiiu‘,iit)n /»*, r--(1 — 'ircosy l r-) “ als Function 
von r, 'll, (jp glt'iclifiills tlt',r DinbroniialgUntdnmg . iJi ■— 0 goniigt, 
,s{) t'rhiill man fiir dio Kntwiolvtduiigso.oi'nicitmit'.n tliostu’ Fuiuiion, 
(1. li. fiir dio Fmictit)n(Mi /'j,foos >'), tlit'sollm DincrontiiilgU'itduing: 

an ■ - 

■ ' ,m: 1 (cos 5 ') 

‘ f).r ’ I x'^ 

" I n (n • 1 • I) Pn (coa y) — 0. 

Sol.zt man tlarin ff' — 0, ho wird ctis^' =r: cos-O' — x und 
J\i(ooKyj golit in dio. Function ,/*„ (x’) Ulxtr, dio von cp unab- 
liilngig ist. Di(^ DiUbroniialgloicbung (Oj bloibt abor auch dann 
nooh riobtig und gitdil oim*, liinuiro DilTorontialgloichung ^^woitor 
Drdnung fiir /A(x) 


h n(n -I- - 
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I) r i‘. ic h ii I e r A It h c h ti i (( . 


§• IM. 


Da,rstcllung dor oiiiruoditiii Ku^n'Uunctadiioii. 

Am oinlaclistou erliiili man don Ausdriiok liir dlo Kui^i* 
runctioncii /7„ wonn man in 


^ yi .‘Jronsj' f I" 

don biuomiHclmn Tjolirsatz anwondot. Naoh diost'in Sal'/.f isl 
iiamlicli 

•“V 1 ,1.:! , l.d.ii , . 

(2) (1 - a) ■ -- I I , « 1 1,1 

wofiir aiicli gOHotet wordon kann 

o» 0 -^') ’-i 

h » ' 

Wir sotzon jo.t/.l in (1) o.n.sf ■ a' uml in (dj 
a 2r.r - r- 


dann wird 

(4) ^ >) > 2 ’'^ HI {I,I min II {h In 

h 0 k it 

imd urn di(', Funolinnon /"„ zn timloii, lint man dio.nu Amalruok 
nacjli Htoigondoii Ikitonzmi vtm r zu (ti'diimi. Wir h«‘t/cn 
h ! h -- H. h /.' n 2L\ 
mid lialnm I'itr oin I’oHlgohaltom'S n iiir k alio ilor ll«-di!t*'nng 


(4) li ^ V ( - 


goniigoiuUm ganzon Zalilon zu aot/fii. Uaun crondtl ’.ndi nu*ct) 


und auK 112 (2) orliilli 

(•>) ■ ■ X 


//('.! II /.' 1 

'll ill Inihn MUhIn 


U \ 2n 2 /. t 

"//(n InlUn Wlnlhtn 
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115. 

Darstellung der allgemeinen Kugelfunctionen. 

Um die Ent-wickelungscoefficienten Y^^'> in der Function V 
[§. 113 ( 2 )] in definitive!’ Form zu erlialten, haben wir in der 
Function P„(cosy), die in §. 113 (5) vorkommt, die Variablen 
■fi, -fi', 9 , 9 ' von einander zu trennen. Es ist darin zu setzen 
( 1 ) cosy NCOS'S’ cos-fi' -j- sin-fi- sin-S’' coso, a = cp — g?'. 

DaPn(cosy) eine ganze Function Grades ist, so kdnnen 
wir sie nach den PotAizen 

(sin sin -fi' cos ay, v = 0 , 1 , ... n 
ordnen, und die Coefficienten dieser Darstellung sind ganze 
Functionen von cos-fi, cos-fi'. 

Wenn wir uns ferner derFormeln §.66 erinnern, nach denen 
cos’'ct) dargestellt wird durch 

COSVGJ, C0S(v — 2) CJ, C0S(V — 4)£iJ, ... 

Eiemann-Wober , Partielle Differontialgleichungen. |g 


274 


1)rt>izlinte r A.b hc.I ni i tL. 


i?. ii:.. 


SO sohon wir, (lass sich i'»(o<)sr) nuch ordiuMi liissl niifli (l,>u 
Fuiic.tioiicn 

sill’'!)' siti'i)'' cosaa?, a (b L 2. ... a 
uiid also in dor Koriu darstellbar ist.: 

(•J) sin''I)' sin' !)' I'osrca, 

worin die'. Cord'licienton j^^anw rationaU* iMUudionni vt.n ca.sJ). 
ons'j)’'Bind, dio sndi ilbordif's iiiclil ditdorii, wotin ciis d iiiit (’usit 
vc'-rtanscht wircl. 

Zur Ikistiininuiifjf dic'ser I'ot'dicit'iittM) (tihrt tins ntiii dii* 
Diirorentmli^loitduin- Sid'/.t, man niindiah in ili.-sn 

IHllOTontia^doicduin^^ dmi Aiisdrimk (2) (‘in, so mitiilt man (•iiH‘ 
Suinnio, dio niicli oosna) {jfcordiKd. crsidudtit, und in dfi' jt'ilcr 
cin/.idno (lodnic.iciii vorsoliwimh'n muss. Ks Kmnmt dim damnl 
liinauB, diiHs man in diosi'r DilliTi'nlitilf^lnifltunit /’=, f’tt', }•) durcU 
(dnon Ansdrmdv von dcr l''orm 

(1 • .(■')■■ fiisnoi 

crBotzt, woi'in du Id als fimstaut, gilt, ntu* \'Oi r i-tiilt ah- 
liiingig ist. Kiilirl man die tnurachi' lictdininig diindi, :(•» tTgj'di! 
sioli fill’ //[,''* alsKunidion dor Varitililmi a" di«‘ lim'arn I Utlms-utial 
gloicdmng '/woiior Ordntuig 

(3) (I i I)..' 

•]' [a (n ! I) n(i' j 1 >1 /"*' «' 

uud ist. oiiut Holclitt partimdant Lii-mug tln-siT (Urirhuni!. iln* 
y.nglc.iiili (‘iiK' giui'/tt raliontilt' Fiuirtimi vun ,r i-t. 

I)i(t (noichung (d) ktinn altf'V imr riu»’ s-*!nh«' 
I;()su iig li a 1)0 n. 

Donn bo‘/.(‘i(duu‘n wir far tltm Angmiblick imt r,, tj U'-idini 
partioubiri'n la'isuugmi dios'T (ilfitdittng, r*«» Ishni ''.ndi dn- all- 
gmuc.ino J‘’ormid ji. (!2 (Id) ansvmulnn, in dor ^ur 

2(1' i I) tl log {I JS')* * ' 



115. Darstell iiiifjf ilcr all oinen Ivujjfcli'uiioiioneii. ‘J75 

setzeii liabcii, so dtiss sicli 

(I v^i d i\ _ (] 

dx ^ ~ d.c (1 — 

oi’giebt. Es kdiinou ulso iiic.ht, i\ uud v.> giuizo Fuiictionen von 
X soiii. Bozoioliium wiv dalior du; gauze rationale Idisimg von 
(d), naclulcm wir cineii coustautciu Far,tor eiiistweilcu nooh 
willldirlicli bcstiininoii, init so unt(',i’Hehoidet sieh von 

nur dmu'.li cineu von x imabliiingigen Fac'.tor. Da, al)or 
niigcilndcrt bloilnni muss, wenn e-osl)' niit eoslF vortaiisc'.ld; wird, 
so ist, woiui COS'})’' ;// gesotzt wird; 

iC 

■und civ, ist oin numoriscdn'r Factor. 

F’iir V r-t 0 gchfc (3) iii die Dinbroutialglaicliung §. 1.1.3 (11) 
iibcr, dercii ganz('. rationales Dii.sung Pn(.r) ist. Wir setzen also 

(4) r-- Pn(x). 

Wonn wir ((srnor dies (Hesiesliung (;i) iniesli elidcsresntiiresn, 
so folgt 

d‘< P f/O’) 

I 

+ |,, 0 , + 1 ) - (" I l)("-| ;j)l 

nnd die^solbcs (llesieshung esrhillt man, wonn man in (Hj v diircli 
V -[“■ 1 If^'^/dx. (,srH('.tzt. lUesnincsh keinnon wir 


(r>) 


■p{y) 


d P\l 

dx 


1) 


und iiacli (4) also allgesmesin 

( 0 ) : 


(C Pnix) 
dx'’ 


Danacli esrgiobt aiedi, wesnn 

cos y — x. y »•[” y I — a,'- yi — y'^ cos g) 
gessestzt ist, nacli (3j: 



I)r 11 i x,t'hut,cV A11 h chi lif • 


§• ii:.. 



a ,(;/i11 ■ ■■■' ^' ■«= 

worm n«.'.k di,'. ..um.ris.'.Umv (kH.Hi.'i.Mt.',, «, zu l...slimmc,. si,,,!. 
Um Jicse liitstiiiuumig aiisziinilirru, si'tzi'U wir ziiiau'li^l ,( - 

illso _ ,,, 

uOKy = 3'“ + (1 .j 

(8) 3 --r 3ns,..„ 

u«(l vorgki.d.ou in dina.n-, in Ikz.ig nul' 3- ia.Milisnhnn lllnu-hnuK 
din Oonl'licioutnu dnr luinlistcn, niimhnh ilnr dn'"* 1 |||,■u/. \nn . 1 . 
Dinuo iat niu'.li §. IM (<’>) n'lt ilnr Unki'n Snitn 

00 

und mil’ dor rw.lituii Bnito |(luii'h n-innligi' Uill.T.'nliutinn vnn 

«• IM ((1)1 

(111) 0- i)'"' I nil 


Konicr ist 


(8 «in0V- 


"C^'O , V(. -II' " 

f *'* 

luul die Vcrpilnicliiuig von (!lj luit (1<M <Tgi<'bt 
2//(« — ■»')„ 

(11) ^ -1' ■>') ' *'’* 

a„ —1. 

Ilicrnaoh liiKst Hioh dor vullHliuidiK outwiololtr Antsdnu-k 
lur dio allgoimuiio Kuf^olfunotiou I'"' |^. U:! (lij Inldru. .sot/(t 
man iioch in (7) 

cos V 6 ) ' • ■ COH )'(r/j ^ (p')-r— VAmvtp rmvq ' ] hinor;- 

SO orluilt man naoh t?. U2 fa) 

(12) y'"i) ~~~ (yI'J’(U!H !'(/< I /i*J'niiu’<) I/''J f'-K, nj nui 
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und diosor Ausdruok enthiilt, da wegfallt, 2 9^ -[- 1. willkiir- 
liche Coiistauteii Durch dio auf der KugGliliiulu'. go- 

gubcaic kunctinn warden diesc Coiistanten als bestimintc In- 
tegralo iiber dio KiigeloborlUlclio ausgodrilckt und orlialten, da 
man jotet l)ei den IiitegratiouHvariablen dio Acceiite weglasson 
kann, deu Ausdruok 


(l:5) 


— 7; (^77 — y „j„ 2) ... (n -j - v) 

2/r !T 

~ ^ I I d> (■{)',(/)) (o(tH.i)') sin''I'llf^I)' 

(I 0 

V (^11 — 7; „|™ 2) ... {11 “f" v) 


/Ju-l- I 


sin V (jfj d g) (/>('{)■, qi) (cos 'ib) sin*' I)- di)\ 


woriii jedoo.h dor Ausdruok fiir nooli durcb 2 zii dividireii ist. 
Durch die unondliclio Roiho 


(14) 


V r» r C I 

n 0 


isi. dann dio parliolh'. Din'crcnitialglaicdning A V 0 lur das 
Innoni dor Kiuhoitskuged voUstiindig iutogrii't, und zwar so, (loss 
F an d(‘.r ()ba.lila(du^ in don Wt'.rth <I>('U‘,q>) iiho.rgt^lifc. Mit don- 
solbon Mitbdn und uni,or doiiHtdbon Voraussotziingon kann nia,n 
abor auch di(^ Dino.rontialgbno.liung fiir das iuissoia', (hsr Kuged 
intogriron, und orbiilt don Ausdruok 


(1=>) 


■'r »r > 1, 


dor fiir r = 1 gloichfalls in dio Kunotion 0 ul)orgolit, und der 
ausHordoin noo.li ini llnc.ndliohou dor Bodiugung 102 (2) geniigt. 


no. 

Dii'. Difforontialgloiohung dor Kugolfunotionon. 

Wonu wir in dor Diircrontialgloiohung §. lli) (7), dor dio 
Kugalfuncdionon Y goniigon, 

0) nin-['l)zT:a 
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I) rt‘i/.i‘ li u t I'r AIti-usUui 11 


in:. 


setzeii, so crholton wir oino pariiolh' Dini'roiitialj'lfiflnui^^ 


uiul wir wolleii lUiu diasi! minlihan^ir" vtm 

ihri\r lOntsicluuip;, (ur oiiiou rfcllcn Wrrtli tier (am- 

siaiitcu a Ist a sn arhalt man )i aus ilcr 

({midnibisi^licn (lltdcliunfj; (1), uatiirlirh ita All^anirimai niidit als 
giuizo Za.hl, und as wird u iiuiiginiir. waim a • ‘ i , da» 

gogon rocdl, wonn a>- • V-i, also sichor, waiiii a jiuaitiv ist, nml 

daim ist dio ciiu^ Wiiivad a v(ui (1) iiosi(i\, dii* aadcro n I 
nogativ, Dio Varialdi'ii nY und if> botrut'UUai wir als I'ular- 
ooordmaton auf dor Kiuludlskugol luul wtdsi'u utin dm lid|fcjidi*ii 
allgomoiiion Saiz iiaoli: 

Dio DirCoroiit ialglrifhung ('2i liat uur daiiii 
oiu(! von Ntill vt'Cschii'driH' jjnsuii!% djf au! di-i’ 
ganzon Kugo 1 riiitdu' mil ilirt'U iT-'lru A lilrit u ngi-ii 
oiidlioli und sla'iig iat, wnnu di.* t: 1 .• ii-hiiag (1) 
duroh (iiu ga uzzaliligt's n lirfrirdigt w irtl. 

Ziiin liowcisi'. ludmu'u wir tiu, dir Diili'rmtialgh'irhung {2) 
luibo oiiu» Diismig dio auf don Kuuolilarliru aul dirru Dori» 
virto.ii ondli(;li und si,dig ist. 

DioHo Kuuc,tion uuish in Dozug au!' dn* I'l-riMd*- 2,7 it.d(rit, 
iiud da. sio fiir -I)' ■ ’ 0 und t) ' .r van f/> unahhangio .mi nai.ss, 


Dm ziiniiclist nog.ativo Wrri 


daauf iiaagi- 


iu‘ir(\ n, a.UHZUsrhlioHSon, nudliidirirrh wir da- C«l* i» !,inst 


y Hiiil)'dl)’f/f/> und intogriron iilH-r 
llonutziiiig d(u* iilontist'lim l•'m'nn*ln; 


Iviigolilifh--, Mil 


•rliiilt iiiun duim 
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sin -'{} \() cp j 


- 1 "^ sin '9' d '9 'd 93 — 0, 


uud (lieso Gloicluinj^ ist Ixu iiogativcMii a imd von NiiH ver- 
schicdcucin Y ollcubur unm(i|>;li(!h. 

Ist a positiv und folglicdi n rcell, so sotzon wir 


Ks ist d;uni niir nooli oiiio Kuiiction voii P', uiid aus (2) 
orhultoii \vii‘ die DiHoroutialgU'ic.luiiig 


. dHiii'O’-,--- 

l (I U' 

Kin-9' d'iy 


■ a 0, 


ocUn-, wonii innn t;os'9' =: a: Kolzi uud fiir n don Worth (1) oiii- 
fi’ihrt, 




n (n • 1 ■ 1) Q r- 0, 


also (Uo DilTonuiiialglinc.hung d(U' cinfiioluni Kiigoirunctionoii 
1^. lid (1.0)1, nnr mil (Uuii Untcu'scliiodt', dtiss n, Wiis wir inunor 
positiv amuduiuui kiinnoii, Jotzi niolit uoUiwoiidig oiiu‘. gauze 
Zalil ist. 

Wir orhalt(ni loiolit (lurch diu Motliodc dor uuhostimiuton 
(loel'licientou zwoi ])articularo lutcigralc von (•! ) in (Icstalt zweior 
Potciizreilnui nac.li .r, von dotu'u die oiiio uur goradc., dic5 andoro 
iiur uiigorado I’otc-iizou (uithillt; 

(5) r- A .. .r 'V’ Jh ” , 


uud fur Ay und JJy (U’hilU man, wcuu man diosts AusdriudvC in 
(4) einsot'/.t, die Rucursionsroruudu: 

I . (2v —• V — 2) (2‘j' + n — 1) 

' 2v(2v~.l) 

P (2?' - ■ N) (tip 4* + u 

‘ 2r(2r | Ij 

also, w(*nu man /R = /R ~ 1 aiiniinmi, 
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1)r 0i/,t!h 11 i.o,r Ali scli u i t(. 


11(1. 



\')( 'V'-' ' 

’’■■iQ ' ‘)(;j ' ")■•■(. I I) 


Iliornach las.son sic.h dir FumdioiK'u (^lJ dnrrh hypcr- 
gdoluc'trischo lUOlnMi dnrsirlli'n. 

Gauss hat luunlich in drr Aliliandhuifii: .JiisiiitiHifiutirs 
generalcs circa scritnn iulinilam . .. “ tdiu' unriidlidu' Uciho 
uutorsucdit: 


(7) - 1 - I f'l, 


« (« j 1) li ifi I 1 ) 

1 . 2 . r(r i 1 ) 


die liir allc positivini Wcrldn' vnti .r, din klciiifr aK 1 Himi (idi- 
gCBchcii von (loin Fallo (‘iiu's lu'gativcn gan/.zaldigcu Vuii- 
Ycu’goiit ist, uud die man dir hy{irrgrtimririsrht' lioilir 
nc'iint. In do.ni hr.sondcrrn Kallt', wo « odrr /i cinr nrgativn 
ganze Zalil ist, Indcht dir Rriht' nh, und grid in riur ganzi' 
rationahi Fiuirtion von a’ iihrr. 

Nac'.h (5} und ((IJ lassru siidi dir l'’um’.iionrn fg,' dnrrh 
dioso Function fin lolgimdri’ Winsi' auHdrur.krn: 


( 8 ) 




HO daas also, wonn (duo gerndr ganzo Zald i.-d, * W(>tm a 

oino ungrnido gair/.u Zahl ist, (“da ganzi' ratioiudr Fuiirtiou 
ist, die l)iH !Uif oinon nuimu-isrhrn FarUu' mil drr Kugrliunrtiou 
P„ uhoroinstimmt. Ist aber n kr.inr gauze* Zald, ho bndVu luddr 
lleilion ins llnrndliclm. Nun hat Guuhh in cb‘r rmulUntrn Ah- 
handlung nacligrwicHrn, dnss din Fiiurlion f(«,/hg,.r] fur .r- 1 

unrndlir.h wird, wrnn « ■} /i g p<i.sitiv odtu' Null int, aUHsrr 
in drrn Falle, wo « odor (i cine nrgativr ganzr Zahl ist'-'i, und 


0 Worlui, Hil. a, S. 12 r», 

®) Dio Wicdorgidid (tiuHCB BrwidsiCH, cli-i* kriar grrii'irn Si'httirriKkrjrrji 
liai, wiirtlc. uuh liior -/n writ fiihrrn. Wir vrrvvr*i«rti nuf dir dritt*’ SrrJtun 
dor aagofidirUm Ablmtullung (Wrrkr, lid. d, S. 












IIG. Dio Diffcrcntialgloicluing dor Kugelfunctioncn. 


281 


dies tritt, wie man sielit, in den Leiden Reiben Qi^ Q- 2 , wic sie 
dnrcli (8) dargostellt sind, cin, wo 


cc (i — y 


'll . n-\-\ 

il 2 


j +1 - ‘ 


i = 0 in 
— 0 in ft. 


Hicrans also gold horvor, dass Q nnd folgliob aucb Y fUr 
rrr 1, d. li. in den Polen dor Kngel nur dann cndlicli scin 
kanii, wenn n cine gauze Zabl ist, und damit ist das I’beorom 
Ixiwiesou. 

Wir balxni bier cin Iloiapicd oinca Vorbaltons, das nna in 
Anwendung(ni, bosondors auf Scbwingnngs])rol)lomG, nocdi incbr- 
facb l)('gc'guen wird, dass die Miiglicbkeit, eiiicn' Dillercntial- 
gleic.bung mit gowisaen (Irenz- und ytetigkcitsbodingungen zii 
gimiigen, von dem Wertlui oinos PaTainetors der DiH'orentitil- 
gloi(ibiiiig (wi(^ bier a) abbiingt 

Kin nocb oinfae,Loros, ganz obanentaix'.s Beisinol Liotet die 
DiUbroiitialglcioLung: 


di{', nur dann ('.iin^ von Null v(U’st‘.bi('dGiie, in dem ganzon Intor- 
vallo (0,1) si.otigc Losung bat, die an (bni (Irouzou di(!scs Tntor- 
valbiB voi’Hobwindct, iiilin'Ucdi sin wenn a/7t- das Quadrat 
einor ganzon Zahl ist. 

In dicson Kiillon sind wir in dor Lsigo, die gcungiuden Wortbo 
des Parainotcu’R, di('. in unondliobor Zahl vorbandon sind, von 
vornlioroin zu Loatimmon. Iin Allgomoinon abor wordon dioso 
'Wortbo durcdi tranacumdonto (Jloi(duing(m Loatinimt, die man erst 
aufsbdlon kann, wenn daa allgomoine Integral seiner Form nacb 
Lokannt iat. 





Vierznhii i(! r A lisf.lin i i I, 


Ueberblick liber die GrundHilts'iO dor Moohanik. 

i<. 117. 

Dio (jrruiii(ll;i.|JC(Mi dor M ctohn u i k. 

Ms uniorliofft koiiu'ui /Avoifid, dass dio Vur.stollini}^ oinor 
Kraft al)gel(‘itot int huh doni (icdTddo dor .iuslronj.^uio^, das wir 
bc'.ini Ilohoii oilier Last odor dor (iohorwiuduiif^ iruoud oiuos 
WidorHt;aiid(!H onuifiudoii, uud duns dio f^n'issoro odiU' kloiuoro. 
AiiHtroii^jfun^r, die wir daboi oiuplindcm, das orato und nuliirlioiio 
MauHH d(u' Kraft ist. Ks ist uuoh niolit aiulors nut nudorou in 
miHoron pliysikaliHoliou 'riiooriiui auftro.h'ndou lli'>.o‘inon, •/.. l\. dor 
d'oinporatur, di'.r LiolitintouHiUit oto. Itnlom mau mui an Stollo 
dioHos unbostiiunitcn MauHHoH, was uns unsor Muskohfi'iVild giobi, 
das Htots gloicli blt'iia'udo (iowiclit bostimndor Kiirpor sol/.to, 
orliiolt man dio {iriuidlago fiu' oiiio mutbomatisobo Morhauik, 
wio sio solum iin Altoi’tbum bogriindot wurdo f A rob i m otUosj, 
und dor until diosollio Kvidonx und t^ioborboit /.UNoliroibou ilarf, 
wio ctwa dor Kuklid iHobo u (Joonndrif*. Dios i d dio goo- 
luotrisoho Statik, uIh dtaam orsloH unil lotxtos lloisjilid drr llouois 
doH IIobolgOHotzOH YOU ArobiniodoH und cb-r Hiavoih don 
PriuoipH dor virtue, lion (i o, s o li wi n d i g k o i h-n \on (,a“ 
grange angolilbrfc wordou kaniu 

Ilierlad uiukh dio Aufgabo rein htati.srli goiaMnl. «1. b. rn ilarf 
nur uaoli don Hmliugungon gofnigl. wordon, uni or doinm oin 
gc'gobouos System von (Jowiiditon tlio Uu bo la go nirb! vor- 
liUst. W as (untriLt, wonu dioso. Hodingungon niobt orfuUt ’ 7101 , 
dariilio.r gicbt diost' I bonrio kcunon AnfhoblusH. l in atiob dionon 
zu gowiunoii, wil'd oh niobt obuo oine nour Annabino abgobon. 
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mid dioso gidindet sicli aiif die Erfaliruiig, dass die Austreuguug, 
die zur Vciriuidonuig ciuor vorhaiidenon Geschwindigkoit auf- 
gowandt wcrdcn muss, verglcichbar ist mit der, durcli die cine 
Last in der Scliwolic gelialtoii wird. Am Endo eincr langcren 
historisclicn Eiitwickeluiig, die sicli auf bosondero Fiille bezog, 
ist endlicli in dem d’A1 embort’sclion brincip dieser Zu- 
sanimenliang durcli ein allgem eincs Gcsetz liergostellt wordcri, 

Tiidom mill diose Gesetzc, die aus den einfacboii Vorgiingen, 
die iius die Scliwere an der Erdoberdachc tiiglicli bictet, ab- 
guleitet siiid, liypotliotisch aul’ alle Vorgiiage dor Natur iiber- 
tragen werdon, gclangt man zu dem (ndiiiudi', der analytiscben 
Mcc.lianik, di(', nnserer ganzeii tlieoretisc.ben Naturwisseuscbart zu 
Grundt! liegt, uiid die sicli bisber in alien Anweiidimgoii aufs 
Beste Ix'Aviibrt hat. 

Wir stcdlon im Folgenden die Tlauptsiltzc, die in der inatlie- 
niatiHclioii Physik von Bodeiitiing sind, zusjimmen, nuisson aber 
dabei die aiialytisclieii Kntwickelungeu giiiizlicli iibergolien, die 
der Loser in don Lelirbiicliern der Mecbanik fnidet. 


118 . 

Das Princip d('.r virtiielleni Verrilc.kungen. 

Fs bandolt sicli znniiclist imi das Gleichgcwicbt eines Systems 
von mnloriellen Piinkteii (in eiullicher Anzald), die in ilirer 
Bevvc'glichkeit irgend wie b(‘Hcbrankt aein kiinnen, 1 Inter 
dicHOii Bescbriinkungen liabcn wir Folgendos zii verstohon. Es 
seien ?;<), uig, ... din Ibinkto des Systems. Jodnni dioser 
Piinktc geben wir eine unondlieli kleino Vorscliiobiing 
dpi, cipa, (Vji;, ... von irgend einor Griisso und Uichtung. Wonn 
das System niclit vollkoinmen frei ist, so sind nieht alio Ver- 
scbicbiingssysteme miiglicb, Kondorn cs beatcheii zwiaeben dieson 
dpi, (Vp..,, (Vp;,, ... naeli lUclitung und Grdsso gowiaso Abhilngig- 
keiten, Ein YerHcbii'binigssystiMn, was ebon dioseii Systoin- 
bcdingungen goniigt, bcisst ein System virtuell or Verscbio- 
bungen odor Verruokungon i), 

’) Wonn man dan Sysicsm aus dor urftpriingHolion Lago in oinor un- 
o.iidlioli khiinon Zoifc in die verschobeiio iiliorgedion liiHst, no orhillt, jo(l(\r 
I’linkl. ('ino gowisRo (Jc.Hcluvindigkcut, diti naoh Riohtiing xmd (IrdsHC duroli 
dir Viu'ritoknng durgontoUt wird. J)io illterou Autoi'on Bproclion dubor von 
dom I’rliiciiio dor vivtuolUm (Joscliwindigkoitou (bagrango, tiido. annlyl.ique). 
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y i(‘r/.(',h nlor AliHcliuitl.. 


iis„ 


Uni (lio I'odiugiuif^en dos Systfins an!ilyiis{;li d;ir/usi('ll(in,. 
nuiss man os auf oiii Uoordinatensysioni boziolion. Ks soiini also. 

ilh '-'i roolitwinldi^(ni (iloonlinaion do.s I'uiiktos ))); mitt 
(V,a„ djii, tV:'; dio Projeotionon von ()p,\ Uit^ Podinjjjnnj^t'n dos. 
Systoms sind dann linoar in nni' dav, d'///, Ad:,- and lialnnii 

dio Form 

(1) ^ (diiUTf 4- /)k(V//; 1- - AM. 

Soldier Ik'diiigun^j;en kilnnon wir inohroro Invlton. Hint An- 
zalil muss abor, sowoit sio vou oinandor unabh:lnj.,diji: sind, kloinor 
als dio dreifadio Znlil dor Massonininklt' nii soin, ilamii iibov- 
•baupb nodi oino Po\VGjj;liolikoit iibri'i: bloibi. 

Wonn dio nrHjn'UiijfUdu'. Lai^o dos SysiinnH j^oicidum isl, so' 
sind dio CoiU'lloionbon ./I,-, ('i iJ^Of^obtmo Conslanton.. In alb'u 

Au\vondniip;on abor sind dio Hi'din|j;nnKon durdi das p:(‘^id)t>no 
System bcstimint, d. li. os sind ilio (ku'fiioionton .1,, (\ 

Functionou dor (]ot»rdina,t.on dt'.r PunkI.o a/), 

I'is ist darmu abor nooh nioht. noUnvondi|.,s dass sioh iliost' F.o- 
dingmifi;on sollist durdi Uloiduingon zwisdmn don t^)tirdinalon 
a.usdruokon lasson, niitp andoron Worion, os ist uiobl notliwt‘ndig% 
dass dio linkoii Soiton dor (Ibudinngon (1) vollstiimligo UilVoroiH 
tialo soion, odor sidi anoli nur tlurdi ('oiubiuafion aut voU- 
stiindigo DiUbrontialo rodnoiron lasson, 

Dor gowiiluiliolio Fall ist allordings ilor, tlnss dii' SYsUnn- 
bodingungon duroh (iloidningon <;> 0, tl> t), ... zwisohmi don 

Uoonlinaion dor Pniikto unsgoilriiokt sind, nntl tlaxs sidi tlio Ho- 
ilingnngon (1) durdi DilVorontiation iliosor Uloioliuugon, also iu 
dor Form 

darstdlon lasson “). 


*) Wir hiHHoii liior tli'n Ftdl bt-t Hfilc, ehtti‘i Ilt'tliugiuaaui in Tn 

ffkacliuiigt'.n lioHlohiai, dtiHH tilnu Ht'\vt‘^^lUl(^e‘n, dn- in oittnu Nuiio- ninjilich 
Hind, iiii ('.n(gi‘g(>i)g(!Ho(7.tt>u Slnno nitdil. mnrflioh Huni, cltriiiit) istilo-tm t'‘idit‘, 
in (Iciuiu dits Umlingungon fm’ din Vt'rnn'knuKou nirhl ilur»di Hui'him'. 
Oleiiihunfftin tiundriiiikbiU’ Kind, l!. wonn oiu I’unki j^^f/wuni'on tw!, luif 
ciiun’ KogidlliUdui v.w bltnbim, in doreii Siiii/.i' i^r idoU j.o*noin btUindi-t. 

Kin Kail, iu ilom dioH iiicld. /.nlrilVt, ut( Ib »b-r, in dfiu di»* lb*- 
tlingung auHgt'drucikl. wordoa hi. 11, duKu cittf KnK«d unf tonrr t unabao' ‘dutn 
(doitnn rtdlfii muK^i. Vj,fl. II ii I ilor, rolnn- die Prinoij.uoi \t)n Uiuniltnu 
and MauiinrtuiH, (blttingor Nuc-hridiifn Ihuu, 

















ILS. 


Dtia Priucip der virtuellen Verruckungon. 


‘iSo 

Es luuulelt sicli nun uiu die Bedingung des Gleichgewiclits 
<loa Systems der Punkte ?iii, w.,, W;,, wenn auf die Punkte 
gmwisse Krllfto i-*;,, ... wirkon. 

Wenn man deni Punkte iiii cine der Kraft P^- entgegengesetzto 
Verseliic'.kung ertlieilen will, so muss der Widerstand der Kraft 
P; ilberwunden, d. li. es muss Arbeit gegen die Kraft Pi 
•gelc'istet werden. Dio (Urdsso diesor Arbeit ist gloich dem Pro- 
•duet aus dm- Kraft und der Vorschiebuug in der dor Kraft ent- 
■gegengesetzton Riclitniig, d. li. wenn djii die gauze Versebiebung 
ist, die mit der Kraftriebtung P/ den Winkel t)'/ bildot 
— PiGpi eosb't. 

Oostdiiebt die Versoliiebiing in der Piebtung der Kraft sclbst, 
•so ist dieso Arbeit nogativ, d. h. es wird niclit Arbeit aufgcwaudt, 
sondi'.ru gewonnen. Deinnach beisst aucb die von dor 

Kraft Pi •vvilbrend der Yerseliiobung Angrilfspunktes 

goleistete Arbeit. Die Summe 

cos-fb 

luiisst die gesainmto Arbeit, die gogcni das Kraftsysteni Pi ziir 
Krzeugung der virtucdleii Versebiebung 6'pi aui’gewendet werden 
muss, und das Prineip der virtuellen Verrlickungmi liesagt nun: 

Befindet sich ein irgoud wi(‘ bediugtes System 
iin (lloiobgewicbt, so muss fiir jedo virtnolle 
Verriickung die aufgewandto Arbeit gleicb 
Null sein 

Bezeiebnen wir mit X,, 3.V Zi die Componenten dor Kraft 
Pi nach der Riehtiing dor Coordinatenaxen, so kihiiien wir das 
Priucip in die Gloicbung zusammonfassen 

<d) V iXidxi »1- Yi(iyi + Zidsi) == o. 

Ueber die (lluieliiing (4) ist dasHiilbo zu sagen, wio iiber die 
(Heicbungim (1). Die Krafteomponenten X";, .I"/, X; sind fiir eiin^ 
bostimiutts (iloiehgowicbtslagc als bestimmte gogebeno Griissen 
anrzufa.SHen, und in diesor Woise wird aucb in den einfaclisteii 
Fallen, z, B. beim IlebelgiiHetz, odor beim Satz vom Parallelo- 
gramm dor Krilfte, diose Gloicbung angowandt. In anderou An- 

Wtu’dfin iiucli iiiclit umkohrbaro Hodingungiiu ziigclaRHon, ho thiihh 
lur jedoK SyHt(on virUidler Verruckungon die aufgowuiultd.o Arbeit Null 
•odor positiv Hoin. 
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V i('.rzrluiter AbHoliniU. 


i?. 111>. 


WGndungo.ii al)or hukI die X,-, Z-, aLs von der La;jtt' derSyslian- 

piuiktc abliaiifrip; a.iiziisc',lien, d.li. es siiid die X,-, )'/, I'^uicliouaii 
der Coonliua.tcn di'i* Puiikio 

Voii bosoiideror Wiclitigkeit ist. tlanu wiialcr der ball, dass 
die linke Seii.o von (4) oiu vollstdLudipie.s 1) i ITt'r en 1 i ;i 1 ini, 
d. b. tbiss eiiie Kuuetioii der (kjordinabMi exisiirt, dereii pariielle 
Abloii.uup;eu die X,-, siud. Wir bi'zeic.iuu'ii diese bumPion 

mit iiiid setzeu 


.X/ 


III 

0 Ct'i ’ 








rC 


Daini wird 


X (X j () a'i ~ I ■ Yi () ifi - ( Z,Y ,) r- I \ 
mid die (jclciehuiiiJf (4) la.iitei: 

(5) i) r 0. 

Dii^ Kuiieiioii //wird die K rii ft e fii n e 1 i o n .m'liauul. 


Das d’A1 tMH be r ids e, b e. I’riueip. 

Kiuo Kraft i% cUi'. auf eiiu'ii (Veieii aiaim'ielb’ii Ibinkt. 
wirkt, ('.rtbeilt diosein Puukie (due. Iiese.bleuiup:uuK ie ibrer Ilieb- 
tung, die dm’ Krai’t direet, mid eiiieni dem mati-rielleii I’nidv(.(‘ 
eigiuitbihulie.lu'.i! Factor, der seiae Masse beis^t, utugeki'brl prn- 
])orfcioiial ist. Woini also //. die (’ourdinaten dos Ibiukles 
mit der Masse vi and t diii Ztdt badentet, so ist 

d~x f/*’// .. t/A: _ 

(1) m X, m 1, m • X. 

Indem man (dne.ii nocb liei/.ufiigendan coiistautcii Fnctur 
™ 1 s('.t'/,t, verfiigt man iilier die Kinbeit der Knif'f (odiT der 
Masse-). Fs ist (bum (due Kraft ■ I geset'/.t, weuii sie (b-r 
Miissencduheit die Fdidudt der lieHcIib’Uuigimg ertludlt. Wenu 
das Centimele.r, die Secuiule iiud das (h'uiniii uU Kiuhidton fitr 
Idlngo, Zeit uiul Ma-ssen gimomimm Hind (im em.-gr.-sae.-Sv.Htf’ia), 
ludsst die Krafttdnludt tdiie Dynt'. 

xMan kaim deu Formtdn (1) don Aiisdruek gela-n: 

Weiui man y.u der vorbambmeu Kraft P tdiie Kraft biuzu- 
fiigt, die dem Produete der Masse und der PeHclileimigung gbdcdt 










§. 120. 


Dcr iSatz von cler Erlialtuug der .Enerpfic. 


2S7 


ist unci (lie der Besclileunigimg entgcgciigesetzte Riclitung luit, 
80 entstelit eiiio Kraft (hicr die Kraft 0), die der Bediiiguiig des 
(ileichgewicdits geniigt. 

Dioser Siitz ist you crAdoinInert so verallgeiueinert wordeii, 
class claraus die (lleicliungcn filr die l>o^Yegllng eines beliebigeii 
Systems imiteriellcer rimkte untc'.r deiuKinllusse l)elicebigor Kriiftc 
und bo]iel)igor Hedingmigeii abgcdeitc'.t wcerdou keinueu. Das 
crAlc'inl)ert’sche I’riueip .liLsst sieh so formiiliron: 

Fiigt man zu der a,uf den Masseiipuukt nii wir- 
kceiidi'ii Kra,ft 1\- c'iuo Kral't liinzu, die deni Ib’o- 
cluot a,ns derMasse uiid der Besclileunigung gloieli 
iincl derlleselileunigung entgegengcsc'tzt gerielitet 
ist, und nennt dice Rc'sultante aus diesen lioidon 
Kriiften die vei’loreiie Kraft, 80 musseu sich 
die verlurcnen Krilftc' unter dom EiiiflusHo doi' 
Dediiigungen des Systems in jedem Augen- 
blicke das (Jloicdigewielit haUou. 

In Verbincluug init dom Prineii) cler virtuellen (ircselnvindig- 
keiten lca,nn ma,n also dice Dedingungeii filr die Ilewcgung ceines 
Sysie.ms in der matliematiselien Furmel zusammeenfassen 

( 2 ) 0 ... 



worin eV.r/, cV?//, eVr^ die Oompononteii eiuer virtuellc'u Vcm’- 
Hceliiebuiig Kind. Ks ist daliei cdior zu botemen, class der Siiiti 
dieses AnsdruekH bier der ist, class die Verschiebungon in dom 
bestimmten Augenldicke t mciglich aeiu inussem, oiu Uinstaud, 
cler besouders zu beaebten ist, weiiii die Decliiigungeii niit dor 
Zeit voriindeilieb sind. 


120 . 

Der Satz von der Krbaltung der Enorgio. 

Wciiu ciin imiteriolles Systcmi in Dewegiing ist, so werdeu 
die VcTscdiiedningen, die seine Punkte in dom Zeiteloment ilt 
erleiclim, in clem vorbin festgcisetzten Siuiio iin Allgcmeinon nnr 
clann virtuell seiu, wenn die Bedinguugen dos Systems niit der 
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Viex’zelinter Absclinitt. 


§. 120. 


Zeit unveranderlich sind. Wenn wir jetzt diesen Fall annehmen, 
und wenn wir die Componenten der wirklich eintretenden Ver- 
scliiebung des Punktes mit dxi, diji^ dsi bezeichnen, so konnen 
wir aus der Form el (2) des vorigen Paragraphen als speciellen 
Fall die folgende ableiten: 


(1) o=2[(^<- 


Nun ist aber 




n> ff) dy, 


d^'-Xi 1 

dTS = 2 


(dXj^ 

\dt) 

dt 


dt etc., 


nnd wenn wir daher 

setzen, so erhalt (1) die Gestalt 

(3) 2 4 - 4 - 2:id0i) = ^dt = dT. 

Nun ist_ 

■.-)/(§)■+©)■+(©■ 

die Geschwindigkeit des Punktes j>?i, iind mitliin ist nacli (2) 

(4) = 


die balbe Summe der Producte aus der Masse mit dem Quadrat 
der Geschwindigkeit jedes einzelnen Punktes. Diese Summe T 
heisst die lebendige Kraft oder auch die kinetische Energie 
des Systems. - 

Die auf der linken Seite von (3) vorkommende Summe 
dA = — (Xidxi -)- Yidyi -|- Zid^i) 
ist die im Zeitelement dt gegen die Krafte des Systems bei 
der Bewegung geleistete Arbeit, nnd wir konnen also der 
Form el (3) den Ausdnick geben: 

Die im Zeitelement gegen die Krafte des 
Systems geleistete Arbeit ist gleich dem Verlust 
— dT SuU kinetischer Energie, 



§• 120 . 


Der Satz vou dei- Erhaltung der Euerfyie. 


281) 


Oder: 

Die Arbeit der Kriifto des Systems im Zeit- 
elcmeiito ist die Vermohriing der kinetisclien 
E u e r g i 0 u m d T. 


Dor Verlust kaiiii bier iiatllrlich auch negativ sein, was 
cinen Go winn an Idnetisclior Knergio bodeiiten wiirde. 

Von besondercr Bodeutimg wird dicsor Siitz aber erst dann, 
wenn die Kral’te des Systems cine Krat’tofunction baben, die von 
dor Zeit iinabbangig ist. Wenn niimlicb U eino von den Ooordi- 
nateii, aber niebt oxplicito von dor Zeit abbiingigo Function ist, und 


O') 

so ist 


dxd ' ' P?/;’ 


(5) d if V (X,. d Xi -h d Vi + d ^i) 

ulul es kann (;-i) in die Form gesetzt warden 


(6) 


= 0 . 


Dioso Gbuebung lasst sicb intogriron und licrort ein all- 
gemeinos Int(igral fiir das System: 

(7) T U z=z const. 

Diese Formed wird dor Satz von dor leboudigeu Kraft 
gemannt. 

Wenn das System aiis oiiuir La,go 1 in cine Lag(! 2 iiber- 
gobt, so ist dazii ein geiwissor (positiver odor negativor) Arboits- 
aufwand orforde'.rlicli, dor sicb nncli (5) gloicb 

Ih - u, 

cugiobt, also gloicb dem IJoborscliusBc dos Wortbes der 
Kriiftofunctio n fiir dio erste Dago iibor don fiir die zwoite, 
uiid dicsor Arboitsaufwand ist also mir abbiuigig von den boidon 
Lagen dos Systems, niebt von dom 'Wego, auf doin der Uol)6r- 
gang erl’olgt. Bei dor tbatsacblicb eintretonden Bowogung wird 
or auf Koaton dor kinetisebon Encu’gio boatritton. Danfidi fiibrt 
man oinou nouon Bogrilf in dio Moebanik ein, dio potentiolle 
Enorgio P, dio man durcli dio Gloichung delinirt 
(H) p ^ 6', 

worin (f {duo willkUrlicbo Gonstanto ist, dio man im Allgomoinon 
niebt niLbor bostimmt, und dio Ziinabmo dor potonticllen 
Enorgio ist gloicb dor Arl)oit, dio zur lloborflibrung 

lUornuun-W(0)«sr, I'avtU'Uo DiffomitlalKlolchmigim. 1<) 
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V i i! r 7 . t‘ hut t*. r A 1> h c h lu 11. 


i?. V20. 


dos SystciUH ;ius dci* oiitfii in ilio niuh'nt tTfur- 

derlic,h ist, Daiin lautu't dio Fornu!l (7j 
( 9 ) T ■ j ./' ™ const. 

untl sio bosa^t, dass boi dor lUi wcjjtunj.? tics Syslcins diu 
Siininio dor potontiollon und dor kino Use bon !•'. n (> r;;;io, 
also dio (5 (‘Htunnitoiiorfjfici unvoriindorl icli isl. 

Ikn dor lU'wogung wird idso koine I'inorgio vorluron odor 
go.wonncn, sondorn os winl nnr ludonliollo Kuorgit*. in kiuolisobo 
umgcsutzt, odor nnigtikohri. 

Dios ist d(‘r Sat/ von dor F.rlialtuiig d(»r 
Enorgio. 

Wonu wir /. B. oiiuni s(9iworon Kiirpor in dcr XiUio dt'r 
Erdoborfliiobo botraoliU'n, so ist di(' ptttontiollo hiu'r'do jiropor- 
tional init dor lliibo cU's Kiirpors iibor oinoin bolicbigm Ibstoii 
Hori/ont, und diosor k'nll kaun ;d.s typi^’hoN Bcuspiol tiir albs 
iibrigon gitlton. Jt! griissor dio polmtioHo I'.uorgio ik, nni so 
griissttr ist diet Arbeit, ditt df*r Kiirpor boini Ftdlou '/.u loistou iin 
Stiindo. ist, und diet boini rroion Fallo in oinor Vormohruug 
dor kiiuttisobon l''inoi'gio bi'stohl. 

Diosor Sat/ von dttr Erluillung dor F.uondo gill bout m 
Tago als dtis adlororstt* (lo.sol/. dor nioobani'udiou Xiifur- 
urklilrung, doin sich alb'.s unlorordnon 

Natiirlich gilt t'r niclit fiir jodos ludiobigo 'ritoilM-40111. widd 
Jibor muss or golteu fiir tnu voUstiindigt's Svstoju, d. b. iiir 
ein System, das wir nioht jiIh Thoil oinos gruMHorm (lun/ori /u 
botraebten luibon, dosson Bovvogung tdhu vmt aimM.-r ilim liogou- 
don IMusson iiiolit boointlusst wird. Fiir oiu v»db4iindigos Sy?4om 
inachcn wir jdso immor die Aiiiialuuo, 

]. daas dio Bodingungon nioht von dor Zoit nb- 
b iin gig Bind, 

2. duBS oiuo von dor Zoit uiiabh iiugigo Krtit’to» 
function oxistirl. 

XVir luachon weitor die Annaluno, dnsH lior Snt/.. don wir 
bier unter dor VoraiisKot/ung oinor eiidliolim An/.nld dj^iorote'r 
MaBBunpunkto abgtdoitot Imbon, anrli nooh Dtdfigkoil bolmlti* 
fiir Systonio, dio aus nnomllich violon MaMHonpuiditon bo‘4rbon 
insbosoiidoro tilso auob fiir oontinuirlioh vorllioilto MuHHon‘i. 


') Uotnfirkt'iiHwerLh ist dor Vi'r?»ioh vmm Horf/, dou Krs»liKo|;nJi' niul 
damit <J('u BogriiT dor potontiollon Knorgi** giuix •b-r Moohanik nx vor* 







§• 121 . 


Stabilitiit de.s Gleicligewiclitei 


25)1 


§. 121 . 

StuLilitilt (los Gcichjj^owielites. 

Wir b{il)cn fiir den Full, (lass cine Krill’tefimction existirt 
ill §. 118 (lie Bediiigiing des GleicFgewicdites in der Form er- 
lialteii, class die ersto Variation d H der Kriiitofimetioii oder auch 
die ersto Variation dW der poteiitiellen JGiergio fiir jede virtuelle 
Verscliiebmig verscliwiiiden niiiss. Ans der Diirerentialroeliiuing 
ist ])ckaiint, dass das Verscliwiiidon der orsten Variation d ll 
die Bodingiiiig fiir ein Maximum odor ein Minimum der Function 
if./ ist, iind liiordureli werdon wir auf dieBezieliung dor statiselien 
rroblomo zu dor Tlioorio dor Maxima und Minima liiiigewiesen. 

Wonn ciu im Gloiobgowiclit riilioiides System dureli kleiiie 
Stiiriingon aus seiner Lago gebraedit wird, wobei die einzelnen 
Punkfc(5 aiicb nocli kleino Anfaiigsgeschwindigkciton orlialton 
kdnnon, so wird das System in Benvogung goratlien mid die 
Bcwoguiig wird sicli nacli doni d’Alombert’sclicn Princip bc- 
slimmon. 

Das G1 (ucligowiedit lioisst stal)il, wonn dicso Bo- 
wegungeii im woitorou Vorlaufo in boliobig ongon 
Grenzon oinges’ehlossen l)loib(‘.n, wonn man iiur die 
anranglielion Stbriingoii binliinglic.b kloin, soiist 
abor boliobig annimint. 

.Hior gill nun iiiitor dor Voraussotzung, dass dor 
Satz von dor Frbaltung dor Knergio gilt, dor fol- 
gon do Satz^): 

Ein Gloicligewicbt ist stabil, wonn die Lag& 
dos Systems dorart ist, dass die potontiolle 
Knorgio ein Minimum ist. 

Beim Boweiso diosos Satzes iioliinon wir an, dass die Lago 
dos Systems (lurch (urio ondliolio Anzalil von oinaiidor unab- 
hiingigor Paramoter (Coordinaton) (/,, (/a, (io, . . . bostimnit soi. 


batmen und alias auf die Wirkung von Vorbindungon untei’ den Massen 
zuriiekzufiiliron. An Stollo dor i)otoutiellon Energio tritt datm kinol,iaoh& 
Knergie vorborgoner Masson, und das Enorgiegosei./, bobauptel; die 
(Konstanz dci’ gosairiraten kinotisebon Energio, also dor lobondigen KrafL 
(Dio Principieu dor Meclianik von IJoinrioh llortz, Leipzig 1804.) 

D Zuorst von Dirichlet bowieson. Werko, Bd. 2, S. 1. 

10 * 



\ [ i.\ r /, i‘ h a 1 0 r A b b c h u i t (. 


1-Jl. 


Dio roohUvinkli{:;oii (■oonliiiaUni ;r/, //,■, 


I'iii/oliicn Mas^ 


punkto iHi fciiiul ilaim Funotionou iliosor I'arnuiftrr q, dit' ho Ihu 
atimmt soiii miisatMi, thiHs alio IU'(Uii}j;tin?^^^«^loiolitini^t'U /.wisi-lu'ii 
don Coordinatou dor nq idontiHoh l)t‘rriodi,iL,d siinl I’ls ist zitr 
Vorciiifn,oluing doH Auadvitckc's Hidir vorihoilhait, dioso I’arunud.or 
qi ala Go o rdinaton oiu c'.a l*n ii k tea in oi n i’ in in o h rd i in ('u- 
sioiialon Ra.uin Jt aiilkufaHsoii. Danii ontspritdd jodi-r l.ago 
dos SyatoniH oiu Punkt 7t d('s Uaiinu'H fi\ nnd dit* Hrwo-^unii; di»s 
Systoiua wird aligeliildot dnroh dio llowogung oinos l*unktt*H im 
liaumo IL Dio potoiitioUo Kiu‘rgio P nnsoroH Systoins ist dauu 
ehio Ortafimctiou im llaunio li tind unsor Sat/, hohaujdtd, dass 
©ill Punkt in ./i, in doiu /' oiu Miiiiminn ist. (diu'r Lago stalnlcu 
Gloicligowiclits ontaiiriohl. 

Dio in /woi DiiiionsioiK'ii go/oiiduioli* Fig. -I'.t, tlic man sidi 
ill! Uaniuo Ji /u doiikou liai, hat natiirlitdi nut- don 7,week, dio 
gobrauohti'ii Ansdriioko niunittolhar vor- 
siilndliolt /ii inaolton. Fiir don ointaohston 
Fall, di'ii oiiK'M oin/(dnon I’nnktoN auf oinor 
z' oJt \ gogobonon Obortliiolu', (‘ntsjiriohf sii* iibri- 
y I gous doin wahron Saolivoi-balt. 

X o , J Punkt. in doni dio 

( w b / b’luio.iion P oinon Minimahunih hut, uial 

N. da wir lad P oino \ullknrhoho Gonslantt* 

hiiiznltlgmi kdnuon, sn w<dlon wir diosou 
Hiniinahvorth dor Fiulaohhoit hallior ghdob Null aniiohniou. 
Daim kuniion wir inn don Punkt m liorum oin tlolnot (t duroli 
oino (nl)-dim('iiKionalo lliillo // abgron/rn, hu dust iuuor- 
ha.ll) (r dio l^’iinciinu niissor im Punkto m iiur j>n»ifivo Worlho 
erluilt, and ok liksKt aicdi oim* juthitivo untoir tiron/** </ tiiidou, 
80 (luHH auf dor gair/on Ilitllo // 

P . II 

iat. Nun ortludloii wir dom das Sywtom darstollomloa Punkto z 
eine VorKcbiobmtg vtm w naoli tt,, and ortUoiloit tlom Sittom 
gkacbzcitig oino gowism' loliondigo Kraft 7‘„. das-, dio woitoro 
Dowegniig nach dor Gloiohung 

(0 T !■ r 7 ; : 1\ 

gOHcliiolit. AVir kiiiuion alior jot/t, indoiu wn* »lon Punkt 
nahe goaug an (o and 7k iiinliiiiglioli kloin aiinolunon, untnor 
(‘^) Vk i /k, ‘ f/ 












§. 122. 


Die Principien tier Dynamik. 


29:-i 

machen, iind dann folgt aiis (.1), da P uiid T niclit negativ sind: 

(^0 P < U. 

(4) T < (j. 

Die UnglGiclmiig (3) lehrt uns, dass dor rmikt % im Ver- 
laiife dor Boweguiig dioHiille.//'iiieiuals crrciclicii, nocli weiiiger 
also iiberschrciton Icanu, mid aus (<1) folgt, dass auoli die Ge- 
scliwiiidigkeitcn iimner miter eiiicr keliebig ciig zii wiihleiulcn 
Greuze bleibcii. lliermit aber ist die Staliilitilt des Gleieli- 
gewiclites nacligewicsen. 

Zu dioson Hetraobtmigon wollen wir iioeb eine wiehtige De- 
iiicrkung liiiizufiigGn. 

Er ist weder iin vorigou Ibiragraplien, der von dem Satzo 
der I'b'baltung der Knergie liandolt, iioeli in diesom Bewoise fiir 
die Staliilitiit des Gleicligowielites ausgoscblossen, dass die vir- 
tuellen Variationcii nielit intogrirbaren Dedingungen miterwori'en 
sind, aid’ die wir sebon in §. 118 bingewicsen liabcn. Dei der 
Fra,g('. nacb deni Minimmn koimnen diinn aueb mir die diesen 
Ibidingungen geiiUgendeii Variationon in Ik'traelit. 

Nehnien wir z. Ib den Fall, dass eino vollkoniinon gbdde, 
schwere Kngiil gezwmigen ist, anf einer gowtilbten Oboriliielu' zu 
blidben, so sind koine derartigen Bodiiigmigi'.n vorbanden. An 
der luichsten Stelle der gewidbten Fli’udie wird die Kngol niebt 
in stabileni Gleicbgewielite sein. Du', Saebe wird aber sofort 
andors, woiin wir die Bedingnng stellen, dass die Kugel auf der 
Oberdiiebo nur rollon, niebt gloiten kami; liegt dann zngleich 
der Sdiwerpunkt excentrisidi, so kann das Gloichgewieht an der 
biichston SteU(‘, dor Untorlage selir wold stabil sein, wenn zu- 
gltiick der Scbwcrpunkt in der Kugel seine tiefsto Stelle bat. 
Ob das Gleicbgowiebt in diesom Fallo stabil odor labil ist, wird 
von dem ViuduLltnisso dor Kxcentricitiit des Scliworpunktes zu 
der Kriimmung der Untorlage abliilngim. 


§. 122 . 

Dio Principien dor Dynamik. 

Wir babon noch zwoi andcre Fonnen zu bospreebon, in deneu 
man die Grundgoscdzo dor Mcebanik darstellen kann, die einl'aebe 
Folgcrungen des d ’ Alembert’sebon Princips sind, vind deron 


AIihc. h ui( t. 
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Fig. no. 


// 


jodcB oiiU! iu*u(! Migoiuscliart dcu’ Hcwcgitngsvdrgiingc aiisdiiiclct, 
Man orhiilt kic, woim man die tliatsiicldicli ciuln'tfndc I!'‘Wi«guug 
ciiios SystcinH luit uincr uiio.iullich wciiig dasou vcrsidiit-dciuai, 
cutu'.r variirlt'u Ut'wi'gaia'; vcrgifiidil. 
iHt liiiadad wiadiaann vnii \(>r(ludl iTu’ deji 
Ausdruck, dii^ l.agrii das S^stt-ms dtindi dia 
Lagu ('iui's l‘unkti‘s .t in dt‘ui Uauina II /n 
vomasidiaulii’hfii, wulud tlia iSawagamg 
Sysl-tans (lurch dit‘ Hcwcutuig dcs I'unktcs.T 
auf (‘iucr (’urvt* iui Ilaunu' II dargcHtallt 
/V,' wird. Wir wolhii anuahini'n. dtircli dio 

V\\v\o A (' II Hci die fh.atN.'iiddifh ciidrctcnulc 
lUnvcgtiiig dcN S\%tcijci ;tUN dec Anruugs- 
lag('. .d in di<^ Mndlagc /»’ darg«"'ttdlf. 

Wir vo.rgli'ic.luui liicrinil. (dnen audaren, aliar iiucudlicti 
Innuic.hhartun HedaTgang aus dcr.sf I he n Aul'aiu.t>4aci> .1 in 
di(!HoU)o Kndlagc' U. Die I’linkle dieter variirtan I'.ahit firdnen 
wir in oimu’ /.uuiicdist willkiirlieheu W(dar den Dimktini d(»r 
ursprunglicdKai Ihiliu '/.u, su duHHi der I’uuki ,t einen he. 
fitiminiciu Dnnki itl /.uin Hi'gleiter hut, wida i jedueh iiicht stu'.’ius- 
gesotzt wordim sail, dass etwa j( and .7' zur adle-n /eit erreieht 
wnrd('u hoIL 

I'ks Holl in d(‘m Augfuihlickt' /, der d»T L;e!>* n df« S3 
oiitspriclit, der Puiikl. /n,- die (‘oordiiialen .c„ //,, , haln-n. llei 
der variirton Ikuveguug nidgeu dem Dmdifr ,t' die Zei! t ^ ( 

und dio Doordiiiateu .(V j d ./*,,/a •' d/n, d*-. I’nukte', ai, 

ontsproclion. Duu thdiurgaiig vnu -n /.u n' hl•/-^•iel^t^eu wir nut 
(tt, n'). 

di a!** willksirhrln-, 


llior Kind also die 


wtetigo and utunidlieh khdiu' FuneiitUHUi mui I aii/ii «eh«'U, 


. :dt(*r 
l^t g» 


irgoml eino. Kunetiou iler .r„ 3/,, t, ho i'4 


' \ (\i\ 




die Variation vou cp Ihuju reliergange f.t, .t*i. 

Hind und /, die Zeitjninkte. in deiieu dan <3 .fem hei der 
wahreii liewegnng di(' AnfangH" nud Dudiaife d jind It »*i!EHtu!ii!t, 
80 nelunen wir an, dasH aiudj die vnriirle !'*ewer:uiig von der 
Dngo A y.ur Zoifc h, ansgtdie, wiihrend die /.ut .h-r Kadla-e II 
vuriirt ungQiunmnen wenhui und iitit rtf. h.-.-ru-ltu-t mhu 
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Dio rrincipieii der Dyuamik. 
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soil. Da die Anfaiigs- und Endlago nicht variirt wird, so siiid 
fur t = ti) und t = ti die Variationcn = 0 zii setzoii, 

Bcdeutet dt die Zoit, dio zur Durclilaufimg des waliron 
Balinclomontes crfordcrlidi ist, iiiid sind dxi^ dyi^ dcp 

die cntspreclicndeu Aeuderungon dor Coordiiiaten imd der Func¬ 
tion (p, so ist 




?) (f 

'() t 


dt. 


Iliordurch ist aucli dio Bodcuitung dor Zoiclion dd.T/, dd?;,;, (Zd. 0 ;, 
d()'t gcgGl)Oii, und os ist dor Wcrtli dtu’ Zoit und dor Coordi¬ 
nate Xi in doni Punkto 7r[, dor dem Bunkto ?c, ol)Cnso zu- 
goordnot ist, wio dor Piinkt dom Punkto ?c: 


(2) Xi 4- dxi 4- dxi + ddxi, t + dt dt + ddL 

Dio GosoliwindigkGitscomi)onont 0 tii =-- dxtjdt ist aber oiiie 
Function dos Punktos •re und bat in dom Punkto %' oinon variirtou 
Worth-iti-l-du;. Fs ist abor naoh doin Begrillb dor Ooscliwindig- 
koit und iiach (2) 

, . V __ ^ ^ ^ ^ 

^ ^ c/di dt ’ dP ’ 

und FntH])roohondcs gilt I'iir dio Variation dor boidon andoren 
G('.scliwindigkoitsoomponouton 'Oj, /o,;'). Ist also 


Dio HodoulAing dor Vuriaiioii d' li'iHHt. Rich allgomoin bo dofiniron: 
Man l)otraclit(5 I, ... liUigH dor Curve .A, C, Ji iiIh l'’uncticmon ciuer uu- 
akliiliigigou Variablon « und bozoiclino dio Dinbrontialquotioiiton irgoml 
oinor ]'’uiiction. ip nacli s niit dip. JOb soi 't> irgorid (sino I’liuctiou von der 
Variablon 4, ..., df, d ... (hIo kdnuto aiicdi nocli lidlioro Difforontial- 

quoUoiiton enthalton). Ks Hcion nun dV, dkr^, ... wi!Ikurliolio Func- 
tionon von », und a oino unbostimmto CoiiBtanto. Man crHctzo in '/> dio 
k'unctionon 

durch i "k cdt, .T; / dkr^., 

alHo anoli dt duroli d{b 4“ d f ■] uddt, dx^ durch d [x^ -j- 

1 . - (/.<■; -1~ woduroh '/* in ubergohou mngo, und vorRtobo untor 

()'d> don Coerfioionton dor oraton I’otonz von e in dor Entwicko- 
lung von •!>' nach stoigendon Potonzon von e. Aufl diosorDofinitaon 
orgkdjt sicli z. D. 

ddt ™ ftcG, r/<r.r^ zr: 6'dXp . . . 

[Vgl. bagrango (17(>2) (OBtwald’H ClaBsikcr, Nr. 47); GauBB, I'rincipia 
gonoralia oot. Worko, Hd. V., S. 5‘J i‘.] 



296 


Vierzehnter Abscbnitt, 


§. 122. 


( 4 ) 




die lebenclige Kraft, so ergiebt sicb aus (3) 

l^dxiddxi I dyiddyi d_^ 
dt ' dt 


(5) + 

•unci mit Benutzung der Relationen: 


d 8 z'i 


d8t 


dt) dt 


dxi d8x{ 
dt dt 


7 dXi „ 

d-^8xi 

^ 8x- 4- etc • 

dP ^ dt 


(6) dT = 


+ 


-s 

i- 

dt 


fd^ Xi . 




dt 


Diesen Ausdruck miiltipliciren wir mit dt und integriren 
zwischen den Grenzen 4i ^4’: ^Vii beiden 

Grenzen = 0 angenommen haben, fallt nacb der Integration das 
dritte Glied, in dem sich die Integration ausfiibren liisst, lieraiis, 
imd es ergiebt sich 


t] 

( 7 ) 


8Tdt : 


-^J 




T ^ dt 
dt 


Es bedeute 




dt 


( 8 ) dA = -2 [Xidxi 4 - Yidyi 4 - Zid^i) 

die Arbeit, die dnrch die Verscbiebung (tt, tc') gegen die Krafte 
des Systems geleistet wird. Diesen Ausdruck multipliciren wir 
wieder mit dt und integriren zwischen denselben Grenzen. Dann 
ergiebt sich durch Yerbindung mit (6) 


( 9 ) ^(^T~-\-ST-SA)idt=z 



Wenn wir nun aber annehmen, die Verschiebung (tc, %') sei 
eine virtuelle, so yerschwindet nach dem d’Alembert’schen 
Principe das zweite Integral yollstandig, und es ergiebt sich 


dt. 



.1 


J L 

k 

als Bcdiiigung flir die tluitaiicdilicli eintrctende Bewegung. 

Ilierbei ist abor wobl zii bcuclitcii, dass die Vcrschicbung 
(?c, tt') in dom Augenblioke t cine virtuollo sein muss. Dai’aus 
folgt niclit, dass die variirto Balm ACB mit dcii Bedingiingen 
dor Aufgabo vertraglicli scin muss, da ja dor Punkt %' aiif dioser 
zii oiiior andcren Zeit, niimlicli t -j- d'i, crroiclit wird. Es wurde 
nur danii die variirto Balm iiotliwondig mit deii Bodingmigen 
des Systcans vortriiglioh soin, wcun dioso Bcdiiigimgen von dor 
Zeit uuabliaiigig sind imd koine Dill'oroiitialo ontlialteii ^). 

Ziir Aufstolliing dor Diirorontialgleiclmngen dor Bewegung 
giobt nun die Formol (9) mohr als noting ist. Es gonligt, wenn 
wir zwisclien don Variationen dos Ortos und dor Zeit noch cino 
Relation willkllrlicli aimelmion, und jo nachdom man dioso Rela¬ 
tion so odor andors wiililt, orluilt man vorsebiedono Formen dos 
rrincijjs dor Dynainik. Zwoi dioser Formon sind es, dio in dor 
Mochanik besondors bonutzt wordon. 


§. 123. 

Das Ilamilton’sobc Princi]) und dio zwoito Dagrango’seho, 
Form dor Dirforontialgloiobungon dor Dynamik. 

Die ersto Spooialisinmg dor Formol (0) in §. 122 bcstolit darin 
dass idllfn dt = 0 sotzt, also annimmt, dass dio Piinkto 7t und tc' 
gloiclizoitig durcblaufon wordon. Daim ergiobt sick das 
Hamilton’sclio Prino.ip in seiner allgcmoinon (lestalt 
<1 

( 1 ) 

Iliorboi ist wedor iibor dio Kralto noch iibor dio Bodingungon 
irgend cine Vorauasotzuiig gomaebt. 

Eiiui wosontlicli oinfachoro Goatalt nimmt abor die Formol 
an, wonn wir oine Kriiftefunction U odor oine potontiolle Enorgio 
p r™ •— ?7 vorausHotzon. Dann ist 5 J. — P == — d T/, und 
wir kbnnon dio Formol (1) so sebroiben; 

’) Diesen I’unkt liat, zuorst Holder War gelogfc. Gutting. Nadir, 1806. 
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ij. Iii3. 


d' (T+ l])dt I 


In cliosor Form wire! das Ilamilton’solio Princip gowdhn- 
licli anf^owaiidt. Es ist liiorbei zwar tlio Existenz oincr Kvilfto- 
fiinction vorausgosetzt. Diese kami abor auc.b nooli von dor Zc'.it 
abliangeii. Ebenso kdnncn die Bedingungen von dor Zuit ab- 
biingen, Boi dcr Bildung dor Variation (V ist dio Zoit 
nicht mit zu variiron. 

Wir wollon noch zeigen, wio sich aiis dioaom Princip (li(5 
Difforcntialgleioliungcn dor Bowt^gung hcrloitcn lasKon. Wir 
nebmen wie frilber dio Lage dos Systoina boatimint an durch oint'. 
gewisso Anzabl von einandor iinal)bangigor Variablcn (/i, <7^, . ■< . 
imd inacben weitor dio Annabino, die nun freilicb oino tUn* 
Einfaebboit balbor geniacbto ])o.acbriiukcndo Vorauaaotzung iat, 
dass aucb dio Vaviatioium d q, 2 , ... von einandor iinai)luingig 
Bind nnd dass dio Fnnetion I! nur von don uiid o.twa noodi 
von dor Zeit, aber niebt von don Abb'itiingon dqildt al)bjlngt. 
Ziir Veroinraciuing aotzen wir 

( 3 ) <J, - 

und donkon mis nun also T(I ala Eunction von f/,, 7 .^, . . 
7 i, 72 , • •. dargoatellt. Dann orgielit aioli ana (2) 

Nun sobliesst man win in §. 122 (H) 

.v > d i) qi 

woraus man dio Identitiit abloitot: 






also, da dio dqi an don Gronzen doa Intogrnla vorsclnvindon: 


\ '(Uii d4'()({{/ 













§.124. HamiUon’sche dynamischo Differcntialgleicliungcu. 2‘.)9 


Dil wif nun die d tji als von Ginander unabhiingig au- 
goiiommcn liabcn, so ergiebt aich liioraiis das System von 
Difforontialgleiclumgeii: 

^ d (Ji " ' dt 

imd die Anzalil dicaor (Uoicdimigen ist so gross wic die Anzalil 
dor uu])ckanntcn Functionon (/;. Fs siud Dincrcaitialglciclmngen 
zwoiter Ordimiig, durcli den-ou Integration, wtnin die Zabl dor 
Variabb'.ii r/*- ist, 2iii willkilrlicdio Coiiataiiten eingoriihrt werdon. 
Diese Gloicliungcn sind miter demNamen dor Lagra,nge’scbcii 
Diffcrentialgleieliuiigen (in der zweiteu Form) bekaunt. 


§. 124. 

Dio Ilamiltou’sclio Form dor dynamisclioii 
D i f 1“ 0 r 0 n t i a 1 g 1 e i 0 h u n g e n. 

Dio Ilaniilton’scbo Form der DilTercntialgleicliimgon dor 
Dynamik ist cine Umrormung der [jagratige’sclicn, dm darauf 
borubt, dasH man iin Stelle dor (/'i andero Vaiiablou durcli die 
(Jloiclimig eiiifulirt: 

.,.. r) 7 ' 

(1) *'‘ = Tr^r 

Dami kann man mit Hillfo dieser Gleiehiingon die Function T 
als Fimetioii dor r/i, ..., jjii, ... darsteUen, iind man erbiilt 
so 2m mibekamito Functionon von I'iir die man abor aiudi nur 
2 m Dinercntialgluichungen orstcr Ordinmg findet. 

Zu liomorken ist, dass die q'i nur in 7', niclit in IJ vor- 
kommon, iind dass 7’ oinc liomogono Function zwoiten 
(rra.dc8 der Variablon q'i ist. Dio Gloiclmngen (1) gobtm dalior 
ein System liiicarer Gleichungen filr die r/', doren Dotermi- 
nante niidit verscliwindet, woil T fur kein von Null vcrscliiedcnes 
Systiun d<u' Variablon q'i versidiwiriden kann. 

Nacli dom Euler’schon Satzo liber die Iiomogoiion Func- 
tionen hat man dio Jlolatidn 

( 2 ) s Si'-'/;• 

(} qi 

Wir drlieken nun T oinmal durcli qt^ q'i iind dann dure.b 
uiid au8, und bezcichnen dio Diflbrentiabiuotionten von T 
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unter der letzten Voraussetzung durcli Klammer a, 
dann durch vollstandige Differentiation 


man erluilt 


a a.- 


^dT , , 
- 2 aZ 


itlSU 

(3) 2[||+(g)],,, + 2(g)‘^B+ 

und andererseits aus (2) 

( 4 ) 2dT = qi dpi '^Pidqi^ 

also aus (3) und (4); 

2: [If + (gf)] <2«.'+s [© - =0. 

und Meraus, well hier dqi und dpi willkiirliche Differentiale sind: 

rei ' 

\HJ dqi' \dpj~^^' 

Dann haben wir nach (6), da U auch von pi unabliiingig ist: 

(7) ^ _ fdiT—U) \ /d(T— U)\ _ /dT\ 

\ dqi / ’ \ ofi ) \dpi) ’ 

und w fuhren jetzt eine Function E, die H a m i 11 o n ’ s c h e 
Function, durcli die Definition 

(8) T — U = E ■ 

ein, denken uns aber diese Function nicbt durcli g,-, sondern 
durcb qi, pi ausgedriickt. Dann kdnnen wir bei den partiellen 
Ableitungen die Klammern wieder weglassen und erlialten aus 
(6) mit Benutzung von (1) und §. 123 (3) und (5) 

('Qj _ d^ dE dpi 

dpi ~ dt^ 'Hi~~ ~dT' 

und dies ist die Hamilton’scbe oder aucb die canoniscbe 
borm der dynamiscben Differentialgleicbungen. 

Aus (9) ergiebt sicb' 

(10) V — ^ 4- V _ n 

^ dpi dt ^ dqi clt ~ 

und die linke Seite dieser Gleicbung ist, wenn E von der Zeit 
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iingig ist, dor DiffcroiitiakiuotiGnt dEJdt. Man crhillt 
also uiimittelbar dcii Satz von der Erlialtung dor Energie 
; Form U == const. 

§. 125. 

Das Princij) dcr kloinstoii Wirkung. 

urch ('.ino andoro speciello Annalime ilbor die in dor all- 
Qen Eoriuol §. 122 (U) anziiwondonde Variation golangt man 
3 in l)oriihmton I'rinci]) dor kleinston Wirkung von 
lOrtuis, was obonlalls zur Aufstcllung dor dynamisclien 
3 ntialgl('i(“.hnngon boiiiitzt wordon kann. 

[an kann auf dcr variirten Ikibn AG'B (Fig. 50, §. 122) 
oin Funkte 7t' ontsprcicliondo lobondige Kraft boliobig an- 
311, wonn sic mir von dor dom Punkte jc ontsprechonden 
.licli wonig vcrstdiiedon ist. Dadurch ist die Variation dor 
6'15, (irst bestimmt, und wird im Allgomoinon niebt mebr 
. NnlL 

Ian willdo nun diosc Variation so, dass 

— 8 A. 

d. h. man mdimo an, dass die Variation (jr, jr'j so vor- 
iimon wcrdi', dass dor Viudust an kinctiscdior Enorgio gloicb 
eleistcton Arboit wordi'., d. In, so wic os dor iSatz von der 
tiing dor Kuorgio vcudiuigt, wmm wir auch liior nooli niobt 
lolnnon lirauc.lion, dass Inn dor wahrou Bowogung ACB der 
von dor Erlialtung dt'.r Enorgio bostolio. Wonn. man dann 
sliminirt, so kann man die Gloicdmng (0), §. 122, so dar- 
n; 

‘i {Ttiisi I - A rai) = 0, 

h 

aiudi 

U 

8 [ Tdl 0 . 

iV('.nn der Satz von dor Erlialtung der Enorgio Gultigkoit 
wonn also oino von dor Zeit unabbaiigigo Kraftcrunction U 
rt, HO ist, wonn wir mit h die Integrationsconstante bo- 


nc.n: 



Vic 1’y. e hni,fr Ab h ohni1.1. 


i]()2 


(3) 7’=//^^, 

mid dicso Relation iuuhs auc.li boi tier \'ari:iiion in (2) (‘rhulte.u 
bleibon. Be/.eichnen wir I’erinn' mil f/s, tins Wegt'.leineul deg 
Punlvtos ?;//, so ist 


(4) 


1 

2 ilC^ 


mul wciin wir also 7'mul dt diur.h (.’!) nud (4) aus (2) eltmiuiren, 
so orgiid)t sich 

(5) (V I y// I h ) mi t/.sf ■ U. 


Das Integral (5) ist nun niehi nudir tun Zoitinlt'grnl, .sondern 
llbor cino Strecko zu ntdnne.n. Man kann etwji eiuou der Wegt's,- 
als imabbiingigo Variablo aulTaHKon, uud sti liuitet dauu dag 
Priiicip so, dans das Integral 


(G) j Td t j ] 1 li y m, t/s/, 

das man als die. Wirkungsgriisst* beztnehnet, lad dtu* that- 
siicblicli (dntreteiuleu Iknvegung aus dtu' Anfaugs- in tlic iMidlagii 
so Idoiii als miiglitdi wt'rde. Dieses Minimum Ihidet- alier nur my 
lauge wirklie.h statt, als die beideu («retr/.lagtni uieht m weit huh 
oiuandor gewiihU we.rden >). 


b Vcrgl. Jacobi, 
Art. (;i5. • 


Vovlctiungcu ubri' Dyuainik, Dci't/., Mcchnuik, 
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¥ il u r /- 0 . h n 1 0 r A h s c Unit 1. 


E1 e k t r o s t a t i Iv. 


Vo (it 01'(Ml i 111 ol ckti’iK oluMi Kt'.ldi'. 

Nacli (loii ill lU'i* iKUicreii I’liysik ziir Ilori’sclial't f^okomiiioiicii, 
inif Faraday mid Maxwell xiiriiolcgiilieudon AiiHcliamingon 
wordou i'air Fa'lcliinuig doi’ eloktriKoliou Flrseliciiiuiipjoii liaiipt- 
Hiudilitili Vor^iiugo uiid Zustiliido iiii I)icloktricum, d. li. in 
dim dio Leitor dor Mli‘ktrieit;lt miiffelicmdou Niclitlidioni lieraii- 
^('zojfeii‘). Durch dio IVi'ic' Fdoklricilill. wird im Diolcktricum (‘in 
S|)aiinuu^s- odor Zwauj^sziistand lioi'vorjforufun, duroli dim in 
jcdoni Voluinonoltmumi. I'iii .L!;cwiHst'r Knorp;iovi)n’atli ;iul’ifi‘S])eiolu‘ri; 
wird, ol.wa wii' lii'i eiiim' durch oin (lewiclii iJiiespiumloii lu'ih'r. 

Ziir aiialytisclum 1 )arstolluii,u; diescr Vorliiili.nisso dimkoii wir 
xiiiH don i^mnzon Iiiiiini aiis^u'nilli. mil. einfii) IHelekirioum, in dmn 
oinzoluo holiohig goHtnltolo Leilor di‘r Fdokirieitiit, vmi ondliclier 
AuBdoliniiiig (‘iiigohotioi; isiiid. 

Wir Bcldiosson auch don Fall iiiclil'/ auK, daHH das Dioloktri- 
ciim aus vcrscliiodoiiartig'on IloHtandtlu'ilon hosti'lil, wio os z. B, 
ointritt, wonn in dm* Imft. Nichiloiti'v dor Fdokirieitiit aus vor- 
Hcliicdoiioii Substanzi'ii (dnffela<fori .sind. 

h A 'rroaiisu on F.lticlriiul.y tunl MiianotiHiu by JiiincH (Ilcrlc Mux- 
wall, Oxford 1H7:!; douiHoli von \V('inHti‘in, lierlin IHS.'l. Auh dor dcui- 
sclicn Litcraiur ubor dit'Hcn (b'l^cnHlaiHl (‘rwilhium wir Idcr dio A1)lnLiullnnK 
vou Ilori.z, jjUober dio (Iriiiulf^lcioliunjxou dor Bliiktrodyniiniik in ruhondou 
Kririiorn", (iditingor Naidirioliton IHIK). (kiHtumni'Uo Abliiuidlungon II, S. liOH. 
I'Til)])!, Kinfiihrnng' in die MaxvvidPHcdio 'riionrio dor Ml(‘,klrioi1.iil.(Loii)zij^ 
isiKi). Holtznianu, VorloHuufjfon iibor dio Maxwol 1'Hcho 'riioorio dor 
Mloktrioililt nnd doH Liolito.H, Loijizi/^ IHDI bis IHOB. nolmholiz, VorloHuna'ini 
iibor dio (doklroimipudiHO.bo'riioorio doM LiclitoR, horauHf'e{f(dion voniviinia 
und lluiif^o (1H1)7). 

lUoiiitiiiu- \Vt>ln'i', I'urlioUo nilTcrdjitlalgloIcbiuitioii. 20 




Kiiii I’zcli 11 ti'.i' AliHclui ii.f. 
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yuB 


Die Ijoitur ilor Eloklricitiit siiul nacli tliiiscn Aiischauunifi'ii 
dadurcli cliaraktt'.risirt, (lass in ilmoti ein Spanimiigs/Jisiaiul Hich 
iiielit lialtcii ka.iui, soiulcirn mii, dor Zidt zorl’iilll., uud foliiilich 
kaini lui liinorou oiuos Loiters iiii (1 1 oio. li p;o wicli is z; us ta ii d 
ki'itio Liior^do auro;os))Gicluu’t soiii, 

Zur Darstolluiig dos oU'.ktrisohou Zuslandc^s in di(',som Foldo 
l)raiiolioii wir zwoi Voc.toroii, vim doium dor oino B; als KraD, 
diM' anilt'i’o T' als oino diiroli dii'so Kraft horvorju'orufono. Vm- 
scldolninf^' auf^ofasst ^Yordcn kann. Dio Kraft (v lioziolit sioli anf 
dio Voluinoni'inlioit, and uiif oiii VoluinonoloiiH'nt i/r wirkt ilii^ 
Krait iSuh. 

Dio Vorsc.liiolnini^ w(!okt oiiu'. dor Krafl. K i^lfiolio and 
ontgogerngosotzito (Jogonkraft, • iilinlicli wio ilio idaslisohi' Kraft 
oinor gospaiinton Kodor d(jr spaunoiidim Kraft oidgogonwirkt. 
Dio in oinoin Voluinonoloinimt (It amgc^liiiafto (poiontiidlo) I'aiorgi'' 
ist dio Arlx'.it dor Kraft Kdr, also das I’rodiiot aas din’ Krait 
iind dor naoli di'.r Itioldaiiig dor Kr;ift go.schalzfon Vorsoliioimiig. 
Das oUdctrisolui (lloiohgowioht wird dann ('introitai, wimn dii' (Jt'- 
sammtg'riisso diosor Knorgio. oin Mininnnn ist (^. 121). 

ZiinfUdist iniisson wir dio Voraiissotxungcm, dio xu nniolion 
sind, goiiauor i)r;lo,isiroii: 

1. Dio Vorsodiic'Kuiig D ist von dor KraJ't K a))h,'ingig. In 
oinoni iaotropon Diolo.ktriouin, d. h. hoi oinor Sid)Hlanz, 
dio sioli in alien lUohtungon gloii'.li vorhillt, lia.hon laado 
Vootoron di(i gloiolio Riohtung. Wir sol^con dii'son Kail 
liior adloin vorans, solum also von krvsiallinisohon Mo.dion 
all. Wir noliiuon an, was vitdloioht niir in oi’slor An- 
niihorung xuiriH’t, <la.sH dio DWi.sso dor Kraft luit dor 
(iri)ssG dor Vorsohiohiing proportional ist, and sot/on 
donmaoh 

fl) r--/.(L 

Dor Codflioiont k hoisst ilio Dioloktrioitii ts- 
constaiito. Sio iat in oinom liomogonon Mialium oino 
wirklicho Constanto, um abor iiuoh iiihomogimo Diolok- 
trica zii boriioksiolitigon, solum wir i- im Allgomoinou 
ala oino Funotion dos Orios an, iind soldiosHon aiudi don 
Fall nioht aus, dass e an Kliiohon luistotig wird. Dios 
lialjcn. wir dann iinzunohnum, wonn /.woi vorsoluculono 
Dieloktrica sich in oiiuir Miiolio boriiliron. 








§. 121'). 


Voctori'.iL i 


(.'• 1 0 k t r i H c ]i e. n K o 1 (I e. 
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2. Die Gi'iisse 

(2) lliv ^:=r-. Q (§. 87 ) 

hoisst (lie riiiiinlielio Dic.litigkeit der wiiliroii Elck- 
tr icit iit. 

D;i.s ProdiKit Q(lt isii die iin Volumoiiolemeiit dx un- 
goliibuftii Mougo Widirer Fdoktricdtilt, imd q ist oiuo 
k'uiiciAoii (los Oi‘lr('s, die niudi iinsti'.iig soin kjiiiu und die 
iilx'.rall da, gleieli Null zii soi/^en ist, wo k(jin(5 I’ii.uiulkdic 
ok'.kirischo Ladling vorlunidi'ii ist. Wii- kihuien also 
gorado/u die Lloktrioitilt als Vor- 
dicditimg odor Venlihinuiig cimu* 
liyi)othol',iscliouSnl)sta,uz, dos Aotlicrs, s 
a.ulTasseii. 

3. Der Vooior li) kaiiu a,n Fliichou 

unstetig sciii. Ist H <'ino sololie 
Uust(‘tigk('.it:sllilidi(', und i/a oin Lle- 
Hieni dii'sor Fliiohe, so xiolion wir 
in einor l)eli(3higon Itichtung idno Nonuale 7g mul iiubor- 
soheidon luudo Soitani voii do dnroh don liulox - 1 - und - •, 
win die Figur zoigti. Isl; daim /),■ na-oh der llexi'itdiiuing 
in So die Foiuponento von D in der lliehiuiig n, so 
hi'issl, diii DidVreuz 

(3) v^! — <> 

die Klilchoudioh tigkeil dor wahro.u Field,riei- 

tiit, iiiul lido isl, die a,nr deui Fliiohenehnneul, do a,u- 
goliiiurte Mongo walirer Flekirieiiiil. 

4. Wiihrond die Verseliielmng 2 ) von <lor (Jriisso I), die 
wir mis als uuendlieli Ideiii vorsiellen, aiisgefulirt wird, 
wiiehst die Kraft G stotig von Null his zn iliroin. vollen 
Wortho I'l luu’li der l'’onnel (1). Dei dor lloreelniung 
dor (n*aammtarl)oit ist daher dor Mittelworth j I'] in Iteeli- 
ming zu zielion, und os orgieht aieli daraus j'ilr das 
Floinonl, dr. iiaeh oingetrotoner Vorsehiobnng dor Fiiergie- 
vorratli 

( 4 ) dT — lj EDdt, 

nnd dara,na orhiilt man de.u Fncrgiovorra,tli di's ganzen 
Systems 

20^*' 
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Fiinfzelinter Abschnitt. 


(5) T = 

Hier Laben ® und 2) gleiclie Kiclitiing, iiud c 
lier, wenn wir die Componenten 
eiiifiilireii, 

ED = E^Dx -j- EyDy E^Dsi 
und folglich 

(6) ^ f f 

Der Gleichgewiclitsziistand wird daiiu oiiitrciti 
cliese Grosse miter den gegebenen Hcdiiign 
klein als moglicli wircl, oder weiin fill’ j(ul(' 
Variation d®, d2) der Vectoren (5 uiid < 
\'ariation 

(7) dT=0 
ist. 

5. Wir nehinen an, dass der elektrischo Siiiiiiuuii!. 
auf ein endliches Gebiet bescliraiikt soi, dass alj 
encllicher Entfernung eiii uneloktrisclicr Zustaiul 
Audi nelmien wir die UnstetigkeitGii dos J'kddi'j 
endliches Bereicli besclirankt an. Dies driic.kt si 
■ folgende Beclingungen aus. 

Jenseits einer Kugel R niit liinlanglicli grossoin 
sind die Componenten Ey^ E. iiberall bostiminto lu 
bunctionen des Ortes. Die Gesammtenergie des l^'clde.s 
wir mit dc3 das Fiachenelement der Einlieitskiigo'l, n 
Radiusvector bezeichnen, iiach (1), (5) und ((>) dm- Aus 

(8) j doj I £ (E- -)- -j- E^) r'^d r, 

U* 

und wenn wir einen Punkt auf einem Radiusvector r u 
liche verschieben, so wird die gegen die Kraft G gc.b'isR 
durch das Integral 

( 9 ) \^Erdr 

ausgedriickt. Wir nehmen an, dass diesc Intograh', (H 
endlich seien. Diese Annahme involvirt die andoias da 

(10) \im EEy^O^ \im li iC - ^ ^ 



i?. 127. 


Das olcktrosiatisclio rrol)lcm. 


:j()y 

we.ini li wircl. Dio Iiitogralc (8) uiul (D) sind siclu-r 

o.ouvergoiit, wGini sicli oinc positive Zalil 7.: bestimmeu liisst, so 
(lass 

(U) + + 

iur R :=^ CD uiclit unoiullicli W('.r{loii, also siclRU’ daiin, woim 

(12) E- WRy, 

nioht uiuaullich wordoii. 

Dio Voraiissotziiiig, aut die (’.s W('.s(',ntlioh aiikonunt, ist die 
(,’ouvoi’genx dor Intogralo (8) imd (!)}, Du'.so fordcod; di(', lUda- 
tioiion (10) and wird voii jtidor dor Dodinguagou (11) iiiid (12) 
t'iiigoscldosseii. 

Diciso Voraussotziuigiui solbni luis ilbiigonH nioht abba,lion, 
gi'b'gciitlicdi auoh oinon ins Uiu 3 iidlicli(', verlauroiidoii oloktriBolioii 
Zustand zii botraohtuii, v,. D. tducii init Dloktrioitiit goladonon 
muuulliohou (lyliiidor. Dana ('rl'ordorn die lotztoii Bodingung('.ii 
gowisso Modi li cation on, auT di(i wir in don oinzolinni Kiilb'ii 
zuriickkominon wordcni. 

Nao.li dioser Voranssotzung bctrac.hten wir (!S als cine aus- 
roiobeniUi (ll{'i(dig(Rvi(ditsbodingung, wc'-nn di(', Cdoioduing (7) or- 
iTdlt ist I'iir alb', zuliissigon Variatioiu'.n ('i'l), die anssc',r- 
lia, 11) (iinor gaiiz ])oliobigon gosohl osscMuni I''l;i(!lio 
V {‘rs ('.li w i 11 d ('ll. 


Das dole tr osta,tisoli 0 Drobloin. 

Um das Probloin dor Eloktnistatik allgonu'in zn ronnuliron, 
iiohmon wir oin iinondlichoH Fold an, das nus Loitorn und Niclit- 
loitorii b(vst('lum mag. Unstotigkoiton dos Foldc.s niiigon in bo- 
lii'.bigoii Flilchon vorkotnnu'n. Dio oiiizolnon Kiirpor, ans doiion 
das System hostolit, botraohton wir als i'ostHtobond. In don Niolit- 
loitorn, scion os Keirpor odor Fliiohon, nolimon wir dio waliro 
Fdoktrioitiit, wonigstons (lurch dio bier in Dotraolit koinmcnidon 
Kriifto, als mibowoglicb niid unvorilndorlioli, also als oino gogoliono 
(h'iisso a,n. In don Loitorn, wo dio Kloktricitilt vollkoinnion 
loiclit bowogliob ist, ist dio wabro Floktricitflt vorilndorlioli, und 
nur dio in jodom oiiizolnon, von don iibrigon gotronnton Loiter 
vorhandoiio (Josamnitniongo ist als gogobcii zu liotraoliton. 
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Fiinfzebnter Abschnitt. 


§. 127. 

Wir wollen nun nachweisen, dass die Bedingung des Gleich- 
gewichtes 6T = 0 unter folgenden Voraussetzungen erfiillt ist: 

1. Im Inneren eines jeden Letters ist 

( 1 ) (5 = 0 , 2) = 0 . 

11. (5 ist ein Potentiatvector, d. li. es ist iiberall 

( 2 ) curl (S = 0 . 

Wenn man also die Function cp durcli 


(3) 

(4) 


93 = — Escls 


defiuirt, so ist 


093 


dx 


'dy 


dcp 

dsi 


Das Integral (3) ist, wenn der Integrationsweg von 
einem Punkte ausserlialb der Kugel B anliebt (§. 126, 5.), 
in diesem ganzen Raume ausserlialb eine eindeutige 
Function des Ortes. Wenn der Integrationsweg ganz ini 
Unendliclien verlauft, so ist das Integral wegen der Vor- 
aussetzung [§. 126 (9)] gleicli Null, und daraus folgt, 
dass 93 im Unendliclien einen bestimmten Wertli hat. 
Wir konnen also das Integral (3) aucli im Unendliclien 
anfangen lassen, d. li. wir konnen 93 so deiinircn, dass 
es iin Unendliclien vcrscliwindet. Dies soli fiir 
die Folge geschehen. Setzen ivir das Integral ( 3 ) in das 
Innere der Kugel B fort, so iindert sicli 93 stetig, kaiiii 
aber raoglicher Weise bei verscliiedeiien Integrations- 
wegen an einem und deinselbeii Punkte verscliiedeiie 
Werthe erlaiigen, also an gewissen Sperrfiaclien unstetig 
werden (§. 93). Wir nelimen aber an 

III. das Potential 93 ist im ganzen Felde stetig, im Un- 
endliclien gleich Null und in jedem einzelnen Leiter 
constant. 


IV. Die raumliche Diclitigkeit der walireii Elektricitiit 


ist in jedem Punkte des Dielektricums, also ausserhall) 
der Leiter gegeben; es geniigt dalier nacli (4) die Function 



§• 127 . 


Daa oloktruatatisclio I’robleia. 
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( 7 ) 


0 ^) 


q) in (Icin ^•niizcn Ihiiinio iiusscrlialb cler Leitcr dcr [);u'- 
ticllon Diirerontialglcichung 


(«) 


f).r 


+ - 


('!l 
() y 




worm Q (.'ino gcg('.l)Cuo Function dcs Ortos ist. 

V. An jodor niit Fdcktriciiilt gcdadcnon nic.htlcitcndcn 
Flilclio ist 

JP' — D; =r: 

einc gcgol)cnc Fmiotion des Ortcs, was I'Ur (p die Fo- 
dinguiig gic'bt 


-'c- 

\(! V / \d V / 

VI. AuC di'U Icitoiuloii Fliicbou ist 


• 43 E(J. 


(i)) J)+ jr ^ 6 

niebt gc'.gobou, sondern ('S ist nur das iibcr dio ganzo 
Obcrllilcbe oincs jcibiu cin/oliion Loiters orstrockto In¬ 
tegral 

(10) • 1 (Ulo n 


iniio g('gel)im(' (Iriissi'. 

Isl dioFliic.be ilio(»rcn'/e idnes riiundic.li ausgedehiitou Ijcitors, 
so ist, wenn ilie Nurnuilci v aus deni Lciicr in don Niclitloitcr 
bin(‘in positiv gerocdinet wird, .1)^" ” (), ulso ./>,!’ ” (J. Ks kilnnon 
n,ber aucb loitendo Flilobon vorkomnion, dio als unondlieh diinno 
Lcitc.r (Lbudi) /u Ix'.trac.liiou siud; daim gilt di(^ Foniuil (7J. 

Fs ist nun nacb/aiwciscui, class unter dic'Scui Voraussotzungcui 
T 0 ist. Nacb l‘i(! (O) ist alu’.r 

(11) r - \ />, -I- K /1-) dr. 

Nacb 120 (1) ist fenKU’ 

d-jr'I) — «(S, ■IciEc')® = ficK''}, 

also aucb ITir die ./'-('iOinponcnto 

4-7t I)_,. £ /o'.,;, •! 7E 6' I),f = £ 6' /0j„ 
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Fiinfzeliuter Abschnitt. 


§• 127. 


uikI folglicli 

d{Ea,D:,) = ^JDa^ -h = 2 

Da Gleiches flir die ancleren Compoiienten gilt, so erbiilt 

man 

(12) j (J^x^JDcc 4- KjSJDy 4- EJJD,)dt. 

Nach II. (4) ist aber 


E,SD, = -l£si), = - 

OX 

und daher 


dwSDx I d 6 Dx 

+ 9> 




div(93 6'D) dz 


4" (p di 


div d'^dt. 


Wenden wir nun auf den ersten Bestandtbeil dieses Aus- 
druckes den Gauss’schen Integralsatz (§. 89) an, so folgt init 
Riicksiclit auf die Stetigkeit von 93 

(13) dr = j 93 d {D^ — JD~) do 4 - j 95 d^dr, 

und wenn also dp und do die Variationen der raumliclien uml 
der Flackendichtigkeit sind: 

(14) 


dT= 93 do do 4 “ 9odpdr. 


Nun ist aber in den Niclitleitern dp und do = 0. In cinem 
Leiter L ist 93 constant, und folglich ist fiir diesen Leiter 

I 93 d 0 do 4“j' 95dpdr = 93 dodo 4“ j* dpdr^, 

und well die Gesainmtmenge der waliren Elektricitiit auf dein 
Leiter L gegeben ist, so ist 


dodo 4" dpdr — 0, 


auch dann nocb, wenn durcli die Variation d Elektricitat von 
der Oberflache des Leiters in das Innere gedrungen sein sollte. 
Folglich ist 

(15) dr=o, 

wie bewiesen werden sollte. 

Die Function 93 heisst das elektrische Potential oclcr 
auch die elektrische Spannung. Sie hat beim Glcicli- 
gewichtszustande in jedem Leiter einen constanten Wertli. 



Dcr Encrgiovorratli uiul die froic Ladung. 


Durch iUmlklic Bctrachtiuigcii, wic wir sie Ider znm Bc- 
weise dcr Gleicliuiig 6' T “ 0 durchgei'illirt liahon, lilsst sich andi 
der in oiiiom eloktrostatischcn Systonu'. vorliandono Energicvorrath 
selhst hcrcclmoii. Es ist iiiunlicli 


Tz 


1 ’ Cllt 

■ 2 . \(KH 


IK, ■ 


(Up 


JKj H- 






.!)• ] (It 


■ — “ j div (gj'S)) I • “ <pdiv‘Df/'r, 


mid woiin man wiedcr daa 
(rjiuss’sclion Satz umrormt 


crsto diesor lutogralc diircli den 


;j c/)(JrGi-|-i (p()(lv. 


( 1 ) 

IliorauH kdinicn wir sidilics.smi, dasK cs iiur eiiio oinzigo 
Function rp gchcn kann, die den Bcdingungon I. liiw VI. 

127 gcuiigt. Bonn aiigcnomnion, wir hiltton zwoi solclio I'kinc- 
tioncii (/),, f/i», HO wiirdc ihre Dill’ercnz 

7' f/'i — <P-2 

deiiHolbon Bcdingungcn niit q t-; () im gan/c'u Fcldo, mil (> rrr () 
an don nic.litlcitonden Fliic.hcn, und niit r; () an den loitonden 
Fliiclien geniigen. Fiir diesoH (p wilrde Hic.h dahor T ~~ 0 er- 
gelien Inacb (I)], und dicK int nur irioglicli, wonn /ok, .IHj 
verHcliwindeii, alno (j) (ionstant, niul da oh naiili §. 127, III. iin 
Uneiidliclu'.n vcmHchwindon Koll, gloich Null iat, 

AIh Corollar aua der lueriuit bewieaenon Eindoutigkoit dea 
eloktroatatiacben Brolileiua orgiebt sicli die folgoudo Anwondung, 
N(dimon wir die Aulgabe fur irgend ein gegebenes Syatorn von 
Bciitcn’ii und Nicbtleitcirn uIh gedoHt an, und Ktellon nun in eiiunn 
dcr riiuinlicb aiisgedelintcn Eeitcr, in dem alao q) constant ist, 
c.inc.n lloblriuun her, den wir durch oinen Niclitleiter, aber oline 
idckti-isc.lie Endung, orsetzon, so bleil)en aucb fiir dit^a neue System 
!i,ll('. Bc'.dingunge.n befriodigt, wonn wir dor Function rp in dicsem 
Iloblrauin donsidliou constanten Worth lassoii, und es orgiebt 
sic.b also, dass dic.sor Iloblraum gar keinen I'liiilluas auf die 
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]'’iin IV, 0 h u It!r Ab achu i11. 


i?. 12 S. 


cloktrisulio Verthoiliui.^^ lUiHiilxui knuii. Oli ! 
liolil odor mit leitt'udor Masso irjjfcud wulchor 
ist IVir die olt'kiristdu! Vt'rtlioiluiifji; iiu Sysitau 
Woudou wir dou Saiz §, 1)9 (,8) aul' die 
ergicl)t sitih, da, (p sti'tig, also )] r— () ist, 


01) also (‘ill {'.(iiuhudor 
Ichor Art. ausjjjtd'iilll. ist, 
stem p;lcu'h;i;URiii;. 
die Funciiou (p an, so 


die Eiitfcruiiufj; dor 
auf dun siuli q) bt'zudi 
43r()''" a/(/I ' 


tlv nod tlo von 
, and 


Nacli (2) ist; also </; das Nuwton’stdi 
diu init dor I)ic,hti,akoit- and (P in dci 
Inifora. Man nonnt diese, (Iriisstni di« 


hottndial von Masson, 
Eloiiu'.nton (It and <lo 


1‘ruit‘u Eloktricitiit. ini Kannadoniont dr. and iin Flitolion- 
(denumt do. Zvvisola!!! don Diohtigkt'ilon dor IVoion nnd dt>r 
waliroa Fdoktrioitiit hoatohi naoh I2tl (1), (2), (ll) dm' 7,u- 
saiuuiunlianfjf 

(a I I a 

and in ('ilium honu){j;enun Mi'dium also 
(o) 

An dor Oburiliiuho t'inos Luitors ist. 

(b) (J f Cd, 

Dioso Fornad abur /j;ilt. an oinor niobt. loitondoa Flilobo uur, 
woiin E za l)oidon Sidton donsolbon Worth bid; sonst- kanii uian 


let dio luit Fdt'ktrioitilt bi'lndi'iio Flilobo dio (Ironzo zwisobon 


oinoiu Fi'itor nnd dom Diuloklrioiun, 
(U'r tSidto d(!r nugaiivun v liogt, (br/; 


so ist, wt'iui dor Loiter auf 
'( »') ' - 0, and man orhiilt 


and folgliob ist aiudi in dii'auin Fallo. 
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Diis C!oulomh’Hclic Gosotz. 
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a — 

woriu £ die Dielcktricitiitseoiistiinte dos Diclcktricums ist. 

Woiin wir in dc^r kolgo von dor Diclitigkoit der Elektricitiit 
scldoclitwog redo.n, so soli d;iriiiitcr dio wnliro Elektricitiit ver- 
stundon win'den i). 

Bezoicdinot m;in iiiitit* dio Entrc'.nuing oinos varialdeii Punktes 
VdU oiiioni losteu Piinkto, otwn doni Goordinntenanfangspunkte, 
so ergiobt sic.li iuis (2j fiir oin nnoiullioli grosses Jl 

(7) ]in\ Jig) r—. j" q-'uIt -1-- | if'-do, 

uud dio linko Scute dieses Ausdnickes ist di(', gosamnite IMongo 
dor im Eeddo vorliandonou rri'icui Eloktricitiib Es ist also 
in grossc'.r Eutforniing niUicrungswciBO 

(«) 9 '-^ 

§. 129. 

Das Goulo]nl)‘'scko Grosety.. 

Dm veil don Ergobnisscui dor lot/-ion P>(',tra,(ilitimg(ui oiuo 
Aiiwoudung zu ma,clio.n, ludmuui wir au, in oiucuu boinogeuoii 
unolokirisclioii Dio.b'kiriouni sc'icui zwcu Goitor mit don walirc!)) 
nnd IVcuoii Ladungo.n r,, e,,, r*, G; cungoPotlol; p and (^r' Bind ™ 0 
zu Kotziui. Wonu (bum gg nnd g\, dice eoiisianiou Wortlio dor 
Kiinc.tion r/i in don boidon Dc^itern Kig. 52. 

sind, so orgiol)t siedi aus 128 (1) 

( 1 ) 2 7 '--rpiO, i r;),,o,. 

Ikizo.io.lmon wir niit fj dio Eut- 
rornung irgond oimes innoro-U Punklos 
dc'.s (U’ston Loitc'-rs von cUun ()biu‘- 
llacluuiohuncuit doi dossollnm Loitcu’s 
und niit rjy dio Entrornnng dosso.lbon 
Piinkto.H von deni Oboudliieliomdomont do^ dos zwoiten Loitors, so 
ist Uiiob 128 (2) 


‘) Aid (lii! Miidiwiitjiligkoit (lor IIiilerHCjlceiditiig zwisitlion wiihi'fr iiiid 
[Vcuu* I'UcikirlciliU. hid. Hertz tiuriue.rkHain geniaclil: ,d!u1)Cir die (iniiul- 
gleudiuiigon der Hlekirddyimmik Ciir riihonde Knrpor.** 
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Fiinfzehnter Absclinitt. 


§. 129. 


" ( 5 ldo^ 


' (5* do^ 


9^1 = 911 -t- J 9^11 

mid elienso ergielit sicli 

, { 6 *d 0 i f dtdOi 

9>. = ?>»= + 

Bedeuten also J?i, zwei mittlere Wertlie von und rai, 
so folgt 

9i = 9n + 9P2 = 922 H- 

Wenn nun angenommen wird, dass die Dimensionen der 
beiden Leiter imVergleicli init ihren gegenseitigen. Entfernungen 
unendlicli klein sind, so konnen wir Ii5i = = B setzen, iind 

iinter B die Entfernung der beiden Leiter verstelien. Dann 
wird aber nacli (1) 

r. m I I “f" ^0 6'! 

2T = (Piidi -t- 922 ^2 H-? 


( 2 ) 


T = 


9ii^i • 


92 2^2 _j_ e, 


1 ^2 
B ’ 


. 911^1 + 922^:3 ^ 


sB' 


worin s die Dielektricitatsconstante des Dielektricums ist. 

Wenn nun die beiden Leiter um ein unendlich kleines dB 
von einander entfernt werden, oline dass die Ladung geiindert 
wird, so bleiben 9)32 ungeiindert, und es ergiebt sicdi 

(3) = 


und dies ist die Arbeit, die bei der Verscliiebung d B zu leisten 
ist Die beiden Leiter liben also eine Kraft auf einander aus, 
deren Grosse 


(4) 


£l!2 __ ^ 4 

eB^ B^ 


ist, die die Richtung der Verbindungslinie B hat, und die bei 
gleichem Vorzeichen von ei, e^, eine Abstossung ist. Dies ist das 
Coulomb’sche Gesetz. 

Zu demselben Resultat kommt man auch, wenn man die 
beiden auf einander wirkenden Korper als Nichtleiter annimmt. 



§. 12!). 


Dae Couloiiilj’eclic Geaetz. 
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Ini locnui Uauino (uiul in dor Lnl't iialiezii) wircl £ — 1 ge- 
sutzt. Danu ist nacli (‘.I) als Einlio.it diu l^lcktricitatsmcnge aii- 
gonoinniGii, dio in dor Einhoit dor Entiornimg im lecren Raimie 
auf dio ihr gloiclio i\I(nigo die Eiulioit dor Kraft aiisiibt. Dies 
ist dio oloktrostatisclic Eiulioit dor Elektricitiit. 

Uiu di(' Dinu'nsionen anzugu'ben, in doiioii oino (Irussc ge- 
inossou wil’d, bedienen wir nns dor nbliolien Dezoioliniing: 

Das Zcielion 

bodo.utc't, dasH eiiu' (iresse A von dor Dimension (i in Dezug aiif 
di(‘. Masse., A in Di'ziig iuif die, Liinge. iind r in Ib'.zng nnf die 
Z(‘it ist. Dabcii kiiiinen die IkKponentcn ft, A, r positiv odor 
nogativ, ganz otle.r gelirochon odem aueli ™ () scan. Eind sie 
nlle dn'i 0, so hat A. gar koine Dimensionen, d. li. os ist cine 
Zahl. Als l'anli(!it(Mi fiir Lilngo, Zc'.it and Masse ^Yondot man in 
dor I’liysik jc'tzt gc'.wiilinlicli das Oontiinetcr, dio See.unde und 
das Dramin an. 

Die Energie 7', die dnr<‘li eiiie lol)en(lig(! Kraft gcniessen 
W('rd(!n kann, hat di('. Dinunisioii 

Das VoluineiKilenient f/r hat die. Dimension IG-'l, und folg- 
lioh ergieht die. (He.ie.luing 12(! (4) ode.r (o) 

Dei dor Art de.r Einriilirung von "S kiiunie man daran 
denken, J) als oino Eilngc' zu dc'.lhiiren. Da, aber die' Erklilrung 
von 1) als eiiuu' Lilngo dech niir liy|^)othetiKr,li und dor directen 
Deobae.hiuug nie.ht zugilngli(di ist, so ludimen wir, wio (^s iil)lie,h 
ist, i' als reino Zald an, die fiir de.n loeren Haiiiri rri 1. gesetzt 
wil’d. Dana erlialte.n wir fim ebdctro.stiitise-lien Maasssystemo) 

\ji\ i/.;| — 

fiir (las Dotenlial 

I>AI 

fiir die. Elekti’ie.itiitsmoiige (wahre und froio) 

|(;| r- 


l'’ii 111'zi'lin l.f'i' Alisiili II it i. 
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Oil'. Con tiu'toll'ktrioitil 1. 

Wir halx'.u liishor oino Mrsclieiiiuiiii,' :iuk tloin (lohioii' dor 
I'ilolcirioitiit niisser Auht <^a^l:iHS(!n, dit» von .i^rosscr Wirht iij;kt'it 
ist, iilx'.r dio wir hum hii'.r nocli luMdionsidiafl ji^idifn iiiiissi'ii. Dio 
Crfnliruni^ diiss durc.li dii' Idosso. I'oriiliruiijjf zwoior vor- 

soliiodi'iiarti^nsr Loiter, z. B. /auk und Kujdor, ano.h oluio /ad'uhr 
von Kdoktrioitiit in di'r Ihiigoliuiif^ oiii Sjianiiuii^H/.ustaml tMii- 
wtolit. 

Dio Dcdin^uu^ou liir dioso LrHoludminij; oreioliru sioli a,us 
(Icr AimaUuK', dass in dor'I’ronmingslliioho oino hosondoro, iiiii’ vmi 
dor Na,tur dor lioidi'u Loiter a.lihiiiij^if^u* K ra I’t wirki, so dass 
/ur Durolidiaugiui!^ dor IDiiidio niittolsli dos VorsoliioliiuijJisvootors 
5) oin liosoiidoror Arlioilsaarwaiid ii()l,lii”' ist, 

1st do oiii Lloinont dor IloriUiriitii.^sIliiolio O /.woior Loiter 
/I, ./)‘ und ii dio von .1 na.idi /> ^'orioliti'to Noiaualo aad' do, so 
ist zur Vcu'soliioluinpf d />„ in dor Kiohliiiiju: von it (dn Arlioits- 
aufwand von di'r Crosse {A, Il)i)Ilndo or{'ordorlioh. wonn {A, 11) 
I'inc von lU'.r Natur dor boitUni Loitor abliiinj^ip.!' Conslanlo ist, 
dii', dio Sjiannuiigsdirt’oron'/ odor dio. oloktrisoho Ditroron/. 
von A. und .11 hoisst. 

Man kaain also das Flilohonoloiuont do als Sit'/ idnor Kraft 
ansolion, di'ron Intonsitiit (A(, 11) do ist, und dii', wonn (/I, 11) 
])ositiv ist, von B naoh A {jforiolitot ist, und a.us dor Dodoutuntt 
dos Zoiohons (yl, Jl) or^iobt siob 

(A, 11) yl). 

Dor Vorsohicl)unp; <Vii„ ontspriidii also oin Knorjfio'/uwao.bs 
von dea- (iriisso (yl,/>’)A/)„ dn, und dor Ausdriiok fiir dii' Varia¬ 
tion dor l^aiorgio (§. 127 (l^jj orhillt dalu'r fnlj^ondo Krp;iLn/un{i; 

(0 ATr-rJ 1 I B,,)lL)dt 

I (A, 11) j’tWZ,dn, 

worm sick dio Into^u'ation nach do auf dio Iku’iihrunifsiliicho von 
A und Jl orstroo.kt. 












ino. 


Dio CoiiLacteluktrioitilt. 
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Wonii nun alle andcren lledintjungen wie in §. 127 bostclicn 
bloiben, imr dio Stctigkoit der Fnimtioii cp an dor FliLclic 0 nooli 
dahingostollt bloibt, so ergiobt sicli dnrcli Anwcndiing dor Formcl 
127 (18), wonn wir dio bcidon Scdion dor Fliiclie 0 als Grcnz- 
lliic.lu'ii ini Foldo ansobcu, und init cj\^ und q'l, die Wertlio von 
gi aiif beidon ISoiten diesor Fliiclic lio/ciolinon: 


(2) d7’=r- j (q„, --- cp„)dJ}„(lo 1 (.1, ,/>’) j 

Ini Znstando dos Gloioligowioliti's muss dics('r Ausdruck fur 
bolio])igo dj)„ voi’sclnvindon und daifuis (U’gic])!; siob 


(■^0 


(p„ — (p,. t-. (A, ./>’). 


Dio Function (p muss also boim Doborgmigo von ./>’ naidi A 
oiiic (;()Usiauto Discontiunitiit von dor (Jrbsso dor Sjiannungs- 
diilbronz (yl,J>) orloidon. Ini Uolirigou bloibcn dio Dodingungo.n, 
dio wir .in tj. 127 aulgc-stcllt halion, ungoiiiulort. 

Dio Funo.tion q> hat also in jodoni dor boidon Ijoitor (diion 
o.onstanton Worth, abor dioso Donstanton sind in don boido.n Kiir- 
]>orn vorscliii'.doii. 

bst oin HoloJior zuKamnnaigosistztor Ddtor von oiiic'm Niolit- 
loitor, (‘twa. von dfU’ Lnl't, umgobon, so liat dio Function ip lTn‘ 
don Aussonrauni d(n’ Dodingung /u goniigon, diiss sic a,n don 
rn'.iou Olioriliio.bon von A und ./>' jo oinon oonstanton Windb 
orliillt. Dioso Function, nnd da.init dor Si);innnngszuKta,nd, ist 
also niclit von dm.’ G(^sta.lt dor Doriibruugslliudio sollist, sondorn 
mir von dor (IronzliniG zwiso.bon lioido.n Doitoi’ii a,n dor Obiu'- 
lliudui abliiingig. 

Wondct uiiin dio Fonno.l ij. ‘.Ill (8) a,u, so orgiobt sioli, wio 
in 1^. 12S (2) 


(4) 

wonn 


;) '(It 


Ci'Ah) 

r 


1 



(o) — <1 7C)f r-T cp„ — <p,, = (/I, //) 

gosotzt wil’d, und dio lotztoIntegration auf dio ganzoDoriibrniigH- 
llilcbo zu orstreckou ist Daraus orgiobt siob, da,ss dor von disr 
Borlihrungslluolio berrUbrendo Destandtboil von gg niimlioh 
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Fiinfzeliuter Abschnitt. 


§. 130. 


( 6 ) 


0 = 


J 


dn 


do 



als das Newton’sche Potential einer liber cliese Flache 
ausgebreiteten elektrischeiiDoppelschicht von derFlachen- 
dichtigkeit angesehen werden kann 
(§. 100 ). 

In der Figur 53 ist A als 
Zink, JB als Kupfer angenommen, 
wobei (^, jB) > 0 , also die Kraft K 
vom Kupfer ziim Zink gerichtet ist, 
wiilirend die positive Normale vom 
Zink zum Kupfer geht. In der Doppel- 
schicht ist die positive Dichtigkeit 
auf der Seite der negativen n, also auf der Zinkseite anzu- 
nohmen. 

Petracbten wir einen aus mehreren Stoffen, etwa J., JS, C, 
gebildetcn Loiter, in deui die Elektricitat im Gleicligewicht 
ist, so liat in jcdem Theilc dieses Leiters das Potential cp einen 
constanten Wcrtli. Legcn wir in dcm Leiter eine in sicli zurlick- 
lanfende Linic, die der Reihe nacli durcli die Beriibrungstlacben 
von A. und !>’, von B und C und von C und A fiilirt, so hat qo 
naoli oiiiander die sprungweisen Aenderungen (A, B), (B, C)^ 
{C\A) orfaliren, und da cs am Ende wieder zu seinem Ausgangs- 
wortlie zuriick gelangt scin muss, so folgt die Relation 


( 7 ) (A,B)-^(B, ( 7 ) + (a^) = 0 , 

die miter dem Namcn dcs Spannungsgesctzes bekannt ist. 

Ist dieses Gesetz nicht erfullt, so ist zwischen den drei 
Leitcrn iiberliaupt kein elektrisclies Gleicligewicht muglich. Man 
untcrschcidct liiernach Leiter crsterClasse, die demSpannungs- 
g('setzo geliorclicn, zu denen in crster Linie die Mctalle gchoren, 
uiulLoiter zwciter Classe, die, wenn sie mit Leitcrn erster Classe 
verbunden sind, dicsem Gesctze nicht gehorchen. Diese Kdrper 
sind inimer cliemiscli zusammengesctzt, und die Lcitung beruht bei 
ilmen auf einem cliemischen Vorgangc, wie wir weiterhiii nock 
selien werden. 

In iihnliclicr Weise wiirde das elektrostatische Problem zu 
forinulircn sein, wenn an Stcllc der Contactkraft eine stetig durch 
don Leiter vcrtheiltc gegebenc festc elcktrisclie Kraft tliatig 



I j* (E^SDa; -(- JEydDy JEzdDz) dt 

-j- j* ~1” “i~ Ez8Dz) dt = 0, 

cl diese Bedingung ist befriedigt, wenn 


I 


JEx = 


K = 


Ez = 


^ _ 7?' 

dx ~ 


dcp 


dy 


= - K 


setzt wird. Dies ist aber imr moglicli, wenn das Integral 
E'sds liber jede im Leiter gesclilossene Curve gleicb Null ist, 

imi also der curl von verschwinclet unci (S' ein einwerthiges 
'tential bat. Setzen wir 


-r^, _ ^ -p, _ p, _ 

dx'' " 0 ^’ ’ 

rniisseii wir als eine gegebene Function des Ortes anseben, 
.d das Potential cp ist fiir das unigebende Dielektricum durcb 
3 Bedingung z/g) = 0 unci durcb die Grenzbedingung be- 
.mmt, class an der Oberflaclie cp = const, sein soli. Die 
•nstante, die bierbei auftritt, wird durcb die clem Leiter mit- 
theilte Elektricitiitsmenge bestimmt. 


-Webor, Partielle Differentialgleichungen. 
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Sechzehnter Absclinitt. 


Probleme der Elektrostatik. 


§. 131. 

Influenz eines elektrischen Piinktes. 

Wenn in einem elektrostatisclien System einer cler lei- 
tenden Korper unendlicli ausgedelint ist, nnd im Unendliclieii 
keine freie Elektricitat vorhanden ist, so muss in diesem ganzeii 
Leiter das Potential = 0 sein. Wir konnen diese Voraussetzung 
naherungsweise realisiren, wenn wir in einem endliclien System 
einen der Leiter durch einen leitenden Draht mit der Erde in 
Verkin dung setzen. Wir konnen dann, wenn wir den leitenden 
Draht hinlanglicli diinn und das ganze System in geniigender 
Entfernung von der Erdokerflache annehmen, aucli wieder von 
dem Einfluss dieser beiden absehen, und es ist also eine mit 
wirklich vorkommenden Verlialtnissen vereinbare Voraussetzung, 
wenn wir annehmen, dass in einem elektrostatischen System 
das Potential in einem der vorkommenden Leiter auf Null ge- 
halten werde. Ein solcher Leiter mag der Kiirze wegen zur 
Erde abgeleitet lieissen. Dieser Leiter mit der Spannung 
Null ist darum nicht frei von elektrischer Ladung. Die auf 
ihm angebaufte Elektricitat heisst durch Influenz der son- 
stigen im System vorkommenden Elektricitat erregt oder 
inducirt. 

Betrachten wir im leeren Raume oder in der Luft, so dass 
der Unterschied zwischen wahrer und freier Elektricitat ver- 
schwindet, einen einzelnen zur Erde abgeleiteten Conductor und 
einen mit der Elektricitatsmenge — 1 geladenen Punkt so 


§• 132. 


Elokiri uil iUm vcr Lluuhui 
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g<snugt das Potential cp diost's Ry^itoms in dem llaumthcil r, der 
den Punkt p eiitluilt, dor Diirereutialgloichung z/</; ™ 0; es ist 
an der Obcrlliu'.ho dos Loiters gie.ioli Null, iiud die Formol §. 128 
(2) zeigt, dass g) iiie.hts andores ist als die (Iroon’sclie Func¬ 
tion des Raunies -r i). 

Der elektrisclio Funkt kaiiu ausserlialb odor, womi dor Con¬ 
ductor liohl gcdaclit wird, aiich iuncrlialh lie.gcui. Aus dor Idinc- 
tion q) lasst sick daiin die Diclitigkc'it d dor Floktrieitilt an dor 
Oborfliiclie des Loiters nacli dor Foruiol 127 (8) linden: 


wenn v die aus dem Loiter in den Raum t gezogone Nonnalo 
bedeutet. 

Das liber dit^ OberlliLehe des Loibu's genomnicne Integral 
^(Sclo ist dio gosainnite Floktrieitiltsmengo, db^ aiif dem Loiter 
aufgehauft ist. I)ies('. ist also naeli ‘JO (13) 

An. J ()v 


Daraiis folgt, dass cine in einein Funkto eoncontrirto Flek- 
tricitiltsraengo in ('.inom zur Frdc^ al)gob',it(d,on Conduelor die 
gleicliG und entgcigongosotzb^ Meng('- aus der Fnlo aulsaugt. 


fi. 132. 

Elektricitatsvortboilung aul’ ooncon Iris eh on Kugel- 
flilcbon. 

Betrachtou wir als erstos Heispiol ein System von zwei con- 
centriseben Kugelllaeb(m mit den Ratlion «, auf donen die eon- 
stanten Potontialwertlu', d, B iK'ri’scben, so wird <p (duo Fuiieiion 
des Abstaiides r vom Kiigelniittelpunkt, dio dor Din'erontiul- 
gleichung 


') In dieBcr Woiat! isi in dor Abliaudlung von (Jrecu (GrcilI o.’h Jouni. 
Bd. 39, auch in Ontwald’H GhiBHikerii) dioKo Eiinclioti zuovbI oiu- 
goftilirt. 


2 D' 
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Seclizehuter. Abscliuitt. 


§. 132. 


geniigt (§. lOb), und die daher den allgemeinen Ausdruck 


hat, wenn m und n Oonstanten sind. Diese Constanten liaben 
verscMeclenen Werth in dem schaalenfomigen Raume 2wischen 
den beiden Kugeln, wo das Potential 
niit q)i bezeichnet sei, und in dem 
ausseren Raume, wo es 92 sei, 

/ \ Fiir q)i haben wir die beiden Be- 

/ / ■ a/ \ \ dingiingen 


und flir 


9i = — 
Bh 


Wir erhalten daraiis 
Bb (r — a) Aa(b — r) 
r {b — a) ’ 


Die Dichtigkeiten 6 ^ und aul beiden Kugelllaclien be- 
stimmen sick aus 

\ dr Jr=a a {b — «) 

_4„g = _ "?Si\ = __ _ 5. 

“ \ 8r dr Jr-,, b (6 — a) h 

Die Gesammtmengen Cj, <?2 siiid 4 = 7 t(S^a^,^ also 

^ ^ 


b — a ' 

Hieraus sind, wenn und gegebeii sind, A und B zu 

bestimmen. Nehmen wir aber an, eine der beiden Kugeliiaclien, 
etwa die aussere, sei zurErde abgelcitet, so isfc7^ = 0 zu setzen, 
und es ergiebt sich 

^ ^ _ abA 

^ ^ h — 

also, wenn wir Ci ~ — e~2 — setzen, 







sj. 188 . Vurtheiluujjf dcr Mlcktricitiit auf ciuoiii Ellipwoid. 
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iiiul liicriii bocloutct also die aul' dor iiineren TviigeKUlclie 
anfgehiiuftG Menge Ireio.r Elektricitilt. Ist s dieJ^Diolcktiicitats- 
constante dor scliaalciifdnnigcu Stdiicht, so ist m — die 

walire Kloktricitatsmciigc, die auf der inncreii Flilcbe golagert ist, 
wiiUreiid auf dor ilussoren die Men go — m vertlieilt ist. 

Denkoii Avir mis A auf oiner kestimmteu Ildhe gcdialten, 
etwa iiidem die iiiiiore Kugel mit oiner Klektricitiitsifuclle von 
eoiistaiitem Potential in Vorbiiidung gosotzt ist, so wird die aiis 
dor Erde aufgosaugte Eloktricitiitsmongo ("i uin so griisser sein, 
je kleinor h — a, d. h. jo diinuGr die nielitleittindo Scliielit 
zwischen beiden Kugclu ist, und Avird init abnebinondor Dicko 
ilbor alle Oronzeii Avaebsen, Dies ist das Princip des Coiidon- 
s a t o r s. 


§. Kiy. 

Vortheilung dor Kloktrieitat auf oinoni Ellipsoid. 

Wonn luan die Vertbeilung einor einom Eeitor initgotbeilten 
Elekti’icitiltsiuongc auf soinor Olioriliicbo onnitteln Avill, Aveim 
keiiu^ ilusHt'rcn Eiulliisso in Ik'.tracbt koniinen, so ba,t man ciiu; 
solcbe Massonvorthoiluiig auf der Oberllilcbo auf/aisucboii, bei der 
das NoAvton’sebo Potmitial im Inneron c.onsta.nt Avird. 

Dieso lindet man, Avonn man die DiUcrmitialgleicliung AiIj-t- O 
fiir den iiiisseren Uaum iiiitor der Vorauasot/ung integriron kann, 
daaa ip an der Oberllilcbo oinon conatantoii Wortb K bat, Avilb- 
rend die allgemeinon Stotigkeitsbodingungon und die Bedingungen 
im Uncndlichcn, deiion jedos Potential ondlicbor Mnsseii geniigt, 
erfiillt sind. 

Elir eine Ellipsoidlliicbe mit don llalliax'cn «, />, a habon Avir 
sebon friibor (§. lOH) dieso Aufgabo goliist. Eh bat sieb dort 
gozoigt, dasH cine mit der Flacbeiuliditigkcnt 

(1) (j= - 

] A ' //' ' 

auf der EllipsoidlUlcbo vortboilto MaHSo m im Inneron dos Ellip- 
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i;. i;;4. 



soidos cin coiistaiites Potential luit, uiul tluroh die Fonued (1) 
ist also fiir diosen Fall das (dciktrosiaiisolu' Prohloin ^^eddst. 

Als Grenzrall kdiuicii wir danius die Vorthoiluiig dor Fdtdc- 
trioitili. auf oilier cdliptiscdion Scdioibc alikdioii, woiiii wir a in 
Null ubcrgodion lasson. Da liic'idioi p;l(dclr/.oiiig uncuulliidi kUdu 
wird, so iiiussoii wir zuniLcdist iiiit lIuU’o dor (Sloiiduiiif^' dor 
Fliicdio olimiuiroii. Wir sotzoii also (1) in die Form: 

___ 1)1 

i^ab |/i -(i - ^ - ‘I- (i - ;;;) 
uud dies i^dclit i’iir ci 0 

i)h 

/ ... .u’ 

djr h 1/ 1 — "• 

}l ft" h- 

Da null liior a.lior auf Ixudi'ii Sodtoii dor Stdudho tlio u;im- 
licdio IMassGnvcrtlioilunjji; KtaUliiido-i, so ist diosor Aiisdnudc zii 
vcrdoppolii, woiiii wir uiitor 1 )i(dili^d\oit dio auf dt'r Fliiidion- 
oiiilioit dor Scdudlio aiif^oUilutU' Floklri(dUilsiuoiifj;o vorsli'liou 
wolloii, uud so ergiobt sicdi ITir dio tdliiitisodio Solitdbo 


( 2 ) 


r y' ft" 1 )'^ 


1)1 

„ tt'A//“ 


uud spocioll fill’ dio Krtdsstdioibt', vvoiin 
]'x'^ -(" If- “ r sotZGii, 


(3) 


0 - 


))l 

2 jr ft ] ft'.^ /•" 


wir 


ft 


h uud 


Mail siolit, dass am Ibuido dor Scdioilio dio Diidilij^dcoit. uu- 
oudlifdi gross ist, wiiliroiid docli dio Gosauiuitiiiasso oiidlitdi bloibt. 


134. 

Andoro Poliandliing dor K roissolioib(-. 

Das Probloui dor Yorthoiliing diu' siatisolion Fbdctrio.iliit auf 
oinor obonon loitciidou Fliiolio liisst siidi nooh auf oiiu' andoro Art 
angreiron, dio wi'go.n des Ausdruoks bomorkoiisworlli ist, <lon sio 
fiir das Potential lioftu’t. 






§. 134. 


Andoi'o Bchandluufj; dor Kroiasolicibe. 
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Legeii wiv die Icdtciidc'. Fliudic in die a;?/-EbonG, so wird 
wegcii der Symmetric die Kiuictioii cp cine gcrado .Function 
von ,s’ scin, und os goniigt dauii, \v(Miii qj lur positive Wortlio 
vou rj bekannt ist. Fs muss aber (p ITiv .o' — 0 dor IbaUngung 
geniigen 

— ~ 0 ausserluilb S', 

(1) r'.o' 


cp — (‘.oust. imicrhalb S'. 


Ist cp bckainit, so orliiilt man nir die Diebtigkoit 0 der Fdek- 
tricitiit auf der Fliiolio aS' 


( 2 ) 


2 Tr .(1 


ISl 

'( ) O’ ’ 


imd die Constaiiti', der zwt‘,it('u Gloie.liuiig (1) wird aus der 
Gcsammtnicmgc.' der der Fliielie, mitgotlieiltcu Fb'ktricitilt be- 
stimmt. Ausserdem lial)cii Avir nocli fiir tp dio [jartiello Dill'e- 
rGutialglciohung: 


(-0 


(J) 


f)“9 


d-q) 


0“(JI 


— 0, 


inul im Unoiidliclum muss q> verse.liwiiideii. 

Fin particulart'.s Integral von (3), das der letzt(ui lledingung 
gcnilgt, ist 

(4) qi 


woriu a cine ])OKitive Constanb’i und e.ino iMine-tion von .r, _// 
alloiri ist, dio dor Dinereniialgloieliuiig 


(5) 


' I 


r'ui) 


— 0 


gcnilgt. Nolimoii wir irgend ('.ino Liisung //, a) dor (Ilei- 
cliimg (5), die auKsor you a’, y aucU noch von a jddiiingt, so 
kunnon wir, wenn wir mit /(«) ciiui willldirlicln'. Function von a 
l)Czoichncn, aus (4j oin allgemeines Integral abb'.iton 

qi.Trz rr 

und wir koimon aiie.li cine Rumme solchcr partuudaroii Integrale 
bildon. Dies fiilirt, wenn wir noch mit eiiu'.r Constanten doi multi- 
plieircii und di(5 Summe fiir a,lie zuliissigon, d. li, filr alle ])osi- 
tivoii a ncbmGn, zu deni Ansdruek 


(6) 


f !/i 
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S(‘C!li/.('lnit t!r Abmih 11 i(.t. 


J?. i:m, 


ITin null (li’ii riodinf^uiifjjoii (1) y.w f^i'nu[?on, liiltto man die 
Function J\a) so zu bestimmon, dass 

I «/’(«) 0(a;,//,«) doi0 ausscrhalb H, 

I J\a) (:r,,y,a) da — const, inncrhalb X 


Iiii Allgcmoiiiou luibon wir zur Liisuiig dicsor Aufgalio kciii 
Iliillsmittol; wold abcr gcdiiigt die Ib'atiniiming von /’(«) bdeht 
wciiii S ciiio Kroisdiiclio ist, 

Womi wir daiin in dec .r//- Fbeno Ibdarcoordiiiaimi cin- 
fiihron, dc-ron Pol dor Mittolpuiikt der KrciHllilclic iS' mit dear 
Radius a iat, indoiu wir 

:i: zr- rcos i)', y raiU'O’ 

setzen, so wird cp uiid d> mir von r aliliiingig sciii, iind die. Dinb- 
rontialglciclinng (aj gidit in rolgondo iilior (§. 42j: 


( 8 ) 


(I r'^ 


1 ddi 

r dr 


■ ip 0. 


•DicKo (doiclumg hat, von cincm constanton Factor abgcaolion 
nur (dn Integral, das lur r rr--. 0 ondlich hlcibt, nilmlich di( 
B cssesl’sc.lio Function J(c<r), uiid wir orlialtoii also 


(b) 


g) c "■“*'/(c4) r/'(«y) (/w, 


willivcnd die Bcdiiigungon (7) (irgcbcu; 


( 10 ) 


a f{cA) '/(«■»•) da “™ 0 
/(«) d{ar) da ~ const. 


r ■':> a, 


r ■ a. 


und nach (2): 

(11) [ af {a) J{ar) da. --- '27C.0 r <z a. 


llier gobon iins nun die. bnstinnnton Intograle, die wir iir 
aebten Abschnitt liir die BcssePsche Function abgcdeiiet balien 
sohr c'infacli die Bestiuuuuiig vou /(«). 











Couiactoloktricitat. 
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139 . 

Ooutactololciri citiit. 

r hotrachton iioch (dn Ikiinpiol filr dio Bostimmuiig oinos 
Contact licrvorgcirufciicn Si)ainmiigHZUBtan{lG8. 
ini)gc {'.iiiG Kug('l voai UfuliuH c aue zwoi ITalblaigeln 





S00 hzoiln tor AIjhcIiu it i. 







Yon verschiedciKni Mcitallcii A, Ji, otwa Zink uinl Kupfor, m- 
sammcngesotzi soin. 

Wdiui wir unior a und h dio constaulon Worilu^ dos olok- 
trisclion I’otciitials cp in don boideii nietallisolu'n Hanikugidn vor- 
stclioii, so ist 

(1) « - (.1, Ji), 

d. li. gloic.di dor als bokannt vorausgosc'tzton SpanniingsdinbnMiz 
dor boidon Motallo. 

Wenn wir aniiobmon, dass dor Kugul koino I'Uokirio.itjll; von 
aiisson mitgothoilt sci, so muss dio Vcrtboilung in llozug auf 
dio ricrllhrungsobono symnn'triscli (luit oiiigogongosoizb'm Zoiolu'ii) 
soin, mid das (Uoiolio gilt in .Bozug auf dio kotouiialwortho. 

Es wird also in diosoin Kallo 

(‘J) (I -|- I) ~ 0, a “ - b -r—. -- (yl, /») 


soin, and wir liosohriiukon dio Botrarlilimgoii dt‘r Kinl'n('ldi(‘it 
balber wi'itorliin auf dic'son Kail. Dor allgomoino Fall l.’issl sioh 
biorans abb'iton, indoui man dom gowonnonon Eosultat das Do- 
tontial oiinu' oloktrisob goladonon liomogonon Kngol biii'/nnigU 

In imsorom l'\‘dlo ist nun <lor Worth dor Eunotioii cp an 
dor ICngoloborlliiobo, und zwar an do.r oinoii Ilillfto — -] u, an 
dor andoron = —- « gogobon. 

Bozoiclmou wir mit <L> oiiio Eimotion a,uf dm* Kugollliiobo, 
dio a,Ilf dor Ilalbkugol A don Worth - I -a, auf di>r Ilalhkugol.// dmi 
Worth — a hat, so ist naob dom Ha.tzo I U (fi) das Dotontial 
gi in irgond {'inom iinsHoron Ihinkto j) 


(•0 


‘\:7taCp : 


(f-i f,.u) fia 

|V“ — 2rfio.os^' I 


Iliorin ist r dio Entb'rmuig dos Puiiktos p vom KugolmiUol- 
puiikt, do oin Kloniont dor Ivugollliioho, und p dor Winko! 
zwisohou r und dom nacli do goriobtoton Ihidius. 

Wir fiibron Jotzt Polarcoordinaton (dn, dormi Axo naoli dom 
Punkto p, fiir don <las Pobuitial cp la'stimmt wordon soil, go- 
ricbtot ist. 

In dor Fig. 55 ist Q Q' dio Tronimngsoliono dor boidon 
Metallo, SH' dio. Aot^na.torialolxmo dess ('oordinatonHystoms, /I 
dio goograiihischo Pndto, I dio biingo vom Anfangsmoridian 
l^QS aiiH geroolinot, also /i, X dio goographisobon Coordinaton 
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0 0 u t, a c! t c 1 0 k t r i c i t il t. 


3^1 


('incs voriindcrlichen Puiikios x. 
Es sci oiullicli ky (lie Ncigimg dor 
Trcniiuiigsobeiio Q gogen den 
Aoqiiator S die aiicli gleicli 
dem Winkel fylP) ist. Dann ist 
d a — c- cos fJ d (5 d A, 

uiid wir l)ostiiuiiiun zmiiichst die 
Function von ft: 

+ .7 

^ ~ J <I>dL 
Es ist abor 

oi) C») = a, \ 

(r.) /i) » = 



■ /i > 


woun n)' >■ /i >» — -i)', 


r) 


woun — -I)' > /j > — ~, 


uud lii(',riu ist cn die Lilugo dos Durcbschuitts 71 dor Ebonci Q (/ 
init doiu l’ai'all(;lkrcnso/k Nun lia])Ou wir in P {)/£ dm In-i (J rc'.cFt- 
wiukligos spliilrisc.luis Dnucude, in d(nu die. Il.y])ot(Uuiso.PPr-~: ft, 

din aiiliogfuido Kathoton'xl i«t' Jilwo iia(!h 
oiuor GruinUbnuol dor Kpliilriscduui I'l'igouomotrio 


(<i) 


COS a) 


tg/i 

tgik' 


Die Function W ist daluir in dem Intcrvall tt /'i > ■— -k tc 
H totig, bat aber einon unstetigen DifTorontiabiuotiontcn, nnd 
die,son Diircrcntialquotkmt ist — 0 in don Intervallen (r))«) und 

(=0r). 

Dio Glcucliungcni (3) und (4) (irgoben 


™ (’(«; coH/ijd/i 

(r-i — 6'“) y^-'i _ 2r(3 sin ft --j - c-'’’ 


und di(!.s<'„s Integral liis.st sick nach dor Foi’iiuil 
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d 1___ 

<2rc siiiiS yrs _ 2 rc sin (5 + 

durcb partielle Integration so nmformen; 

2 rep _ I & _ I 

r- — I y^a _ 2rc sin/3 -}- c- | 

2 

+ -d" 

_ r d& _ (ii_ _ 

] i'V'- 2r c sin /3 -f- c- ’ 


and nach (5) ergiebt sich hierans 


(n^ ^r{cp — a) ^ 

y2 _ c2 


r 


c//3 


dli y^a — 2 r c sin /3 -)- c- 


In dera Integral isfnach (5) /3) 

■ 2 CO d& _ 2a d03 

<: ' n cl^ 


0 = i 


zu setzen, und aus (6) folgt durch leichte Rechiiung 

dco ' _ cos^ 

_ ■ 


( 8 ) 


cos /3 ysin2^ — sin2/3 
Hiernach ergiebt sich aus (7) 

r (g? — a)_ 

ya _ c2~ ~ 


_ a [* cosO-cZ/S 

^ J^cos /3 ysin^^ — sin2 (3 — 2 r c sin /3 -|- 

was ein elliptisches Integral ist. Man kann ihm eine andere 
Form geben, wenn man die Substitution 

sin/3 = sin'9’ sinv; cos/3cZ/3 = sin'9’ cosvcZv 
macht. Man findet so 


( 9 ) 


r((p — a) 
f2 — c2~ 


a r C0S'9’cZv 

^ J^(l — sinS'd’ sin^v) yr- — 2 rc sin-9' sinv 
~ 2 



C 0 u t ;i c t e 1 (5 k tx’ i cit at. 


383 


185. 

Lasseii wir liioriii r in c libergehen, so konnen wir dcii 
Gi'onzwcrth cles Aiisdrucks aiii der linken Seite durch Differen¬ 
tiation bcstiniinon nnd orlialton die Fliicliendichtigkeit (5 der 
Kloktricitiit aiif der Kugolol)erilaclie. Es ist namlich nach 
§• 127 ( 8 ) 

( 10 ) 

nnd danacli orgiobt die Eornud (9) filr r = c 


( 11 ) 


%G j (1 — sin-ff sin^v) j/'i (1 — sin ff sinv) 


Danins Iblgt v,. H. fiir dun Ikinkt der am woitesten von der 
Herilhrnngaobunu cntfurnt ist, in dom '9’ = 0 ist: 

(I'j) 

c fi 

% 

Ijitsst mail ff in iUiurgohon, so wird der Ausdruck (11) 

lur (j niKuidliuh gross, iviu man avis cincr Umformnng clos In- 
tugnils (ii'koimt, auF die liior niulit nahor oingagangen wcrden 
soil, 

Dio Avisdriiuku liir nnd die durch die Forineln (8) Ins 
(11) dargustullt siiid, gulttni nur inr die -/wischcn 0 und ~ go- 

iGgenc'.n VVortlin von ff. In spiugclhildlich ontsproediondcn Punkten 
dor auduron llalbkugid habun gi nnd 0 durchweg die ontgogen- 
gusotztini Wortho. 

Dass dio diiruli die Formoln (8) odor (9) bostimmte Function 
(p, 'wen 11 r >• c ist, lur 1)' J stotig in Null iibergelit, liisst sick 

obGiifalls durch uino llmfonnung dor Intograle zeigen. Man er- 
sioht dann daraus, dass g) ausscrhalb der Kngel auch beim 
Durohgang durch die 'Trcniuingsoheno QQ' mit seinem Differontial- 
(juutionten stotig bluiht, was ja ilbrigens schon aus dom all- 
gornoinun Ausdruck (8), aus dem dicso Resultate hei’goloitet sind, 
goBchlosson wurdon kann. 


Scr li /a*h II11*r A luu’ Uiu 11. 


i:u!. 


aH4 


l.'Ui. 

liiiiK flfi' Mh'kt ririi ii t auf l'\ 1 iuilfrt'l;lrht*u. 

Did rroblc'Uia lU'r Vdi'tlu'iluiiii: lU-i* ^tatisclu-u KU'ktriritiit 
l)iot(Mi iiuiist i^ircissc Schwiurigkt'ittai, iind itiaiiclu* schr l•iutu(•hd 
uud fiir praktisclu' AinvaiHliuigcu wicliti;**' I*alb* siuil dcii 

Milirlu miHi'i’t'i’ boutigdii Analysis tiaab iiu/.iigauj^licdi. 

lliiu'hiu gebbrt z. B. dia Vi*rt}u‘iluu|f diT bdaktriritai mil /.wai 
lau'jiUi'U'.u Krcnssclu'ilidii, Avi(' sit* lad dan t'andausatunai var- 
Wiiudt worcU'ii. I’oisHcni hat. ziu'i'st ilia \artliriluu^ dar kUt'k- 
ti'iditiit auf zwoi Kiigi'llliialu'U bustiinint, uud I'rublaia isl 

Hditdaiu iioab uiabrlaab auf niidaraii WaLtau ladiaialalt wunlaii 
(von Plana., K irabbori', ('. NB*uuiauu, Hiriablat, Uianiutnii, 
Abov dia I)icliii|j;ka,iti dar Fdaklriaitat ist saliau in iliaaam l‘alU> 
aiiio uiialyliHah kaiiiaH\vaj.^a aiiilaab <lai‘/UHtallauda bunatinu das 
Ortc’K a.ul’ dar Ku^idlliiaba. Aabidiah vasiialt a*-* ^dab mil dar 
VoriUa.ilunp: auf aiuar Biujj^nharlliU’lia, dia mui Xaiiuiauu ba- 
Btiiuiut ist 0* 

Das Dlai(di|j;(‘wicli(. dar Klidvtriaitiit nut' aiuar Wurfalllju-ba 
soli (naa.h aiuar MittbailniiiJ? vtiu Kirclilitift i I)irialilat liaNtinmit 
liabaii, Ks ist Jinhudi iibar tUasa rutarsutdiuiiu, iiiabfs arhultaii. 

Dufcar diastm IbuHtiiiulou ini i'h vou Iittarah-^f, dn^s dan I'l’u- 
Idem vkd laiahlar zugiingliah wird, wauu niun nii h nut" aiu /avai- 
dimonsionalaa (kdiiat basahnitiki. 

Dm dia.8('.n Fall guuiibori vm rajilisirau, u»n*is mmi Hudi aiu 
Systt'iu uiumdliab lunger ayliudrisc.bar Flnaheu ndf jinrallalau 
I'lrza.ugondan daukou, dia so mi! I'ilaktriaitat gidmlaji mud, dn**H 
dia Diabtigktdt lilngs jadar iMV.augaudau atuintnut ist. lUaha An- 
ordnniig ist iiatiirliali in d('r Wirkliabkait unuuigliab; ►da wird 
aber aino gnto Annuharung an dia Wnhrhait dnrHtallaii, nnah 
wauu die ayliudriaabau Fliiabcni bt'grauzt siiul, wruu nur <Ua 
<v>nordinumaionan uud gagauHaitigmi Kntfarmiunan dar Fluabm 
klcin alnd im Vargltucdi zu dm' Lilngauarhtraakiiug dar CAlimlar, 
iind wonu nur iiua.b dam Zustamb' in dan iiiiDlarau Thailan dar 


Namn’diiiffH bai F. N a u iii a u tt (Hnkt*! vnu F. Xrnmitiin tuid 
NcUb von ('. Nournann.) iIhk I'nidjum' wiht’ moitllKn-mcimat, 

in dem cr (Ihh (!l(>klraH(idbt’.ht' (thMi’tir'('wif!!il m , vt»u tirai Knirn't' 

tliichon luigrciiztcn Iluiuncn bt-Hiiiumf hat. f f'rfllr-'.! JourMsI. H»|. Utij 
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Cylinder gefragt wird, so dass der Einfluss dcr EiidfUiclieu vor- 
luicliliissigt werdeu kaim. 

Wir kuiinoii filr dieson Fall ahor niclit oline Weitores die 
Formclii auweiiden, die wir im vorigcn Absclmittc fiir die 
Elektrostatik gofunden liaben, wcil dabei die Function 9 iiiicud- 
licli werden wiirde. Wenii wir aber an Stclle dos Potentials die 
Coinponenten dor ob'ktriscluni Kraft l)etraebten, so kdnnen wir 
den Gronziiborgaiig vornelmion. 

Nacli §. 127 (4) und §. 128 (2) liaben wir, woun wir wiedcr 
die Ijuft odor den leercii Kauni als Dielektrieiim annelimeii, fur 
die Coinponenten dcr elektrisclien Kraft im Punkte x, ?/, liei 
einein beliebigen Loitersystem, auf dem die Eloktrieitilt iibcr die 
Oberilacben vortlieilt ist; 


7.;,, „ fli? == 

C 6 (x 

— d) d 0 


r' 



r fi 0/ 

— h) do 

0/ - y - ^ 

1 

fW 

E. — ™ rrr 

j’ •’ 0 

— c) do 


und an den leitonden Cbcrdaclien halien wir die I’edinginig 
(}) z—. const, odor 

(2) div. + Eydy + = 0, 

wenn 0 die Fliicbendicbtigkeit, die Coordinaten des Flilelien- 

oloinenteH do und in (2j dx, d;//, d^ die Projoetionen oines in 
der Oberlliiche liegondon LinionoleinentoB sind. 

Neliiuou wir mm eino eylindrisclio Anordnung an, so Icgcn 
wir das CoordiuatonsyKtem so, dass die ^-Axo mit den Erzeugen 
don der Cylinder parallel ist, Dann ist c? von s unabbiuigig, 
und durcli die ^i';?/-Ebone werden die Cylinder in oinor Curve 
Oiler cinorn iSystem von Cinwon gesclinitten, von donen wir ein 
Pogonelemcnt mit ds bozoiclincn. Dann ist 

do =■ d s d (?, 

und wir kiinnen in don Formeln (1) nun die Integration nacb 0 
zwisclion den Grenzen co und m ausfiibren. Es ist nber 

c __ i 


-und folglicli, wie zu erwarten, 
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ferner aber, wenn wir 

>'2 = (c — ^)2 + Q\ 

(a — xf (h — y)~ = Q~ 

setzen: 

7 = - ^ + A 

unci wenn wir dies iiacb (nicbt nacb q) differentiiren: 

_L _ _ A 1 _ 

r?' dc y{c — b) r'^ 

Der Briicli 

1 _ 

r (c — .$;) -1- r2 

ist aber gleich Null fiir c = gleicb 2/^2 £[ip g _ — qo, 

und daraus ergiebt sicli 

^ 2 


Oder, wenn wir 




g? = — 2 (Jlog^CiJs 


Die Grleicbung div®=:0 ergiebt bier fiir die Function cp 
die Differentialgleichung 

und aus (2) erbalt man fiir die in der a:^-Ebene liegende be- 

grenzencle Curve dcp = 0 oder 

(7) qp = const. 

Fiir die Flacbendicbtigkeit erbalt man, wenn n die in den 
Nicbtleiter hinein positiv gerecbnete Normale bedeutet, aus 
§• 127 (8) 

™ »5>_ 


Um das Yerbalten der Function qp im Unendlichen zu be- 
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stimmen, bezoichnen -wir mit B die Entfernung des variableu 
Eimktes 1> mit den Coordinatou x, y von einem festen Punkto xh) 
init den Coordinaten a^o, ?/o, also; 

B — i ix — x^y -I- {y ~ y^y, 
mid setzen ausserdem 

— 2 j 6 (I Si 

so dass m die Gcsammtmciigo der auf dor Iliilic 2 dor Cylinder- 
llackon angebaivften Eloktrieitiitsmeiige, jdso cine gegobene Con¬ 
stant© ist. 

Es ist daiin nacli (4) 

(9) (p -f- = —■ 2 I dlog d s, 

und wenn wir niib r don Abstand dos runktes jjn von dem Ele- 
inento ds und init t)' don Winkol zwisohon r und B bozoiclinen, 
so ist, -wio aus dom Droieck (po, PcGs') folgt, 
j)2 — yu B‘^ 2rIicoS'i)', 

Wenn wir also 

log 5; - 5 lOK (n - «'>«’»■) 

nacli I’otonzon von r/.Ii o.ntwiokoln, so oi’giobt sick aus (9); 

(10) (p -“j- tn log B (J^ .-|™ (J^ B -1. (Ij, Ji -2 j- .. 

worin die (h'usson C',,, (4, ... nur noch von dor Riebtung 

von dor absolubtui Oriisso von B abliangcn, also boi 
uncndlich wacbsendom B ondlich bleibon. lusbcsondoro ist bier 

(11) c; = 0. 

lOs lasst sicli nun folgondor Satz boweison: 

■Wonn die W(n'tlio von 93 an don (Irenzcurven s 
und dio Constant© gogobon sind, so ist durcli 
die Diffcrontialgloicbung (G) und duroh dio Be- 
dingung ( 10 ), aucli wonn die 60, O^, ... niebt go¬ 
gobon sind, dio Fiinotion p oindoutig bostimint. 

Dcnn sind p und p' zwei dioson Bedingungon goniigende 
Functionen, so goinigt ihro Diircronz 

0 —- cp p' 

ebenfalls dor Difforontialgloiebung (0); 0 versebwindot an sLimmt- 

Biouiaun-Wdltov, I'lirlii'llo DHTercnlialKaiicliiuiKcii. 22 
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licltcn Gv(nizGurvon .s' luul hat iiu lIiiendlioliGn c'.iiu', Kntwick('lung 
V(a]i dor Form 

0 , 7 {-> -1 

wol'in r,| oinc (lonstaiitc'. und ... im Hiio.udliclu'ii ('iidlicdi siml. 

Wir ])Ojj;roii/.ou oiu G(d)iot in di'r Fhoiu^ diirch dio 
(hirvon s luid I'inon Krois luit d('in ins GntiiidUclu', waclisciidou 
Radius .R. Aid’ diesos (d)oue Gobiot und auf don V('oior 
^n-ad 


d(',Hson OoinpoiK'ntoi 


sind, wondon wir don GausK’scdion Inb'.gralsjit.z a.n nnd orliallon, 
wenii ( 1 / das Flilchonelcmoni in dor ./'//-IGx'UO liodcnibd, ; 


woi'in n dio ins Innoro dos (JobioUis fi^c'.ricldad.o Noriualo ist. Das 
Kandinto^ral iibor di(i Ijinicni .s’ vorscdiwiinU't abm’, woil an diosou 
Linion dh'. Fiino.tion <i> voi’Ho.Uwindol, nnd an do.ni uiu'iidlio.b 
^n’osson Kroisc'. ist \)^l>/on •— (\ H"-\ ds r— Jld^y, nnd H llillt 
init dor iiogativoii ^i-Riohtnng zusa,mnn'.n. Doinnucli ist das iibor 
dh'Hon Ki’('.iK gmioimnono Inlogral 


' (I </> 

(l> JiiHy 

(} It 


und vorsohwind('-t also niit uinmdlio.U wao-hsondoni li Daraiis 
Iblgt fiir das iibor das uno.ndlir.luf Gobiel, gononninnK' Doppid- 
intogral: 



Dios i.st abor nur miiglir.h, wonii '( (P/c'x und if iibiu’aU 

gloich Null Kind. Fs ist also <I> (‘iin; Gojmtantn, dio sitF aus 
doin vorso.hwindondon W('rll)(* voii (I> an d(m (InMizliiiio.u gloio.h 
Null o.rgiebt. Aus dor Ikulinguug A',, . . 0 orhilU. man dann nnoli 
(duo Rolation zwisclien m und don oonslaulnn Wortlnni voii </• 
an don Gronzlinicm s. 

W(igon ihror Analogi(i mit dom No.wlon’srbon Doiontial 
wil'd oino sololio Fiinotioii (p (dn logariiluniHchos Dot,out,ini 
gonannt. 
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Zuruckfulir 


g dea Problema. 


Z u r il c k r 11 li rung d e s P r o L 1 c in s a ii f e i n e 
A b 1 ) i 1 d u 11 g s a u fg a 1 ) e. 

Der Nachwcis dor Eindoiitigkcit des Problems, don wir zu- 
letzt gefiilirt luiboii, gcwiilirt uns den grosscii Vortboil, dass wir 
niobt gciibtliigt siiid, uns liber die Strengo oinos jeden ciiizelnen 
Sebrittos genaue Koclioiiscbaft zii goboii, dass wir mis durcb 
Vormutbungen Iciton lasson kbniien, woim wir uns luir nacb- 
triiglicb davoii ilborzougon, dass das gofundciic Puisultat alien 
Bediiiguiigon dor Aufgabe goniigi 

Fiir die Bebandluiig dor eloktrostatisebon Problemo im zwei- 
dimoiisionalon Gobiete lilsst aicb nun, wie aus dor Gleiclmng 
§. Id6 (6) folgt, die Tboorie dor Punctionen comiiloxon Argu- 
meutes nnd bosonders die dor conformcn Abbildung verwendon. 
Dio Gloiobung 

« . 

besagt nanilicb, dass 

__ -I- df 

(}y ' ox '' 

oil! vollstiindiges Din'orontial ist, und woim wir also 
sotzcii, so ist 




ist nacb §. dG cine Function des com])loxon Argumontes 
( 5 ) = + 

Wir liaboii bier als Gronzeurven in dor ;?-Ebone die Spuron ^ 
dor leitendon Gylinder zu botrachton; an dioson bat cp constanto 
'Wortbo, und in d.om giinzcn Gebioto ausserlialb diosor Curvoii s, 
duK wir niit 6' liezoicbucn wollon, ist cp cindoutig und stotig. 


*) Ilicr liat natiirlich ciuo andoro Bccloutuiig ala in §. IJKi. 
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wird al)t!r im lluoiulliclu'n uiunullich, wi('. (l('r Lof^nriilimus dor 
Kntfcnmn^^ von oinom oiulUtdion runkU'. I)i(^ Kunctiou i/' ist 
(liircli (las Iiito^aail (2j l)Ostinimt, wolxn (!(')• Inicifrat.ionsw('f^^ irpfoixl- 
wi('. in (loin (Jcbicdo vcrlaulbn kiinn. Ms wire! jibor nicht 
cindouiia; Koin, sondeni in oinoni niul (l('nis('.ll)On PunkUi ver- 
sohiodc'iiG Wortho orhalten, jo naoh dom lnioffrationswofi;(X Uni 
si(! ciiidoutig zu inaoluui, niiisHt(! man S duia'h ISchnittn 

zorlogou, zii d(n‘on beiden Soitmi i' vorsohio.dono Wortlu' hat 
Wir wollen zunilclist den Mall hoUaKditon, dass die Bo- 
gronzung von mir auH oinor gtisc-hlosstnum lanio b(‘Hloht Wir 
iiohmcii in der Mbeno eimn* muuni c.ompb'xen Variabbm 
(G) n) ~ n -| ■ i v 

eiiKiii Kreis K niit doni Uadius 1, und deiu Nullpunkt aln Aliliol- 
punkt und donkon ims auf die Kliicdio diosos Kiadsi^s das {b>- 
biot in d(;n kbiinsten 'I'ludb'n ilbiilicdi so abgcbildot, dass din* 
NuU])uukt in do.r n.’-Mbene dom Bunki I'noudlio.h in dm- ,:'-Ml)one 
ontsprieht Durch dio-se Abbildung ist, ir als KunoUtin don 
complcixoii ArgumenLcs j so bcstimnit, dass: 

. 1 . 10 in dom ganzo.ii (io.bieic'. N oindoutig, ondlic.b und sUdig 
ist nnd, abgeaclum von dm' (Jro.uzcut'vc?, (umm oudlioben 
von Null V(U'S(duedenon Dinbrontiabpiotb'uton bositzt; 

2. dass dor absolute Werlli von lo an dor (birvo. s gloioh 
1 wil’d; 

3. dass w IVii' p r— CO vorsebwindol, uud dass die Kntwioko- 
liing von 10 nacb fallcmdcm Botenzo.n von j ilio Kona bat: 


worin aj von Null vors(dnodmi ini (^. >ls, 4i)j; 

■I, fiir jodon endlicdum Wo.rth von r ist lo von Nnli vor- 
scliiodon. 

let mm dioso Kimotiou w luikaiint., ho sotzoii wir 

/ 

(7j w - "0 "* , 

worin a inul m roello (lonstanUm laubmion, und delinirmi bior- 
durch die Function % dos oomploxim ArgumonioH. Aus (7) folgt 
(b) x — c j mlogn', 

und daraus dor rcolbi 'rimil (f> von % 
i b) (p ”0 { ■ ))t log j 1'-^. 










§. 138. 


Dio Flixchcndiclitigkcit. 
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Nun gonilgt g.) ;ils reeller Tlioil eiiier Function des coinploxtjn 
Argumeutes rj dor Diirerentialgloicliung (1). Da der al)soliit(3 
Worth y (m2 -|- v~) von w an dor Curve .s’ gleicli 1 ist, so crliiilt 
an dicsor Curve cp den constaiiton Worth c. Forner ist wegen o, 
^ lu und also aiich das Product der ahsolutou Worthe x'^-\- 
y im Unendlichou oiidlicb, uud wcnii wir also y.-r^ -[- 

mit li hozoichnen, so ist 
( lOj (p m log It 

iui Unondlichon ondlioh. Da ubordios -j- v- iiiich 4. in keinoiii 
ondlichen Puiikto des (h'.hiotos N vorschwiiidot, so ist <p mit 
soiiK'.n Diiroroutiah|uotionteu iui ganzon Cohioto S ondlicli, stotig 
mid oindoutig, und goniigt sonach allou Bedingungen, die wir in 
130 an die Functionon gi gostollt hahon. 

Dainit ist das oloktrostatisoho Prohlom auf die Ldsung 
oilier Ahhildungsaufgaho zuruckgefiilirt. 


138 . 

Die Fliichon diclitigkoit. 

Dor Zusnimnonhang mit dor 'Flioorio dor Functionon coni- 
ph'xon Arguinentos giolit uns oinon sehr oinfachoii Ausdruck filr 
I'ig. 0(1. I’ig. 57. 




die Flilchondichtigkoit, die durcli die Formol §. 136 (8) allgornoin 
bestimmt ist. Bczeiolmen wir mit '{> den Winkol, don das IClo- 
ment ds dor (J-renzlinhi s mit dor x-Axe cinschliosst, und zwar 
so, (lass ds zu dor Normalen n so liegt wio die positive x-Axq 







,s I <•!.. f il U ! i f \ h;a' i. 


:!42 


138. 


'/ur positivoii //-Axf uiul /< vnu tiff iu tlcu N’idit- 

loitor hiiu'in [Hisitiv L?t‘i*r<'hurt isl il-iir. ati a. v. S,i, su ist 


‘It. 

Ih (a.//) \K (*/>. 

>) 4, (./>-,;/) 

and f‘s is! 


f f/‘ (If • H 

' t-H-, a 


MU n 



1 a ( 

( // 



: ' -nr.l 


rs ( ./■ 

t u 

Da 111 HU* 

f a ' ■ 0 isi, sn rrtdrht 

‘.irh Idrraii . 




sin d-, ‘ ‘ rusa. 

ex 

imd (olglinh 

f a 

( a t li 

_ d(/. , 

. t 1/ 


d.: / a* ‘ 

worauH iiuc-Ii lid! 

(Si 

f .1 1 U t 

(1) 

4 O’ 


lit't.nuditnn vsir 

cinrn 

I'uukt, in dam di»- ('ma« 


luii (U'ui Wiiikrl u/r (1^1*141*11 ilfu hat d'h *. AT n. v. S.), 

und lUu* iMiiluchlunt hulhi'r di-n 1‘cftr.liuut'-ii.'inhuu'ajiimkt 

iu (lit'Hu Kuke. so isl in uiu'ntilirhrr N'.tiu* t|i<’.<■* I'unkti*. (luu'h 

§. ^B) 


I Z*. ' 

null (licsu (irijusi' ist in di-i* Stn'clu* »/^, wn d» f !»*»<llr Tli**il vnu 
nonsiant isi, min inniKiiu'ir. Iv* t 4 uIhu 


und w(‘nn wir srl/m, hu nt i. 

(2) 4 JT <1 i ^ r ‘ \ . 

u 

Uit'snr AuMlnink '/.ni|d» ihi'****, wrjm tf , | j 1 , »* lur r '-() 
nui'iidlich uinl, walircnd fur « • ’ I und / o di.- Hirhlig- 
knit U V(M‘H('liwilulnt. 

NVi'iin alhu cin Lritrr nut •aiit-r au .ajrriiiijrndnu 
Kauta*. an das Uinlck t rintnn ''mir/i, -at j-it dir rink- 





§. 139. 


I'llcktricitiltsverUiuilung atif einem I’riHiua. 
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trische Diclitigkeit in dor Kante unendlicli. Bildet 
aber der Loiter in dor Kante oinen eiuspringcnden 
Winkel gogon das Diolektricum, so ist die Diohtigkeit 
in der Kante gleicli Null. 

§. 131). 

Blektrioitiitsvortlioilung auf einoni Prisma. 

Wir wollou nun als .Boispiol don Indl botraoliton, wo die 
Curve .s in dor ,c!-El)ono oin goradlinigos Polygon ist. Nacli 
137 kommt die oloktrostatiso.lie Anfgabo daranf zuriiek, den 
FL'icbenraum aussorlialb dioscs Polygons auF das Iniiere oiner 


Kip-, as. 



Krcislliicho abzubildo.u, so dass dor Mittolpunkt dos Kroisos deni 
uncndlioli fornon Punktc in dor ontspriolit. 

In dor Fig. 5.S ist dor Uoborsioktlioldcoit Indbor diis Polygon 
als Droicck (AJ^ (J) angenonnnon. Nolimen wir an, die Aiifgabe 
soi gcldst, 08 8oi also .c alB I'unction von m im Innern des 
Kroisos bostimint, imd die Kroisbiigcm ah^ /ni, ca mogen den 
PolygoiLsoiton Al. 7^, 7^6', (JA ('ntHpreo.lion. 

Wir nohmen nun zu jocbun Punkto to ini Tnnevn dos Krcises 
den zugolu3rig(!n Pol ausscirliall) uiid lassen diosem den 
Punkt entsproclion, dor dor S])iogolpunkt von ist in Bezug 
auf oiiK'. dor PolygouHoiten, etwa A IL 

Dann ist din Boziolnnig von zu ii\ gleiold'alls eino con- 
forni(', A])bildung (‘§.50), und es ist also jotzt 0 als Function von w 
in dor ganzon ?c-Ebon(^ boBtininit. Diese Function ist an dem 
Bogen ha Htotig, dagog(ui an den andoron I'boilon des Kreises, 
an av. uiid Ac, unstotig. Bonn die Striickon ac und ac^ fallen 






A 1. <.-h Hit t. 


l.'iSl, 


:m I 


auif dnn Kivi-r /,n-.aiisui»-ii. withroiiil lu-iulm A(\ /I 

ill tli*r > Kl'i'uc rt*uut niiul, 

Vm iiuu tUi' rnslc*ti;.‘k»‘it :iu I.niirii -ruau.T zii Ih*. 

Htimuicn, luiUfu wir «*iuu Ut*luti«'u anl.'ii >urhrn /avi.rhru zwoi 
(■iils|)riH'h('iui<‘n Puukli'ti nut tU*u I'l-iatlrii Sti*tki-n 

t'rj4U'.bt nU'U fnb4!'iHUn"m!Ui-<H(<u. iv tMaanrlin.-u mit .1 
gb'ich ill'll WiTth, til'll ilii'- Vnnuhlr : mt I’milt.' .1 hai, mit 
ili'n Wiiikol, tU'u .1 mit .r-A'Ci- luiilrt, last t/ .l.-u Winkel 
fLi(\ untl mit r iltin AliNtaud .1 . d«’i' .1 j i'4. Uniui 

hahi'u wir 

- A • rf'A -A A r f' • ^ \ 

uiul t’uljfliidi 

(1) M I M. 

llioriu siml <} 


Air 


mill A gi's'i'li'iu' «ir.r. -ris, th»' {sirh uirht 
fliuliini, wt'iin nirh tUm ruiikt luur-' Ai' iH-tti-,:!. Wiv ktmiii'u 
diilmr dill (ihdchuiiK (U imrh a- ditlnvsitns.ai. w.-mt wsr duiitii 
don Punki w liinun di*r Kr*‘iH|ii'nphrii‘' turfHt'ijrntfn la a.mi, tuid 
St) orgiohi sifh 


(1^) 




d a 




di 


d. h., I'H ini dio Fuiiftimi 




boim Ut'borgango itbi'i* tb'u Ungrn tir iu drr it ntflig. 

DiuHulbo bctnudituug liisst ubar lu asif dn’ amlrri'n 

PolyguuHi'iU'u anwt'udt'ii, mit nartni^iir Mudsiii-afiMi! atirh nut 
Holclu', din mit dor sjdfj^i'liidmt Smlo J H ftmalltd nind, mul m 
folgt uIho : 

Dio Finn*tinII 


d 

d it 


lug 


d. 

d it 


0 I tr) 


int oino iu tlrr gitu/.m KUouo ruidoiitigo luul 
Ktdtign Fuintlitm vtiit ir, tlio utir iu 
iioch uilliur /,u bi-htimmoudi-u I’liukti’H uuoihD 
lirh word (111 kiuui. 









§. IdO. 


Uestimmung dor Function */»(«!)• 
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§. 140. 

Bestimniung der Function Q>(io). 

Pis ist nun zunilcllst crfordcrlicli, die XJnstetigkeiten der 
Function f]^(tv) zu untcrsuclicn. Ilicrbei sind als singiililre 
Fuiikto zu beaclitcn die Bildcr der Pickpunkte B, die 

Punkte 10 = 0 und == oo. Die iibrigen Punkto bezeichnen 
wir als rcgulilro Punkto, und in dioson kann fJ> niclit uiiendlicli 
warden. Bonn ist ein soldier Punkt, und zugclibrige 

Wcrtli von .a, so babiui wir eino in dor Umgebung dieses Pnnktes 
coiivergonte Fntwickolung 

^ = Cl (n; — iOq) + Ca {to —■ • • • 

dw - 

niit von Null vorschiedenem Cj (vorgi §. 48), und daraus ergiebt 
sidi eino Entwickelung 

d w “I-’ 

worin 60 =-. logcj endlicli ist. Domnadi baben wir lilr ciiK'.n 
Boldion Punkt eino Plntwickolung 

(1) 0 = Cl -| ■ 2 — w^,) 4-, 

also ist 0 endlicli iin Punkto iOq. Dm ibrnor die Bildcr der 
Picki)unkte dos Polygons zu betracliten, bezoichnon wir mit 
otTT, jiot, ... 

(lie an den Punkten A^ Ji?, 0, ... gclcgenon Innonwinkel dcs 
Polygons (nacli der Bezoichnung in dor Fig. 58 ist aat — (jp), bo 
(lass, wlibrond in dor ic-Kbono im positivon Sinno ein Ilalb- 
kreis uin den Punkt a besebrieben wird, dor entsprecliondo 
Punkt der ; 3 ?-Pibene cinon Bogon von dor Grosso (2 — oi)ot 
durcliliiuft. Dann baben wir nacli §. 48 (IG) in der Umgebung 
des PunktoB a cine Pintwickoluug von dor P'orm 

— A = {iv — "h Cl {w — a) -f- C 2 (to — a )2 -f- ■ • - I, 

worin Co von Null vcrscliioden ist, Daraus folgt 



>('f ii .’«■ h Ji! r r A 1 > .r !i uit f 


jj- HO. 


a 4 () 

„ /O ■ a) r,,iir ul* “ • f 1 ,i | “ ; 

d w ’ 

l{).r - •; (1 a\ >i] - f - >: *n > 

"" it ir 

und folfi;lii’li 

, 1 « , , 

( 2 ) r, ■ :H.. i.» HI ' 

^ ir t( 

und ICutspiTchciulnH gill viui dfu idui-'fu I'unlfi'u //, 

l)('.m I’unktc ir u futsprii-ht drr Wnilt t , uud xwiu* 
HO, dasH tdm'in Kmislanli' inn den NulljaiidJ rm rinfarlicr Krids- 
Inuf in d(U' Ml unit' t'UtH|irirhl. Fulgii'di s'dl in d« r ruigt'liuuK 
d('H Nulljninktfs niiu’ Mnlwirkiditut' dt-r F*.nn 


it’ 

(L. 

(t w 


mil YOU Null vursfhirtlcnnm r j*. darau* 

lug ' ■ 'i l« 1 g IC ■ > ■ 

d ir 

(3) 

(P - ■- ~ I r, i :! f, a 


Hr Hi. 


Fh bkultt iHjfli drr I’uuki ir f /.n hrli.r lilfn, drui glrirh” 
falls der Wrrlh - t rnt*>i|irii ld. F>ir dir aut hat nmu. da 
uinain (‘infachau Krri-.laulV ndl }atd;us;.'l»*'li "i.r.-rtn Uadiu-^ in 
d('r /c-Flirnu tun riidarlirr KrriHkmf m di-r F-lr-n*- rnts|irirht : 


d~ 
d ir 


i »r 


ir 


it' it 


(■ 1 ) 


, (L: 

lug , 
d It 


(1. h,, OH nui.HH ir'(p Im FUi-ndlirlim nu.d, 

Auk dir.sen lUalingungrii mdrld sirU al»» r. tin 


' I. 


h windi'U. 
dir Inilrrmr. 











in dcr ganzen ly-Ebeiie endlich blcibt und im XJnendlicben vcr- 
schwindct, und dass sie also nacb dein Satze §. 4-8, U. identiscb 
Null ist. 

llicriuich Gi’haltcn wir lur p dio DillbroiitialglGicliung 

, (I __ __ 2 , 1 — a ,1-^, 1 —y _ 

d w ” dw w ' w — tt ' -w — /> ' 10 — c‘ ’ 

und aus (4) crgebcn sick noch zwGi llcdingungen, dio besagen, 
dass bci dcr Eiitwickclung dcr rochtcn Scitc nacli fallonden 
Potcnzon von lo dio CoefliciGutcn von w~'^ und to~-~ ausfalleii 
inilssGU : 

(0) 2 (1 '^) = = 0; 

von diosGii Eodinguugc'n ist die ersto von solbst orfilllt, da in 

ciiiGiu Polygon von n Soiton dio Winkelsuinmo 

(7) 7t ^ a — [n 2) TT 

ist. Dio zwcit(^ zorfilllt, da die coniplox sind, durch 

Trennung dcs rc(dl('n und imaginilron Thcil(^s in zwei Ibdationon. 

Aus (fi) orliiilt man aber durcli Integration, wonn Cy und 
dio, Int(igra,tions('.onsta.nton sind: 

(8) ('yp -| ; I (?(i • a)'-™'' (a; by "b (a; • ... 

Wonn das Polygon in dor ;:-Kl)cno diiroli dio Ooordinatou 
sc'inor n Eckpunkto gogo-bon ist, so bat din‘ Ausdruok (S) 2 a, Do- 
<lingungcn zu crn'illon. Zu ibror BoIViodigung hat man dio 
n reollon (Iriisson /i, ... dio n Grdsscn «, /;, ... mit doin abso- 
luttiu Wortbo I und dio boidon coiuplcxon Gonstiintcni Cj, %, also 
2«-l-4 reollo Constaaibni, dio abor notsb don drei llolationcn (Oj 
go.uiigon iniisson. Also ist dio Anzabl dor vorlugbaron Ooiistautcn 
um 1 gi'()Hso.r als dici Anzabl dor zii ornilbnidon Dodingungcin 
Dios i.st nolbwGiulig, da man, woim dio Aiilgabo auf cine Art 
gobist ist, don Krois in dm’ /G-Dbonc noob urn eijion l)Gli(4ng('.n 
Winkol drobon kann. 

Durob (due Voriindorung dcs Goordinatonsystoins in dor 
;:'-Dl)ono und durcb iUinlicbo Vorgrbssornng odor Vorklcinorimg 
kann man dem Ausdruok (8j auf dio .Form bringo-n 

(!l) p ~ j* (w ■ (?(; -(to 
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Seclizeliiiter Abschnitt. 


§. Ml. 


iind in dieser Form giebt er, wenn a,h,c,... irgend welcbe 
Grbssen mit dem absoluten Werthe 1, und /3, y, ... irgend 
Zablen zwiscbeu 0 und 2 sind, die den Bedingungen (6) ge- 
niigen, immer die Abbildung des Einbeitskreises in der ?«-Ebene 
auf ein geradliniges Polygon in der ^-Ebeiie mit den Winkeln 

05 TT, jr; y 3r, ... 

Wenn wir fiir a, &, c, ..« die vier Punkte i , und 
« =: /3 = y ... = V 2 annehmen, so sind die Bedingungen (6) 
befriedigt, und wir erbalten aus (9) 

r —i-: ^ 

(10) «= j yi + »o* -f, 


also ein elliptiscbes Integral (zweiter Gattnng). Lassen wir lu 
iiber die Kreisperiplierie gehen, so setzen wir w = und er- 
halten 


dg = i 


es ist also ds reell oder rein imaginiii’, und wir liaben in der 
.^-Ebene ein Quadrat mit der Seitenliinge 


+ j 

j ]/2cos 2 '^ d 1 ). 


§. 141. 

Influenz zweier cylindriscber Loiter. 

Es seien jetzt zwei parallele cylindrisclio Loiter von be- 
liebigen. Querscbnitten gegeben, auf donen die constanten 
Potentialwertbe Gj, Cg berrschen sollen. Dann ist das Gebiet 8 
in der ^-Ebene von zwei Curven s,, , den Quersclinittlinien 

der Cylinder, innerlicb begrenzt, und erstreckt sicb ins Un- 
encllicbe. 

Das Gebiet 8 ist zweifacb zusammenbiingend, woil es durcb 
einen die Curven Sj, verbindenden Scbnitt nicbt in getrennte 


Q H. A. Schwarz: „Ueber einige Abbildungsaiifgaben”, Crelle’s 
Journal, Bd. 70 (1869). E. B. Cbristoffel: „Sul pi-oblema delle tempoi’a- 
ture stationarie“, Annali die Matematica, Ser. 2, T. I (18G7), T. IV (1870). 


§. ML 


Influenz zweier cylindriaclior Leitcr. 


o41) 

Tbeile zerfilllt. Das elektrisclie Potential cp ist so zu bostiuimi'n. 
dass es den allgomeincii Bodiiigimgen cles §. 136 genllgt iiiid an 
den Ciirven die Wertlic Fig. 59. 

C\, 62 annimint, 

Im Allgemeinen wird die 
.Function (p iin Uneiidliclion 
logarithmiscli nnendlich [ §. 136 
( 10 )], Es kann bier abor aucli 
dor Fall vorkommcn, dass sie 
ondlich bleibt, niinilicli dann, 
wcnn beide Cylinder glcichc 
und ontgcgcngesctztc Pllok- 
tricitiitsmengcn entlialton, also 
in — 0 ist. 

Audi dieses Problem lilsst sick auC eino Abbildiingsaurgabc 
zurilokfulu'cn, wic wir jotzt zoigen wordon. 

I. Wir iiGlnnen an, dass das GebictfS' auf das Innero 
eines Kreisringcs K conform abgebildet sei, so 
dass die boiden Gronzkreiso don Curvou 5 j, 
cut spree hen. 

Dio liadion dor begrenzendon Kreiso wollen wir so wiiblen, 
dass ibr Product 1 ist, was offenbar dui’cb proportionale Ver- 
grtisHoriing odor Verkleinening zii erroicbon ist, wenn es niclit 
Hcbon von vornborein so scin sollto. Wir bozoicbnoii demnacb 
den Jladius dcs innoreu Kreises mit den des ilusscron mit 
HO dass (f ein positivor oebter Ilriicb ist. Dioser 
Kroisring liege in dor Eliono einor coinploxen Variableu ‘ir. 

Da wir don Kroisring iiocb in seiner Ebone drebon kbnnon, 
so stobt es uns frei, dem unondlich fernen Piinkt dcs GobioteB 0 
eincii Punkt c auf dem positiven TJicil der reollon Axo ent- 
spreeben zu lassen. Die Walil von q und c wird uns nber niebt 
inebr froisteben, sondern von don Lagenverlmltnisson der Curven 
s.j abliiingen, wic wir spiiter an Deispiolon sohon wordon, 

Wenn dies Abbilduiigsproblem golost ist, so ist w in dem 
Gebioto S eino stetigo, ondlicbo und von Null vorscbiedeiie 
Function, doron absolutor Wertb an don Curven Si, S 2 -die con- 
8 ta,nten Wertbo r/Vs und annimint. Wenn wir also 
( 1 ) % q) i-tp ~ log to, w = c'/'t' *'/' 

setzen, so ist cp der roclle Tlieil einor Function % von der an 





SiM-lj.-i'hu'tT V!.-U'hniis. 


Ml. 
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don Curvmi .s^ .HmsOnitm W.-rflu- ■ * ■. ln-</ uu. 

iiinmii, luul hicM-auirh al^.> Inaviis du-. I’nddrm iTir dun 
spcci(ai('n Kail ^.-Idst, d:i-'« ^ i lu M.-hi.Ma .s’ cudlifh 
Itloibi, also <lit' i Ic ml m m t uu* u drr m i t I Ihm lieu 
Kl('kirifiial sd'dt’h Null i^t. 

Im All^n'iiudui'u halifu wir al<fr ikh'Ii riiu* /w it.- Auficulu^ 
•/M irtst'ii; 

11. Hs ist (iiua Fuiu-tioa •/1 ^ </i d.*‘. i-nm- 

plc'Ki'n Argument m d.-m (M-huMt' ,S\ alno 

auf'di das fauiplf \ an Are. umeutrs inuarluUU 
d(*s Kraisringes A /-a 1 h**M i mme!i, ilans 
a) die I-unet inn /, in ilem I’unkle »■ l..a.ari(h» 
miseli unrudlieh ttird. >.<» tl a * h 

/i I"-'*’'' '■* 

in e en.llieh l.leilM; 

h) tier reelle Theil t|, ^ eu I, in tl.-ui M .-luett* A', 
a It g t' H (• ll e ll V It U tlein I it It k I e tj I'U tl I i t ll , htl'tlg 
und eiadi‘ntig iM snul an d»*u tlreu/,en /:, 
varseliwi inlet. 

Dor iinuginiire 'I'lndl td lade*' drr Ib-tluntung a) 

uiclit oindoutig Hein kttitnen. 

Da dor i’uukt ir • r dem I’unktt* ^ ^ .-ni >|»neUt, h.*. 

bostcUt einn Kiiiwickehing vnu dn- F.am 

If >' * ’ 

alHo 

Ingl/r n l“g ^ 

und wenn uIho tlt*r nlisitlut'* W«*rtls It' >r / mit /t bi*'* 
mc.bucd'. wirtl, wi i^l naeh ai 
f2) H't ‘ le- A 

im IHiukto «/• eiidUeh. 

Hebam wir daher 

(;}) 0 mf|, • J i; /A 

HO IHt, weitn A uml I* ttillluirhelie t'aiedanfm brdc-ilt^'U, 0 tier 
r0olli‘ 'riieil oilier Funetinn eM|isjt|i-x»-U Ar:euine}il»--4 . , die mn‘h 
a) und bj die KigeuMdiiifttm bat • 
















§. 142. 


Bcstimmiiufv cler Function 
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1. ^-{-mlogjR ist im UnciullicliGn encllich [§. 137 (10)]. 

2. An den Grenzcurvon So ist 

<i>=zCi= lniog2 + i'. 

® = C, = - I logj + ]i, 

imd die CoiiRtanton A nnd li kdnncii so 'bestimnit 
warden, dass 6\ und 6y keliobig gogobono Wertlie er- 
lialten. 

Damit ist also nnsor olcktrostatiscbos l*roblein ani: die Ld- 
snng dor beidon funotionentbeorctisolion Proldorao L, 11. zuriick- 
gofiilirt. Von dieson ist das zwcito von der Natiir dor Curvon 
Si, So unabluingig nnd kann, wio wir sehcn wordon, allgeincin 
golust wordon. Das orste abor biingt von der Gestalt diosor 
Curvon ab und kann nur in spociollcn Fallen gelost wordon. 

Wir wondon uns zuniiobst dor Boliandbing des zwciton Pro- 
bloinos zu. 


1-I-2. 

Bostimmiing dor Function %i (w). 

Urn die Function zu IjCHtinmioii, 8otz(;n wir 
(1) %^{w) ™ log/(a>). 

Dann iA f{w) oino Function, die in doin. Kroisringo K don Bo- 
din gun gon geniigon muss: 

a) Dio Function f {lo) wird in dom Piinkto c gleich 
Null, und zwar so, dass dor Quotient/(w)/(to — c) 
endlicb und von Null verschiodon bloibt; ab- 
gcsobon von dom Punkto c ist dor absoluto Worth 
von f(w) in dom Gobiote /C ondlich, stotig, oin- 
dcutig und von Null verschiodon. 

b) Dor absolute Worth von f(to) ist an don beidon 
Periphorion Jci, \ gleich 1. 

Um oiuc solcho Function f(w) zu finden, construiron wir zu 
oinom. boliohigen Punkto to, don wir' vorlaufig innorhalb K an- 
nchmon wollen, die Pole in Boziig aiif die beidon Kroiso /Ci, 
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und nehmen zu diesen Punkten die Spiegelbilder in Bezug auf 
die reelle Axe iind iv^i. Es ist dann 

( 2 ) ioiVi = luiu-i = q-^. 

Hierdurcli wird das ganze Gebiet K auf zwei angrenzende 
Gebiete ATi, JKLi conform abgebildet, imd die innere Begrenzung 
von Ki ist ein Kreis mit dem Radius die aussere Begrenzung 
von 7f_i ein Kreis mit dem Radius g;—^^ 2 , 

Auf dem Kreise \ ist mit lo conjugirt imaginar, und 
ebenso ist ^ 0 -.l auf mit lo conjugirt imaginar. 

Die Function/(iy) muss nun, wie aus der Symmetrie folgt, 
eine reelle Function sein, d. b. eine Function, die fiir con¬ 



jugirt imaginar6 Wertbe des Argumentes selbst conjugirte Werthe 
erbalt (und folglicb fiir reelle Argumentwertlie reell ’wird). Dem- 
nach verlangt die Forderung b), dass f(iv) f{w^) an 7ci, und 
an \ gleich 1 wird: 


(3) = 1 an /oi, 
\io J 

(4) ^ = 15 an /cg. 


Diese Gleichungen mlissen aber, da sie an Linien erfiillt sein 
sollen, identisch stattfinden. 




142. 


Bestiminuug dor Fuuotion 
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Dio Function f(ii^ soli nun in c verscliwinden. Folgliclii 
rcl sio nacli (3) und (‘.1) iinendlicli in deii Pimkten qc~'^ 
-ic-i, imd wiodor Null in don runkteu q~^c, und indem 
r so woitcr scliliesson, folgt 

— 0 in don Pimkten c, q-'^c, q-^c 

r= CX) „ „ „ 

06 Function, dio dicso Null]ninkto und Unondlichkeitspunkto 
it, liisst sicli al)Ci' Iciclit durch ein unendliclies Product bilden, 
imlicli 


) i-X"’) =-(i- 



U (1 


od nach bokannton Siitzon aus dor Tlioorie dor uncndliclien 
roducto convorgirt dieser Ausdruck, da q als echter Bruch 
Drausgcisetzt war, fiir jedcn ondliclicn, von Null vcrscliiedeneii 
^ertli 'to. 

Nun abcr goniigt l!\w) nock niidit vollstilndig den Bedin- 
ungon (3) und (4), sondcrn os ist, wic oine solir einfaclie 
.echnung zcdgt: 



etzcn wir abor 


7) J'^w) ^ 

0 konno.n wir dio boidon Cunstanton w, [i so bestimmen, dass 
3) und (4) bolriodigt wordon. Bonn os orgicbt sicb aus (6) 
Old (7.) 

/ 00 / (,^) =- ““ S"*. /(») / == 2- - 

md es muss also 

1 = «2 f/.^, 1 r™ a2 c-2 (j-l ~f/ 


!ein. Daraus orgiobt sicli 

a = ± ic 

f. _ 1 __ 

' 2 logf/’ 

woriii das Vorzoiclicn von a lieliobig gewiililt warden kann. 
Nehnuin wir das negative, so ergiebt sicli 

Rio in anil-Woluir, I'urtkillo DilTfronlialgloiohungon. 


23 




cr Ah .chui! s. 




Bf)-! 

oo 

wodui'fh alU' rH'iUu^uiugfU uimtTfr AntV,ab*‘ 

lUt' ani'iuUit'lu'U I’vtulurtf, d'w liicr uuftrrtfu, Niml iiun ilw 
'I'lu'di'it' iUt flliptisclu-ii l-’iiiictionfu hs'kaimt, tiad wir wnllau sit‘ 
luifh in tli(i iliirt |f('l)rHut‘lili<‘lu‘ lavt-irhitnu*' ul*t‘rtraj'«ni. Hh 
griiiulot Hicli (lit' 'riumrit' ilt'r cllijilist’hfn k'nin’tmufu atif vicr 
Hoi^onuimlt' i)--l'’unt’tit>ut‘n, dii' iu tdli'a'iidin* Wtast* dnrrh imi-nd- 
Vu'ht' Pnuliu'ltt sintlM; 

i 'r' r ^ 

^ i r “’Hill *i'‘' ’"Ml ■ '/■*(• 

r '-illtl •/’(■'•'Hi 

WDi'in (^l oin f^cmt'inhrlialUu’licr. van r niialihituaijH'i' I'aftar i*,t 
dor durc.li (j so dari'f^tfllt wird: 

V Iin 7 


/ (a ) 

//(' 

//a .r 'r ' 


In jillcn tUi'st'ii I'rodiU’tfU dmaddanfl v do* lu-iln* dar natiir. 
liidion Zaldan 1,2,11,.., bin unondlit’h. 

Aid' dioKc I'diuotimum winl nnn ilt-r Au*«drnrl {Hf zuriirk 
|(on\lirt., wuun wir Hot'/.m 

(11) a' ■ r'-* ■»**■, f f 


Dor Ausdnu'k vonunrnrlit. siidi Wi-soutlii-h in dfiu l»rN<)iidt‘rci 
Fallo, wo r. ” 1, also o - u int. Dana wird 


( 111 ) 


/M'd 


. iDtii') 
Ik. sir)' 


Di(*H(‘ iHuiction ist dopindl poritKiisfls 
die olliptisoho iHinctiou sinus ainplitudini-i. 


ujnl laHst sirh dure 
Htistlriifkfii win 


’) Vcrfj;!. Ik Widii*r, Mllijii iHrlii' k'uit'iimiru inni .il^ckrat'u'hf /jildfa 
§. 21, S. (il uu.l n-i. 


\ 
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woun 


(Jouforino Abbildung auf dcu Kreisrixig. 

f(>r) = i i~% sn(2Kv), 

1 + 




IK 


= II (I -(1 + 


jj;osctet ist, was fiir die Loser, die niit dor 'J’h(!orie dies(a’ Fuiic- 
tidiioii vortraut sind, liior angefiihrt soi (II, AVebor, Elliptisohe 
Functioiioa, S. (12, DO, 111). 

Dio Iiior botraclitcdo Fuuotiou /(ir) hiit i’iir das lling- 
fjjobiot und das logaritlmiiso.ho Lotoiitial cino iUiidicbo P>o- 
doiituiig, wio dio (1 roou’stdio Function filr das Nowton’sc.he 
PoioniiaL 


143. 

Donforino Abbildung auf don Kroisring. 


Fs bloibl jot/.t uoo.b iibrig, dio in §. 141 ebaraktorisirto 
Abbildungsaulgala', I. zu bison, was nur in bosondors oinfaobon 
Idillon indglic.h ist. 

Lolir l('iclit ist dio Ldsiing I'iir don Fall, wo dio (Iroi)Z- 
onrvon .s'j, s’n dos (xobioL'.s tS '/.wri Kroist'. sind, di(‘, oiinindor aus- 



Hc.lilioKHon, auf (Irund dos Satzos (§. 51), dass Ixoi dor con- 
fonnon Abbildung duroh gobroo.luuio linnaro Funotiouon allon 
Knuscni dor oinon I'lbono anoli Kroiso dor andoron ontsjxrocbon. 
L('gon wir dio Mittolpunkto dor Kroiso Sj, auf dio rtiollo Axo, 
in d('.r ^-Flxiuo und bozoiobnen dio Abscisson dor So.hnittpunkto d(U' 
Kroiso niit diosor Axr. dor Koilio nacb init «, /i, y, d, so hal)on 

2.3* 




Sof.lizulnitoi’ Al)Hchul f.t. 
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m;j. 


•wir to als linoaro ^^'obrocliouo Function von so zu bosUnuiK'n, 
class sicli (lie Wcrtlic 


~ «, /I, 7, () 

qn ~~~ __ q >4^ 

gogonacitif^ cntsprocben. 

Wonn also clio vior \Vortho «, /I, 7, d\ cl. h. die Krenso s,, So, 
gogobcui aind, so ist {/ niobt nudir willkiirUch, aondoru (lurch tUti 
gogobonon (Ircisscni bostimmt. Man orbillt 


(0 

( 2 ) 


1 — (/ 1 ~ I ^ /() _ 7 — ^ u 

1 (j I — (j\i 10 ■ 7 — a j {V 

(r —/^) (fl — w) 

\i -{-((J ir ■ -«j (d (i) ’ 


und claraus orgic.bt sicb oin VVtudb von (/, dor cun posilivor 
oclitor Bnioli ist. 

Scliwiorigor, abt'r auc.b inicua'ssanUu*, ist dns rolgondt's Ibu- 
spiol, an dem Ilt'.linlioltz ?:iu'rst don Nutzen dor Abbildungs- 
tlioorio fill’ diosG Art cdoktrostatischor Problomo nacbgowioHcn 
liat 1 ), 

Das (xobiot A’ soi bogronzt (lurch zw(u jcaralloh^ 
geradlinigo Scbiiitto, doron Fndpunkttc dice Kc.kon 
oinos RochtockH bildon. Das (Udiiot H orlTdlt also dit‘ 
ganzo ^-Kbono, bat abor an diuson boidon Sc.lmittcui UnHttdig- 
keiten, und die Riindor dor Schnitk sollon dun Inncbui (Irtuiz- 
krois(',n d(;a Ringgednotos in dor lo-Kbono ontsiiruclnui. 

Rliysikalisch bandolt os si(sh hio.rbci uni die VorUunlung 
dor statiHclion Kloktricitilt auf zwoi uuoudlic.h laugtui obouon 
Stroifon, dio Hich, otwa wio dio riattou (unus OoudouHators, 
gogonuborstolion. 

Dio Bclmitto in doiu (iobioto A inbgon parallel ndi dor 
y-AxQ angonommen wordon, und ibron Kndpunktun nidgon dio 
Wortlio ^ r-r. oc :1" ft i ont8]iroclion, 

Donkon wir una die Ilillfto du.a (lobictt^H A, in deni u' cinou 
positivon Worth hat, auf don Kroisring abgcdiildot, dessen 
inneror Krois don Radius 1, und doHScii iiussurur don Radius 


b Uobor (lisconinniirlic.hcc I'’luHBigk(utHbow('|,nin^iM). MoimtHbcirichl- dor 
Akadomio dor WiBBonHchaften in Porlin voni Id. April IHGH. (J(!‘t(immolto 
Abbandlungou, Bd. I., 8. 157. llics Kiuirormcd ist ubrigens ))oi Ilolmhidt/. 
nioht rick tig angtjguboii. 
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'/a hat, SO wire! die aiulero Hillfto iiuf dem Kreisringu 1 , r/'-.: 
gebildet, wenii man dum Piiiikte —den Worth Ijw ent- 
L'echen Uisst. Setzen wir also 



d die Function muss also die Kijijenschaft habeii: 

' = - V'C"')- 

Wir kdnnen, wio aus dor Symmotrie uuscirer Viguron Iblgt, 
3 Abbildung so aiinolunen, daas coiijugirt iinaginilron Wortlieii 

Fig. G 2 . 



n 10 jLUch coiijugirt imaginiiro Wertho von s ontshrcchen, 
li. so , dass (p {w) cine rcollo Function Lst. Fduo Folgo davon 
. dann [nach ( 5 )], dass die Piuikto iv =7t; d l don Punkten 
= 0, CO outHproclion. Wir wollou foststollon, was IVoistolit, 
= -[- 1 soi das Bild von x? ™ 00. 

In zwei symmetriseb golcgGnon Punkten 0, 0' des Schnittos 
') baboii wir die Wertho 

0 = a -j- ij 0' a — y i r— tia — 0^ 

td die ontsprocliondGu Wertho von ir sind w iind l/c/tu. 

Ills hat also die Function 9) (a') auf dor Kreisporiplieric 
6 Eigcnschaft: 

) 'ip(—) 2« - 9)(«0. 

id die GlGichungon ( 5 ) und (6j miissen nun wiodor identisch, 
h. filr alle Worthe von to befriedigt soin. 
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SL'chzolinter Absclniitt, 


MfJ. 


Ausserdem muss f/)(w) oiuo rcollo Function von }n soin, die 
ill dem Kreisriiii^^e K mw in dom Puiiktc n) 1 um'iullich, sonst 
ul)Grall endlich uud stotig ist. 

Aus (()) orgiol)t sicli daiin mit Iliiiro von (5), wmm nnui w 
(lurch l/io orsotzt, 



Feriier ci‘giel)t sich noch aus (5) uiul ((!) 

(8} ^ 

Wcmn nun unigukehrt q) (ni) (lit',sou Fordorungtm gt'.iuilss 
])estimmt ist, so zcigt dio Relation (0), (lass, wt'iui in und \/<iw 
Gonjugirt imaginar sind, d. h. an dor aussoron Kroisiioripht'riti, 
der reolle Tlioil von — </>( 7 p) constant ~ « ist, und dnss dcsr 
iraaginiiro 'Phoil von wilhrond in aid' dor Kn'isporiiihcrio 
horiimgeht, sich zwischon zvvei ondliohen (ironzon • ■ (i und /i 
hewugt. In (hni .Kndpunkton dor Sc.huitto, d. h. da, wo dor 
Worth von uiukohrt, ist der Dillorontiahiuotiont (p'{in) —■ 0. 
Dadnrch wird oin Zusainincnhang zwisohou ft und (/ horgt'stt'llt. 

Donkon wir uns (lurch (5) und (0) dio h'unction (p(in) in 
dor ganzcn loEbono hostimmt, ho m'lialton wir ('ino h’unotion, dio 
in alien Pimktcn to r/’’ lur v =-r; 0 , d- I, j 2 , ... unondlioh wird. 
Doinnach fiihron wir ('ino Function ('^)(w) oin, dio wir dure.h das 
imcndlicihe Product 

(9) &(iv) — (luVa —. ?(;“'/«) J f (I • - Ip' in) (I ip' in ') 


doliniren. Dioso Function goht, von cinom (;on.stanton Factor 
abgesohon, in die Function (a) (§, 142) ilhor, W('nn <j dundi 
([- und w (lurch orsotzt wird. Fs ha.t aher dit'so Function 
ft)(a;), wie sich aus (9) leicht (?rgioht, dio Figousohaft 



sotzen, so geniigt dicso Function alien Ihulinguugon, (lurch dio 
dio Function bostinimt war, und dioso Function ist also 

(lurch ('ll) dargostollt. 










§. 143. 


Conforiiie Al)l)ililuu<^' nul' ilt'ii Krijisrin/j;. 


Fiilirt man die Kntwic'.kcluug (i)) in (11) t'iii, so erhiilt. man 
9 )(?(;) durcli cine nncndlic.lie Ut'ilie d;u'ii:('Htf.lU,; 

cp(w) = —- _ — ^ 1 


Wir imterlaKseii ('S auf die; Kinriilin 


Functioncu in dieso Resultatu'. iiillu'r «' 
aucU cine c.vpIiciUi I)arsi('.llini|.^ der Re 
er|L};(!l)en wiirde. 


('lliptisclum 


iiixaii^chfii, l)«;i dc'r sich 
‘lal.ion /Avischt'u ij uiul f} 






S il'bc 11/.oilliter Ab.sr Imit t. 


Mag'iiotiHmixH. 


§. Ml. 

DaH magn oiiHolii' (»lt‘ioh|i:(’wioht. 

Nacli (lor FIy|K)Uu‘sti von Mawvi'll trill iin At‘llu'r uiul ir 
andoroii Kdrponi iioboii dor I'Udctrisolu'ii Sp.Hiiimn*^ ottio maj'iu'- 
tiBolu'. Spamuing aiif, dm gonau douHolboii (loMd/.tni Iblgt, wio die 
cloktrisclio Spaniiuiig. Ibu dio oiiu* Thoorit' huh dor andori'i 
ab/uloitoii, int iiiir oino Vt*rilmloruiig in dor I'o/ididiimng util lug, 
Wir iiobmoii ohiou magnot isrhou Ivral't vootor 'J.H' luul 
oiiioii VorsohiobungHVoctor an, /wisoliou douou dio Iltdaliou 
bcHtcht 

(1) r*» gMU, 

worm ^ oino dor DioloktrioitiltHoouhtauloii outHproolioudi* inagiiC" 
tiscliG (loiistaiito ist, dio fiir dan Vaouutu gloioli 1 aiigomaiimoii 
wil’d. Sio ludsHt, di(> MagiiotiKiriingHotuiMlauto mlor auob dir 
Pornioabilitilt uiid int ilinn* Natiir naoh oiiu' poHilivo Zahl 
Dor Vector wird niioh dio luagnotiHolio l'olari-*ution gi'- 
naiint 

Dio Botnicbtnngon d{«H fuuf/olmtmi AbKohiuitiK iibor Kick- 
tricitiit lassoii Hioli daiiii auf dio luagnotiHobon Hraohoiiningoii 
ilbortragon, wonn dnrcbwog 

'D, f 

diiroh 

% n 

orsotzt wird. Kh aiud jodocli folgondt^ wohontliobo I’nturaoluotlo 
vorlianden. 










§. 144 . 


Das magiicl.isclio Gleioligcwicht. 


:-;61 

Dio fur die magnetischon I'a’scliGinuiigen wiclitigsten Kdrjicr, 
Eiseii und Stahl, folgen dioseu Gosetzon iiicht. Bei diesen ist, 
wio die Erscliciiningcri des roiuancuton und pormaneiitcn Magnc- 
tisnius (die sogonannto Ilystorcsia) zcigou, die Dolarisatioii (hn- 
magnetischon Kraft koinosAvegs proportional, Dio Polarisation 
folgt dor magnetischon Kraft nur mit oiuor gowisscui Verzdgorung 
odor Triighoit, und os hloiht oin Tlnul von ilir zuriude, auch 
wonn die magnotischo Kraft aufgoluirt hat zu wirkon. Dioser 
Umstand setzt dor inathematischmi Boliandlung dor niagnotiscdion 
Erschoinuiigcn grosso Schwicrigkinton cuitgogcn und zwingt iins, 
die Botrachtiing auf zwoi idcalo Gronzfilllo zu hoschrilnkjui, die 
dom in dor Glcichung (1) aiisgCHprochtuion Gosetzo giihorc.lu'n, 
und donon sich die wahren Vorgilngo in hiihurom odm* go- 
ringcrem (frado anniihorn. Dioeo hoidon Filllo hoztucdnion wir 
als den dcs vollkommon woic.hen I'Bst'.ns und des voll- 
kommon hart on Stall Is, aus dom dio perm an on Ion 
Magneto hoBtohon. 

Aiisscrdeiti Bind oh noch folgondo (Intorscliiedo, (lurch die. 
sich dio d'hoorio dor magnotiHohon Ersohoinungon von lU'r (hn* 
oloktrisclion untorschoidot: 

1. Boi don MagnotiKii’nngHo.ouKtantcn g komnion wc.it griisHin'o 
Ihitorsohiodo vor als Ixn dim DioloktncitiltHiamHtantmi. 
Walu’ond e. hoi nllon Kiirporu, Howoit hoka,nul, grhsHor 
als 1 ist, zorfalUm die. Kilrpm' in Ihizug auf die Magno- 
tisirungsconstnnto g in zwoi Classim, die diamagnoti- 
Hohoii, hoi donon g kloinor ist, und dio purainagnotisc.lion, 
bei donon g groBKc.r a.ls 1 ist, Im barton Stahl wird 
g = 1 angonommon, wilhroud g iin woioho.n Eison oinon 
Bolir grossmi Worth hat. 

2. Eh gioht koine Bidtor doB Magnc.tisiniiH in dom Siuni*, 
wio os Li'itor dor Eloktricitiit gieht. 

d. Nonnt man, wio lioi dor Eloktricitiit, dio Grii.sso div'■k 
don wahron Magnotismus, so ist wahror MagiiotisuiuH 
nur in don poriminontou Magneton, also im harton Stahl, 
vorhandon. 

Es ist idso uhorall, mit Ausnahmo dor iionnanontim 
Magneto 

div r-rr (), 

In oinom pormanoiiton Magneto iat 


( 2 ) 






362 


Si<ib(Mi/.t*hu( er AbRi^lmit t. 


M-1. 



(3) 


(J.) 


tliv - ))t, 

(lio tlt's wahreu M:i.'j:nt>(isinus, i-iiu' 

Kimciioii dcs Ortfs, you dio* norli aiiuiriiiiiiiincii \vin1, 
(lass (lit' ill ('iiuiiii solclit'ii Ktirjx'r vorhamli'iii* {It‘saiiimt~ 
uu'.iigti vt■l■st•U^Yiutlt’, (lass also das iiltcr das Vidiuiicii ('iucs, 
puniuuitinU'ii Alagnolt'U gciioiiiiucuo liifcgral 

\ unit 0 


4. Aiu’.h an k'liirlu'.ii trilt wahrcr Magiu'iisiiiii'. idcld aiif, 
d. h. die Nornialfomiioiioutc /'„ isl an jedt'r Klaclu' zii 
licidon Sdiieii glcicli'). 

Naeli diusen Voraussctzuiigi'ii isl dio in th'in Vtduiiiclcnu'ni 
dx ontlialtc'iu*. Meiigt' magiu'distdicr Kuorgic 

(T)) t/r- -y PMdz • • ‘ i P,M, ; r. M ) dr, 

()(l(3r autdi 

( 0 ) 1 M-)dr, 

iiiul dio Aulga-lK'., das iiiagiiclist’lH' (Ilnicltgcwicld in (‘iut'iii I’V.ldti 
zu liestimiiu'u, in dtnu koiiu* lut'chanisflicu Hcwfguugt’u stati- 
Ihidcn, ist niailioinatiscli gar iiirlii vcrHchicdcH von dciii tdt'klrti- 
siatiaelK'n krolilciu nnU'i* dor Voraushclzimg, dass in ciiicm idnk" 
trisaheii Felde von voriindcrlichtT niflnktricititKcoiiHlautt' ciu- 
zt'liin init Avalirnr Klckti’iailiU- geladnin' Nicldlciti'r niiigt'htdU't. 
siiid. Ks falUni iiur hior din iH'Houdnrnu lU'diuguugnu wt'g, diti 
auf dcr (Ingnnwari von la'iicni im Fcldt' luTuln'ii; dagi'gnii trill, 
din Vorsnliindniilitiit von liinr wnil uinlir in dnn VonltTgriind. 

Din lUuliiigiuigt'ii, din sinh hinr nrgnlmu, niud dniuuanli win 
iiu §. 127 din rolgnndnn. 

Dio magnnlisnhn Kraft lint iilx'rall nin I’otnutiul r/.. 

I. Jl4r' ,1/„- ■ M. 

C J' ■ (II { ^ 

II. Din k'niintiou qi ist im gauznii Kfddn Htntig uiid gniiiigt 
dnr Diirnrnuiialglniidiiiiig 

*) Vgk 11. ntu'tz: ,d I'litT (lie (inotilgli'iidouijfi'u ili-r Mlt'klrod^uuuidk 

ftir riilierult! Kni’pci‘“, a. a. O, 















§. 145 . 


I’e I’m anon t(i Ma^’notc. 


woriu ‘in iibonill. jiusscrlin,!!) dor pcrmaiiGnton Magneto 
verschwiiulot, in d('n i)(a’m.‘uioiiton Magneteii eino dcr 
Boclinguiig (4) goniigende gogiibono Ortsfunction ist. 

in. An ciiu'.r Fliitdn^, in der zwoi verscliicdene Wertlie von 
(U, xuaaminoiistoHscn, ist stotig, also 

) I" "''(sr 

IV. Wil’d das Ft'ld im IIiunidliclion nls uninagnotisch voraus- 
gesetzt, so verschwiiulot (p im IJiumdlicheii, wio die — 2^° 
Potenz dim Fniferuung. 

Durcli dioH(^ Pedinginigon ist die Function g), wie 
scliou l)ci dor Kloktrostatik gozeigt ist, cindeiitig bcstiinmt. 


V For man on to Magneto. 

Wenn in dom ganzmi FoFhi “ 1 ist, wa,s wir anzunidniKm 
lialion, wonn nur po.rnianoiito Magiu'.U'. im liioi’t'.u Ranine odor in 
der Liilt in Botraeht kniamen, so gtdd; §. 144- (7) in di(', Glci- 
clmng 

(1) /! (p 

ilber, deren allgonuHiuis Integral wir imreits ini olfton Absebnitt, 
§. 9‘.) (8), dargostollt haben. I'ls orgitd)t sicli danacli 

. r nidr. 


worin r den Abstand dt^s PunktoH 0 von dem Element dt 
bedeutet, und dii! Integration nur ilber don Thoil dos Ramnos 
zu erstreckon ist, in dmn 111 von Null vcrscliieden ist, d. li. liber 
die pormanenton Magneto des Feldos. 

Fiir die gosannnte Energio dos Feldos fmdon wir nach 
§. 144 (6) den Ausdruck: 
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Siiibcuzohu t e r AIiki- h iii 11. 


M5. 


Nacli dor Foniiol 

rip 

fg) '• 

uiid iiaoh M4-, I. kiiiineu wir hiorlTn’ aucli sct/cii 

(4) 7=- A[,Uv(,,'Jli,/r I,/r. 

Da dor Vector g)'!)Ji nio.Ut an Kliiolion unsloti^ isl, tuul iiuch 
§. 144, lY. hu Unoadlicliou Hliirkor als die 2"* I’oteii/, dor 
Entformnig vorsclnvindct, ho int iiaoh dein (latiHs’sohen Satzo 
das orste Intogml in diesor Korniol ghdidi Null (Jf. and 

es folgt 

(5) V’r-- ^ j (pmdr. 

Diosor Ausdnick wird auch das I’otenlial ties Systoius 
aiif sich selhst gtaiaiint. 

Eino Aemhirung in dor gc'gtnisintigen Dagi' dor 'I’lieile tics 
SyHtoms wil'd eiiieii gewisHini Arlieitsutii'waiid errordern, dor, winui 
in jedom Augenldioku dii* nodingungeii des magnetiseheii (tliE'h- 
gGwiebtos als erfiUlt angi'Hohen werden kihuuni, durelj dtni V,\\- 
waclis, dou dio Griisso 7' orfiihrD genu'hHini wird (§. 121)), 

NoluYnm wir an, daas '/wei iienuanoute Magnett! d/,, .14 vur- 
handon soion, bo zorfilllt dt‘r Ausdruok T in drei 'I'heile: 

7’=^7\4^7’, ! 7;,, 



gosotzt werden kaiin. lliorin mnd 7j. dii* Potentiate dor 
Magneto ^7^, 7)4 Hollmt, wiihrend 7'ia dan Potential 

dor 1)6 id on Magneto auf eiiuinder genannt wird. 

Dio Hedeutung diciser doppedten Intc^gralionen ergiebt nich 
von solbst. Zur Krliluterung sei aber ueeh luanerkt. dass y.. It., 
nin '1\ zu bilden, irgend zwei Elemente dr,, r/r', i\vs Magneton 











UG. 


Dio mapfuoiiHohou Momonto. 


HG5 

1 mit don zugoliurigon Diohtigki'itoii m'l multiplioii'l, und 
s Product m^rn'idtidti durch di(! Kutfoniung r^ ^ von dr^, dr.[ 

dividii’cn ist. dodos solodu! Product koinmt dann naoh ( 2 ) 
cl (5) zwci Mai in T vor, und di(! Suinmo, .‘illcr dioscr ist 
nn in dom Integral ((!) jodos solc.ho Product nur oiu Mai go- 
mmon und dosliall) d('.r Parlor 7 , woggcfallou ist. 

Wenn jotzt die Magnoto J/i, ]\h g(ig(Mi cinauder benvegt 
rden, olino dass iliro (losialt and Magindisining goiindcu't 
rd, so bloibcui 'J\ und 'l\ iingciindort, niid dor Zuwaclis von 

2 allcin giebt die ArbcutsgrdsHo, dio lad diost'r Vcriindoriiiig 
fgewandt wird. Dies ist die'. (}rumllag<!i iVir dio Dorochming 
r gegonsoitigen Pimvirkung zweior ptuauain'iitcr iMagiictci. 


§. 1-10. 

Dies inagnotiscdion Moniontcs. 

Das ii])ei’ das Volimuni cdiics pormauoiiLou MagiioUin aiis- 
clolinto Integral 



s in don Fornudn dus vorige.n Paragraj)hoii vorkommi, licusst 
sPotontial diosiisMagno.Uni. Ks ist e.im^ von diescuu Micguotou 
id soinor faigo albun al)Iiiuigig(5 Fune.iion dos Orton, dio ini Uu- 
dlichon vorscliwiinb'.i. 

Bezeiclmon wir niit a’l, ?/,, dit> Ooordinalt'.n oines Punktos 
Inneren dos Magnoteu und mit ?/, s die (loorcUnatcm 
tfernton PunktOH und scdzGii 

Jia r- . I ya 7 ,. ^ 2 ^ 

ra (x — X^)'^ (ij ^ IJ.y ^ 

folgt durch Pntwielcoliuig muli Poton/.oii von xfj, wonn 

r nach dem zwoiton Gliodo al)broclion: 

i i — i 1 4 * 

^ r “ Ji 

.cl wenn wir also 

) a — I Xiindt^ /j r~; |* y^mdr.^ y = | Cimdt 

tzen, so folgt .'lus (1) mit UuckHicht auf dio Ihdation 
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Siebenzelinter Abschnitt. 


§. 146. 


^ 4 ^ j mdt = 0^ 

fiir cp die Darstelliiug 

ax 

( 5 ) ^=— 

welche giiltig ist, wenn man Glieder von der Ordnung l/U* 
gegen die der Ordnniig 1 / vernachlassigen kann. 

Die Snmmen a, |3, y heissen die magnetischen Momente 
des Magneten. Sie andern sich niclit, wenn der Coordinaten- 
anfangspunkt nnter Beibelialtung der Riclitung der Coordinaten- 
axen verlegt wird, iind transformiren sicli bei einer Drebung des 
Coordinatensystems ebenso wie die Coordinaten eincs Punktes, 
Setzen wir also 

(6) I = H-- 

und definiren eine Riclitung X durch 

(7) I cos {X, x) = a, I cos (A, 7/) = I cos (A, = y, 

so ist I und die Richtung X von derLage des Coordinatensystems 
unabhangig und sind dem gegebenen Magneten eigenthumliche 
Constanten; X heisst die Axe und I das Moment (oder auch 
das Hauptmoment) des Magneten. Ist v eine beliebige andere 
Richtung und 

(8) n — I cos (A, v), 

so heisst n das Moment in Bezug auf die Richtung v. 
Lassen wir den Punkt x, y, z in der Richtung v ins Unendliche 
gehen, und bezeichnen seine Entfernung von einem festen 
Anfangspunkte mit JR, so ergiebt sich aus (5) cine allgemeine 
Definition des magnetischen Momentes in Bezug auf die Ricli- 
tung V, namlich n = limR^^^ 

Nehmen wir zwei permanente Magnete ilfj und M<i in einem 
sonst unmagnetischen Felde an, und zwar in so grosser Ent¬ 
fernung, dass fiir einen Punkt von der Ausdriick (5) fiir das 
Potential von M-y gilt, und umgekehrt, so erlialten wir fiir das 
Potential der beiden Magnete auf einander nacli §. 145 (7) 

- JJ ’ 

und wenn wir mit cp^ das Potential des ersten Magneten, ge- 



INliipjuctiscliL* luduclioii. Kup,'el. 
i fill' einon Puiikt dcs zweiton, verstehon, iiacU (1) 


n67 


T, u ™ (pi)».(l%u 


d nini /^i, /^ii }'2 'lio mai^iiciisdion Moinoute voii 

(’oovtUnni.i'ii oiiu'.s I’uiiktos in 3L, 

ten Avir nncli (a) sotzc'.u 


: die EntpTiiiuiji; eiiu's litdieliiiifciii PiuikiiJK in il/i von dcni 
2/25 Veniacklilssi^uiiij; vou (li-iisson lidla'ror 

g kdiiiitni wir akiu' unit'.r Jl aiic.li die Kntlk.rnuiig xw('i(a- 
cr Punkt('. von Jll, und JIL vorstahtMi, dit' Ixn dor Siiinma- 
( 9 ) unvoriiiuU'rt l)l(ul)t'u, mid da,iiu er^ii'ht sic.li 

rr _ + Tiy-i 

^eichnot nfniu niit /i, f. dio lliiupMnoiiu'ntc vou Jfj, /I/.,, 
JLq dio Axcuiricliiuiigoii, ko kaiin man uaoli (7) dalur aut'li 


3 ser Ausdrtick win! lici uuvoriliitlnrlic.liom MajU'iiolismiis 
limuni, Avi'iin dor Wiiilod (A,, A^i) j^jloioli IsO" isl., iiiul dici 
Magiioto lioriiidoii sioli also in oinoin siahilmi ISloioli- 
, Avenii iliro Axmi imrallo.l, almr onlgi'gougosoi/t gorioliioi 


§. 147. 

Magui'ldsclio liiduclion. Kugtd. 

inn in oin inngnoiiHclum l'’old o.in Kiirpo.r vou aiidcu’or 
Mitiit f6 gobraclit. wird, otwa (lin Kiirpor aus wi'io.liom 
,n dem nacli uuKoror Aunahnu! oinmi sohr groHsnn Wd'rt.li 
tva 2000), HO Avlnl in dioso.ni Kiirpi'r niagno.iist;lio KniK, 
luriHabion horvorgornlVn, nnd dioHor intlnoirit* Magnotis- 
.rd dni'cli dio allgonu'inon VorHchririon dos §. 14 1 Im- 

V wollon aniudiinon, dass die. inagnotisolic! Krafl; in ilotn 
Lgliohou b'oldc c.onslant Hoi und dio (Jompouoiiion /I, />, f 



m 


Siol)ciizolinter AbHoluilit. 


117 . 


liabo, ein Zustaiul, <lor angtiiuiliert durc.U drii MnlmaiJiiuUisiniiH 
vcrwirldicht ist. Diirch die KinlTilinmfi; d('.s Kiirpors, d('ii wlr 
den inducirton Kdrpor noimen, wird dann dor iii:i|u;iu'lisc.lu^ 
Zustand voriiiidorb, abor incrkUch nur in ('.iiior I'niirc'rnmiiir, di(\ 
niclit zu ist ini Verglcicli zu don Diinonsiomni dt's indn- 

cirtcni Kbrpors, und das niagnctisoJui I’olonlial wird also diiroli 
die folgondon lledinguiigoii bostiinnii: 


(1) 

iin 

( 2 ) 


faiizen Foldo, 

bg) _ 

d X 


J Cp 0 


A, 


■^y 


n, 




^ r' 


ini IJnoudUcbon. 

Dazu koimnon nocdi die Hodingimgon I'Ur dio (inuizo dt>K 
inducirton Kiirpors. Bozoiclinon wir niit (pi und gi,, dio. Kuno.tion 
(p im Inneron und aiisserhall) diosos Kiirjau's, mil )i inm; dor 
boidcn Norinalonriohtungon an dor (Iroiizlliudio, so isl an diasor 
I‘l;Lc,ho 


(■•0 

(4.) 


(pi g),„ 

^ (in> ’ ' on 


Nclimon wir zuniichst an, dor iudncirtt', Kdrpor habo dio 
(rostalLt oincr Kugol. Wir willdon dann diis Hiohtung dor indu- 
cdro.iulnii Kraft zur a’-Axo, don Kugolniiitidpunkt zmn I'oordiuaion- 
fudangspunkt, imd filUnni I’olarcooi’dinaio.n r, •{)• inn. Dann niniinl 
dio Dinerontialgloicbnng J(p 0 Inach 42(llj| dio Form ai 


O') 


'dSf </) 
dr‘^ 


1 

r sin 4)' 


'(■ Kinl)’ 


(■(p 

Pi't 






Sotzon wir hiorin vorHuobswoiao 


(tl) (p U OUH'ff 

und neliniGii an, u sei alloin von r ablulngig, ho 


(7) 


(I'h’u 

dr- 


u 0, 


orluili man 


eino Glciclning, dio dio boidon partioularon Iniogralo r und r 
hat. Ih‘zoi(dinon wir niit A, f'.j t’on.Hiauton, so fidgt himmu 
mit lUicksioJit darauf, dans cpi I'iiv r - - 0 oudlioh !<loibou miiHii 


\ 




§. 148. 


Magnetische Incluctiou, Ellipsoid. 


369 


(8) qPa = (-- Ar H- COS9' = — Ax 

(9) g)i — C^r cos O' = . C^x 


und die Constante A ist nach (2) die inducirende Kraft. Ziir 
Bestimmung von nnd G 2 erhalt man aus (3) und (4) zwei 
Grieicliungen, namlich, wenn c der Kngelradius ist: 


Cl n ^ I ^ . 

— ^2 = A, ~ 62 = — A, 


woraus 


(7i = Ac^ 


^ — 1 
f.-f-2 


^ 2 


Die inducirte magnetische Ki’aft ist also im Inn eren der 
Kugel constant. 


§• 148. 

Magnetische Induction. Ellipsoid. 

Das Resultat, das wir im vorigen Paragraphen fiir die Kugel 
gewonnen haben, legt die Vermuthung nahe, dass das Verhalten 
bei einem Ellipsoid ahnlich sein mdge. 

Wir verallgemeinern, um dies zu priifen, die Formeln §. 147 
(8), (9), indem wir bemerken, dass der durch (8) gegebene Aus- 
druck qpa in seinem zweiten Gliede x/r'^ die a:~Componente der 
Anziehung enthalt, die die mit homogcner Masse erfiillte Kugel 
nach dem Newton’schen Gravitationsgesetze ausiiben wiirde 
(§§. 101, 106). Dies verallgemeinern wir nun, indem wir setzen 

(1) Ax ~ By ~ + 

( 2 ) (fi = -j- Vi 

worin X, E, Z die Componenten der Anziehung des mit homo- 
gener Masse erfiillten Ellip)Soids auf einen ausseren Punkt be- 
deuten, und a, /3, y; a^, /S^, zu bestimmende Constanten sind. 

Durch diese Annahme sind die Bedingungen (1), (2) des 
vorigen Paragraphen befriedigt, und aus (3) und (4) mlissen die 
sechs Constanten a,aj,... bestimmt werden. 

Wir nehmen die Hauptaxen des Ellipsoids zu Goordinaten- 
axen und setzen seine Gleichung in die Form: 



Riemann-Weber, Partielle DifCoreatialgleicbungea. 24 
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Siebeuaehnter Abscbnitt. 


§. 148. 


Es ist clann an der Oberflache 


(^) 


dx X dy y 

^ dn £*2’ ^077, 02’ ^ dn 


wenn zur Abklirzung 

(5) 


. ^ I r , ^ 
■ <^4 I 04 ~r c* 




gesetzt ist. Nun ist nacb §. 107 (4), wenn dort = 1 gesetzt 
wird, das Potential eines bomogenen Ellipsoids: 


( 6 ) 






a2 -j- s 62 _j_ s c2 -j- s. 


\ ^ 


worin I eine Function yon x, z ist, die fiir die Punkte der 
Oberflacbe yerscliwindet, und D die Bedeutung. bat: 




Hieraus ergiebt sicli 

X _ _ — a:X„, 

worin Xq eine Function von x ist, die fiir einen Punkt der Ober- 
bacbe in eine Constante 

Xo = 2 j (^^2 s) I) 

0 

iibergebt. Es ist ferner, immer fiir einen Punkt der Oberflacbe 
[§• 107 ( 11 )], 

dX ^ . 2x dX 

^ ^ 


und folglicb 


0 X 

dX 
dy 
dX 
dz ' 


dX 

dn 


2 x dX 
dy 
2 x dX 
a2 dz 

X ' 2 x dX 

° ' <Z2 0^ 


Ferner ist nacb (4) und §. 107 (14) 

dX . 

^ ^=2 




§. 1-lU, Eiu poriuanoutor INIaguot im luaj^uotiauhon l''elilt>. 


:{ 7 i 


uiicl I’olglich 

(8.) 


f) X . 7 ; 

Q 7 — = . (•.! 






Entsproclioudo Fonnolii goltiui ITir Y uiul -woiiii wir 




(ly^ 4 - s) /;’ 



r/s 

..4 «) /) 


setzoii. 

llioriuich crliiilion wir iiaoh (1) uiul (2) lur (U(‘. I'uuktc! dor 


^ (X c,X„);r -- (./>' 4 - (i )'„)// - {(' ■ I 

90 , — c«i a* ■ 1 y,^' 

imd foriLcr nacli (8) : 

<’ - 1'^' + - •^■>1 1^' “I' ■" '"I 


— I (j 4 - f (ZO — 4) j ["y , 


O . I .. -I .. 

” doi a'^ /^“ ’ 

mid darauK orgolK'ii sioli dio kooIih (Uirio.hmigon mv BoHiimnuuig 
dor Eonstaiiion 04 , /i, y, /i,, y,: 

^•1 “I" a A'l, 1 «i . (1, A j o(A'o - 4j i p«, • ■ U, 

( 10 ) 71 - 1/1 r„-i /I.- MI, /i.| /)(i;,-.i) I (Wi. 

a -1- y X„ ■ I y, ■ ■■ (1, 1 ; ■ I y (/f„ ■■ ■ -1) ( (i y, r- 0 . 

Ek ist also auc.li hior dio inducirio nuignoLiHohc Kraft uml 
dalu'i’ auoli dio Polarisation iiu Imiorou dos Ellipsoids iiaoh Uioli- 
tung luid (iriisHo oonsiant. 


145). 

Ein porninaientor Maguod, iin inaguotiHolu'ii Eiddo. 

Wir liotrao.htt'ii jtdzt (dn boliobigos niaguotisolios Eold, dosson 
Maguotisirungsooiistanti? I ist, in doin das niagnotisolitt 

rotontial (D liorrBc.lit, das dor DilToro-ntialgloiiduing J (P ■ 0 go- 

niigon soil, so dass dio Compononten dor luagnutiso.hon Kraft 
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Siebenzelinter Abscbnitt. 


§. 149. 


(1) 


0 

dx ’ 


Y 


do _ 0 ^ 

01 / ’ d0 


sind. In dieses Feld werde niin an irgend einer Stelle ein per- 
manenter Magnet M ge’bracht, den wir der Kiirze wegen die 
Bussole nennen wollen. Durcli das Einbringen dieses Kbrpers 
wild das gegebene Magnetfeld verandert, nnd es ergiebt sich, 
wenn r die Entfernnng eines Punktes t/, 0 des Feldes von 
einem Pnnkte in JkT .ist, nnd 


( 2 ) 

gesetzt wird, fiir das Potential in dem veranderten Felde 


(3) 


X = 0 + qp, 


denn durcb diese Function sind alle Bedingnngen des magne- 
tischen Gleichgewicbtes befriedigt, Es ist dabei vorausgesetzt, 
dass iiberall = 1 ist, dass sich also z. B. keine Massen von 
•weichem Eisen im Felde befinden; angenilhert wird aber der 
Ausdruck (3) auch fiir diesen Fall noch gelten, wenn wir an- 
nehmen, dass die Bussole so klein und in solcher Entfernung 
von diesen Kbrpern sei, dass sie keinen merklichen Einfiuss auf 
die magnetische Induction bat. 

Wir schliessen nun die Bussole durcb eine Flache 0 ein, 
die ausser ibr keinen permanenten Magneten entbillt, und be- 
recbnen die magnetische Energie, die in dem von dieser Flache 
urascblossenen Tbeile des Feldes entbalten ist. Hierfiir erbalten 
wir nach §. 145 (4) 

(4) T= - ^ j divjj^^r ~ ^ j 


Auf das erste dieser Integrate wenden wir den Gauss’schen 
Satz an und erbalten daflir, da xW nicbt an Fliicben unstetig 
ist, nacb §. 144, I, 






worin n die an der Oberfiacbe 0 nacb aussen gezogene Normale 
bedeutet und die Integration liber alle Elemente d 0 dieser 
Flache zu erstrecken ist. 


In dem zweiten Integrate der Formel (4) ist nach §. 145 (1) 

= /j cp — — 4 jtm. 










J;. 149. Mill porniainnit.er Magnet i 


inagnotiachcn Meld 


uiid wir orliiiltcn daiiiud 


woi'iii das Integral iiach dr. imr ilher dim I\lagmd.im ./)/ zu er- 
strimkoii ist. 

Dor I''iiiira('.ldi('it liallx'r uidinum wir jid/.t dii'. Obi'idliiclu' i) 
als Kugi'llliiclu'. niit doiu Radius II an, denm Mil.tidpunkt irgimdwo 
in dor RursoIo liogon mag. Wir noluiKm alx.'r ronuu’ dio Ilussolo 
als unondlicli Ididii an; go.iiaiuu' ausgodriiidct, wir sid./.im vonius, 
dass an dor Ohorllacho diosi'r Kugid luul dartlhor hinaiis idm^ 
Rowogiing diu' Russoli^ koinim morkliidum Mintluss nudir a,ur das 
Fold hat, and dass dahiu doidi dio Kugtd als so kloin angounmmon 
wordon kaim, dass in iliroiu Innonm dio (’'Oinponontiin X, Z 
dor inagnotisoliou Kraft doHF(^ldos als oonslant angosolum wordon 
kiinnon. Dana kiinnon wir iui Innorou tlor Kugol 


an iliror Olaudlilodio 


Hotzon, winin «, fi, y diii niagnotisidion Momont.o dm' linssidi' sind. 
Rozoiohiion wir mil dui oiu Flo.iiiont di'r I'linlH'ilskugol and niit 
t «(dno (joordiaatmi, so isL fiir das Flonumi dir. 

j; r— /i!^, 1/ • H }j.^ :: II'^^ da ll- dui.^ 

and maa (indot lino.ht duridi Intogrnlinn mitiolnt Rolaroourdinatoa 
odor aaf andoroia Wiigo 


^ridiQ ■ 0, 


Fs ist fiirnor an dt‘r Fliiolio () 

- «(XM -Vi; l/.i). 

ft f’fp 

li'^ ’ r.H 




und darauH (n'gio.ltt sio.li, wonn man Gliodor dor Ordnuiig IL 
anhoriiokHichtigt lii.s.st, Mf! (.'(): 





\ y -r^ do ■■ 
I ''' 0)1 


/^' {X '- ! ) I Z') 


■Ijt 


1 i i ^r'- 


Bezeiclmeii wir mit / diis ll.'uiptiiiouicnt del* rmsstdi* uiid 
zugleicli die Kiclitung soiuor Axu, fcnicr mil. A die (JriisHt^ mul 
Richtiiiig dcr luagnotiacluiu Kraft X, Z, so ist also 
I 


T: 




IJ ('OH(X, /). 


Iliorin ist das orstts Integral das Potential des Magui'icu M 
auf sicli 8ell)st, nud daher unaldiiingig von lUn- Lage diest's 
Magnutoin Der Tlieil, d(‘r adlein von d('r Lag(^ ahliiingig ist, 
imd de.sson Vorgriisstnaing also den m oiner liageniinderung 
■crforderliclien Ai*l)Oitsaufwand inissl, ist daher 


( 10 ) 


■ 


I 


lA eoH (A, /). 


Ist z. II L di(5 crdmagnotisclu*. Kraft, tiiid nelnneii wir an, 
der Magnet sui mu e.iiu^, dundi seinen Seiiweriuuikt gelunule. ver- 
ticalo Axo drclibar, wiiliroiul die magnetistdie Axo in der Hori- 
zontalcbeno bloibt, so ist, W(UHi / dii* inagnntiHrho Inelinaiion, 
% den Winkol bodeutet, den die Axi' des Magueten mit d(‘ni 
magnetisohen Meridian hildel: 

1 




. lA eon / eos it, 


odor, wonn 


II ' L cos/ 


die horizontalo Ooniponente dun KrdnuignetiHruus ist: 


III eoH th 


Wonn nun der Magnet in Sehwingungen versetxt wird, so 
ergiobt sich aus dem Sateo von dc'r bdamdigen Kraft, da hier- 
bei gegon dio Scliwerkraft keine Arbeit zu leisten ist, wenn t 
dio /oit and A das 1 ragheitstnornent des Maginden bedeuiet: 

1 r./H iyY 1 ,,, 

2 ^^ \dt) •} 1' ‘‘‘>i>st. 

und durcli Diflerentiation 











§. 150. 


Mague tiK cli e I) op po 1 fIi'lah en. 


(14) sinfh 

Dor Magnet schwiiigt also wio oin oinfachos PcmuIoI, (Ichhch 
L iingo 5 ~ (jKl\III ist, wonii // die Ix'selilcaiiiigomle Kraft di'r 
Scdiwcro be(l('.ut('.t> 

Naeh §. 144 (5) ist liior die l'’inlu‘.it dta* magnetise.luui Kraft 
dadurcli bostimiut, dass sie in dor Volimieueiidieii dic^ Kiiihe.it der 
Arbeit hervorbriugt. Sie hat na.eh jinior Koniud die Dimension 
[71/| ~ [hr® |. Dies ist das adisolnte (lanss’selu' 

Maasa dos Magnetismus i). 

§• 

Miigiu'tisobei Do pjielflile,I kmi. 

Wir wollen je.tzt iioe.h einen Kail bi'iraehlen, der '/aval* 
nieht iminittelliar la'aHsirbar ist, aber wegen Heiiu'r Deziehnng 
zu dor Theorie der eloktriseluni Striinie von grosser lUnleu- 
tnng ist. 

Wir iiohinen an, os sei in oiner diinnen Sedutdd. von der 
Dickc a, die sieli iiber ein Oberlliie.hensUiek 0 hinlagert, )ier- 
manonler Magnetismus von der Die.hte m aiisgt'breitid, und 
zwar HO, dass nieht luir die (h'sammtmenge des waliren Mugne.- 
tismuH verKehwiiuh', Kondern dass aneh in jedetu ein/adnen, 
iiber oinem Klaelumelemimt do stelumdeii Krisnia )ido dii'. Menge 
dos walire.n Magnetismus Null sei. Ist dann It die Kiitferiiung 
eines Kamnimnktes p voii einom I'unkt (/ dicKes permanonten 
Magneien, so ist das Koteniial des Magiuden ini Ihiukto p 

ff nidodv 

(1) v-JJ ,, , 

(} 

■\vorin v dim Abstain! eines variablen Ihinktes auf der Normalmi 
in do^ in einor bolic'bigon lliehinng positiv gereeline.i, bedmilet. 

Dei foetstohoiidom do ist li eine Kunetion von n, nnd wir 
kiinnen, worm wir n uncndlie-h khnn und p In endlieher Knt- 
h'rming von 0 annebnum, iiaoli dem Taylorbsehen Lelirsntz 

d (hui8H, nlattavnituB vis laagneticfus terroHlriB lul tiuaeuii'iua idtHnlu- 
turn i'evocutiU’“. Werke, Ikl. V. 
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150. 


-J ..1 

setzcn, wonii r dio Kiitforuimg doa I'unklfs p voin Klcmoni do 
ist. Dios gicbt, in (1) (Uiigosot/.t, d:t unrh d('r \ lU’uusst'Uuu^ 

do \ o)idv verscliwiiulet: 

I ’ 

nnulv. 

cv J 

Wenn wir nun 

(3) r/ — j w i>d i> 

setzen, so ist rjdo das nac.li dor Ilic.litung u goscdiiit'/ic Moniont 
des ilbcr do stohondon Elomoutarm.'igiudon, luul wir crhaltoii 

I 


Hicriii ist r] oino Fuuo.tiou (b's Orios auf diu* FliUdu^ 0 iiud 
dor Aiisdriick (4) ist das Nowtou’soho I’oituitial uiuor Dopptd- 
belegung mit don Massondic.liitui 7 ] (§. lOOj, 

Wir nonnen oinc solcho Fliiolui 0 ('im‘ maguoiiBcho 
DoppelfUicho. An ihr ist dio Function (p nicht mohr sttdig, 
sondern os ist, wonn wir dio Worthts von tp aiif lioidcn Scnttui 
dor Flacbo diircb <p+ uud cp " untcrHchcidcui, narh 10>l (14): 

( 5 ) (p+ ~ q) • ' -- Aytq. 

Wonn dalior in oinoin irgondwio hoHchadbiuHi tnaginstiHolien 
Feldo solclie Doppolllaclioii vorkonunou, ho niusHon dio (inniz- 
bedingimgon, dio zur Boatimniiung dcs (JloichgcwichtHZUHiamb's 
dieiien, dahin orwcitcut wordon, dass die Function q> niclit molir 
stetig ist, sondorn an dicson Fliichou dor Bodingung ( 5 ) gcniigt. 

















Aclitzoluittu* Al)H(',huiU. 


Eloktrokinotik. 


151 . 

Kloktrisclio uud imaguotiHclu' SiriliiK',. 


Wir luibon iin funlV,(ilmlon Absclmitt {jjckcJu'ii, dasH dor olok- 
irisclio Zufitaiid oiiu!H iiiobtlciiondou IbddoH bo.sliiniut isl, duroh 
len elektrifioboii Krafivocior b’, doiu dio, olcHkiriHcho V(U’Kolii(il)un|^ 
55 nacli (lor koniud 


jntapricht. Woiin .sic.b dor (ibdclriHtdio ZuHbuid mil. dor Z('il, v(\r- 
iiidort, so wil’d /,u d('.m Krailvoolor oiu uouor Krartvo.o.lor biu- 
5utretGii, don wir mil 


iGzeicbnen kihiium, uml diosor wird oiuo VorHidiiul)ung borvor- 
bringon, dio nac.b (1) duro.b don Vootor 

f 


:2) 


Bdt T 


Ayr ( t 


(It 


dargostollt wordon kaim. 

Den Veo.tor S iiGnium wir don oloktriHohou Strom, dor 
im Foldo statiihidot, imd aoiii 'rousor S’ boisHt dio Strom- 
d i c h 1 0 . 

Kboiiso bozoi(;bnon wir, woiin in oiiuua magiu'tiHoJiou Fiddo 
der Kxaiftvoctor 9Ji vorilndorlicb isi, dim Viudor 

(3) S r- /■ 

A% (t 
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f?. ini. 


als (Icn ma^^nctischon Strom. Weim I's orfnnli'rlirh ist, unicr- 
schciden vvir don cloktrischon uiid d(‘,u niajJfiuMisolu'u Strom (lurch 
die Bezciclimmg 8*', 8’“. 

Anders verhiilt sicU abor die Saclu'. boi don Lcitcru de,r 
Elektricitiit. Fiir den Gbdo.lifj;(nviclits/,us(;unl haboii wir au- 
gonommen, dass in’cinein Loiter (ih'.kirisolu'Kralt und olekirisclio 
Vcrschiobiing gloich Null sein mUssou. Diesor Zusiaiid isl, ulx'r 
niclit nothwondig mit dor Natur d('.s Loitors vorliiiiulon, sondta’n 
or ist nur dom olektrisclioii (lleichgowicht oigoiitluimlioli. l)iG 
Elektrokinctik geht von folgondcn* VorHiolluiig aiis. \V('iiu oino 
elektrischo Kraft im Leitm- vorhamlen ist, die (dtu' ilir propor- 
tionalo Vcrschiobung liervorgd’ufon hat, ho hat di(' elektrischo 
Kraft die Tendonz, im Lanfe dor Zeit dahiu z.u selnviude.n. 
Der Spannungszustand Idst sich alliuiildich, und zwar um so 
sclmellGr, jc bosser das LcutungHVf'nuiigcm des KiirjnM’H ist >). 

Ilci cinoin isotropen K(irp('r luduneu \vir an, dass eim^ vor- 
liandcno elcktrisehti Kraft oliiu^ Zufuhr von luuier Kraft in d(uu 
Zcitelomont dt cinon Veudust e.rh'ido, dor der (Jriisse, dm' Kraft 
selbst und der Zeit dt proinu'tional ist, ohne. dass sieli die Hieh- 
tung dor Kraft verilmhirt"). 

Bozcichnon wir also init (‘n d(m Kraftveador, mit &) eim^ dmn 
Loiter oigcnthlimliche OouHtante, die. (hei inhomogemni Kilrpern) 
aucli oine Function des OrtoH sein kann, ho ist ohn(> Zubihr von 
ncuer Kraft im Verlaufe dor Zeit <ll 

(4) & in (f; (I Wd/) 

ubergegangen. Wird ahor eiiio wtiUu'o Kraft G/d/ hiuzugenigt, 
so wird 

(,?, in (s-i (I ..... MdO -I" 

ubergehen, imd e.s ist daher die Zuiiahme von G auf di(' Ztit- 
oinheit bcreclmot 

b Um ein Bild th's Vorpranges zu lialxai, ilmikti nuin nidi ctwa ciiic! 
eiastisclio Fedor um oiu gowisHtm HLiick zuHaiummigcdri'HivI, und dami die 
elafltischo Kraffc allmahlioli ((rlalimon. Um dii' SjiiinmuiH: wiiuh'r hcrzii- 
stollen, muss ein wciUu’CH ZuHammciidriii'kon dor Fcdcr crlulatm. 

“) Bei kryfitalHriisohou Snl)fltan/,on kiiiintti das VcrliiiltniHK aiidcr.'t H(*in, 
man musstc im Allgcmcinon don Vorlufit an Kraft gkiuU (ima* Imcarcn 
lioTOogencu Function der droi Krartc,nnnion('id.cn Hctzcn. Uic L('itungH" 
fiiliigkeit wiirdo sich dnnn in vcrHtducdcuuni ilie.htungen vcrucliicdi'n or- 
gebon. 






§• 151. 


Kloktrischc untl mafvnetisclus StrihiK'. 


Dio Kraft &(lt ruft miu ('iiu'. f^anvisso oloktrischo Vcirsi’liic- 
biiiig Qdt liorvor, uiul ('s kt uac^li dor ruudaiiioiitalon Aimalinui 


kSotzen wir also notdi 


oi-f^iobt sich aus (o) uiul ((5) 


DioH('r Voctor ist oh, dor fiir don Kail eiuos Loilors als dor 
<doktrisoho Strom bozcdohiiot wird. 

Dor Voctor G ist aus zwoi 'riioilon icusammon^o'Holzt, von 
denon dor oiiio 

(<)) 

dor Lcdtniigsstroiu gamaiint wird, wiiliroiid zum Uulorstdiiod 
hiorvou 0 dor waduu'. Strom lunasl. 

Do,r absoluLci Worth r/ von A hoissi dio Diohto dos ladluugs- 
stromos. Dc'.r I'’aotor A wird dio. L('itriLliigko it dor Snhstan/. 
gonaiint. Sio kaim o.ino iMinoliou dos Ortos s(>in uiul hat dio 
Dimonsiou oiuor ri'oiprokon /oit. Sio kann amdi uorh von 
aiido.ron Umstiiudon, z. Ih von dm’ To.mporntur, iihiiiingig scin. 
Di('. Donstanto M ist gloio.hfalls oino rooii)rok(i Zoit und ihr rend- 
prokor Worth I/M lioisst dio llida.vation.szoit. 

Dio Formol (9) onthii.lt das Ohm'seho (loHotz, wololum 
l)OHa,gt, (lass dio Stromdio.bto dor o-loktri.soliou Kraft und dor 
Liutfilhigkoit proiiortioiial ist. 

Ist hi dio ziir Zoit. t vorhandono. (doktrisoho Kraft, ho ist 
iiach I2(» dio im Klomout dr, mithaltono. Knorgiomougo 


Von dioHor Kiiorgio goht ahor iiaoh (4) in doiii Zoitidmuonl 
(It oin gowiBSor d’hoil dQdt vorlorou, and, da man dio zwoito 
Potenz von dt voniaohliissigon dark ho ist 


(11) 
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Diese Energiemenge ist aber nur flir die elektrischen Er- 
scheinungen verloren und muss sicb nach dem Princip von der 
Erhaltung der Energie in einer anderen Form wiederfinden. In 
metalliscben Leitern nimmt sie die Form von War me an 
(Joule’scbe Warme), Nacli (11) und (9) ist 

( 12 ) = = v)J\ 

wenn lu = 1/X der reciproke Wertli der Leitfahigkeit oder der 
specifiscbe Widerstand der Snbstanz ist. Die Formel (12) 
entlialt das Joule’scbe Gesetz, nacb dem die in der 
Volumeneinbeit in der Zeiteinbeit durch den elektri- 
scben Strom erzeugte Warme mit dem Quadrat der 
Stromdiclite und mit dem specifiscben Widerstande pro¬ 
portional ist. 

Wenn sicb die elektriscbe Kraft mit der Zeit verandert, so 
ist die auf die Zeiteinbeit berecbnete Zunabme der elektriscben 
Energie in dem Volumenelement cZr 



und daraus ergiebt sicb nacb (8) und (11) 


(14) ^J^dQ = (&E. + SyEy + S.E,) dr. 

Der Stromvector © stellt also eine elektriscbe Ver- 
scbiebung dar, entsprechend einer Arbeitsgrdsse der 
elektrischen Kraft, die der Zunabme der elektriscben 
Energie, vermebrt um die verlorene Energie, gleicb- 
werthig ist. 

Flir den Magnetismus sind Erscbeinungen, die der Leitung 
der Elektricitat entsprecben, nicbt bekannt, und bierin bestebt 
wieder eines der Unterscheidungsmerkmale zwiscben Elektricitat 
und, Magnetismus. 





§. 102. 


Pie. MaxwtiirHchon (i riuidgleicluin^eu. 


■iSl 


Dio Maxwcirsclicn (1 rundgD'.icliiuipioii ties Mlektro- 
ma^ n otisinus. 

Ist luin, wio iin vorigcn , to dor waliro Strom 

in ciinom oloktrisc.liou Koldo, so ludnncn wir jc.i'/t cino bcmuidoti* 
Fliudio 0 mit dor in oiuor l)(di(d>ig(m dor hiddim Iii(dd,uug(‘ii 
positiv goroohnoton Normiilou i', und Idldou das Inlogrnl 

(1) j r- [ h!,d„ 

iibor dioBO .FliLch(\ Das Integral lioisHi die StiLrko odor In- 
tonsitilt dos duir.h di(^ Kliudio 0 llio.s.sendou (didctriHohon 
Stronies. 

Nolimcn wir H. oiium Hogcuuuiritcui linonriui Loiter, d. h. 
einen Ledtor in Form oiiiUH Drahtos, dusHon Q.uordimonsioiuMi als 
nnondlioh kUun go.gen dii'. Lilngoudiimmsionou liotnuddtd. uo'iuk'u 
kdnium, Kt) ist, wimii v in d(U‘ Ax(^ di(>Hi‘.H l)raht(‘s geim'sson wird, 
und (j don kdio.rscdmitt InsUmtid.: 

( 2 ) jr-qH,, 

die Intonsililt dos iu di('so.m Drahti! Ilio.Hsomlon w.'ihron Stronu's. 
Auf di(!.so Forimd kommt man, uamn man in (Ij das I*’l.'i(diou- 
stiitde 0 unoiidlioh kUdii aiuiinunt, uml mit i/ ziisainnionrallou 
li’iHHt, und iu dioHom Sirino gilt nio an jodor Sttdl(‘ do.s (dt'k- 
triso.lion Fuldos, wo.Fdie Lagt^ auoh dan Flf’Kdioiudcmont q hai)oii 
mag. 

Die Ik'grilTHbildiuig, die. alien di(‘.sen Dcd,rao.htuiigeu zudrumh^ 
liogt, hut den >!!week uml Hotzt uIko die Miigliehkidt vunms, die 
KrHclu'.inungim, dit>. dureh die Deobaohiungim dor Fliysiker Koit 
lunge bokuuut Hind, darxuHtolleu. Wir mutdu'u ulsji audi dic'. 
Annahme, dusB dor AuBdruek (2) den Vorgiingeu outspriold, win 
aie iu einem von eiueni ehdviriHchou Strome dureJUloHsemm ludlor 
atattlludmi, weun j die Bodeutnug liut, dii^ man hoIiou tViihor 
dor StrominteuHiiilt iu tnuom scdcdion Lidtor boibigto, Dio idok- 
triBohen Strunui balum abe.r, wio lilngHt bokaunt isi, muguotisolu- 
Wirkuugen, uud dureh ditsHis lilsst niidi sogur die StromiutonsitiU 
luoKSGii. Dio lOrfubrung ztdgt nun, dusH iu dtu' Kilbo oinos 
linearen Loiters oiu d(‘r HtroiuinttuiHitiit proporliomilos magno- 
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tisches Kraftfold entstolit, in dcm dio Kraftric.litun^^ in t'iiu'.r 
auf der Stroiiiriclitung sonkrecliton Kbono liogt imd so gi'rio.litot 
ist, dass oin Kortscliroitoii in dor Stromric.htung, vorhuiulon niit 
einer gloichzeitigcn Dreliung in dor Hichtiing d('r magnolisclu'.n 
Kraft, oino Kocditsscliranbiiiig ergiol)t (Am|)oro’si'.lu'. Uog(d). 
Wenn wir dalicr den Hand « dor Bogron/.ung vou q in dom 
Sinne durclilaufcn, dass oin positives dv niul oin positivc'.s da 
eine Ilechtsscliraubimg orgcbon nnd init don niagnotiscluMi 

KraftvGctor bozeiclinen, so ist das Integral | J\Jnda oino mit 
proportionale Grosse, nnd wir set/, on also 
(3) ^TtqSy c j* Msds, 

worin o eine Constanto ist. Sotzon wir noc'.b fur don Augon- 
blick 

curl ik ~ tv, 

so ist iiach dein Stokos’schon Sat'/.o (^. 811, II.) 

I lUda [ i\do, 

nnd es ergiebt sicb also, woiin wir q aln unondlioh kbdn aii- 
nehmen, aus dor Vorglcicliiing mit (8) 

4 % Sv == c 6V, 

Oder die erste Maxwoll’acho Gloicbung 

I. ccurliDi = djrS'’ s ^ -1 -iTrAb^ 

'01 

wenn & dor wabro olektriscbo Strom ist. 

Ilierzu komint noch oino zwoito iUiulmUo (Uoiohuug, durch 
die der magnctischo Strom aus dom oloktriscJam Kraflvcudor ab- 
goleitct wird. Zu dicsor ■ zwoiton Glidolumg kanii man diircli 
alinlicbo pliysikaliscdio Ervvaguugen gcdangon, die sioh auf das 
Faraday’sclie Gesotz fiir die Induction oinoK ob'ktriscbon Stromcs 
durcli oino Ycrfindiirung im Magiiotfuldo Htiitzonij. Wir wollon 
uns liier auf dio Il(U}ii)rocitilt stiitzmi, di('. zwisc.hon KbdctrioiiiLt 
und Magnotismus bostobt, nnd dorngomilss dii'.so zw(‘itc Gbiioliung 
naoh dor Analogie dor Gloicbung I., zuniio.hst als Ilypotbosci, 
bildcn: 

*) IIcaviBiclo, KleuLrical papern, Vol. I, Art, 30 . 










§. 152. 


Die MaxwolPnchon Gvuiulf^leioluinpcen. 




II. 


6‘ciirH'ii — — 43ri5"' — — 


r)m 


wcnu (Ion cloktrisohon Ki’aftvc'ctoi’, uiid to"* dim magiioiisc.heii 
Strom bedcutct. Dass die ('oiistanii'. a in don boidon Foriuoln 

I . iind IL diesolbo Hcin muss, und dass auf dor rocbton Soito von 

II . (bis negative Zoiclien steben muss, liisst sic.b, wie wir gliuidi 
zoigen werden, aus dom Priuoip von dor Ib'balt.uug dor Enm’gie 
ableiten. 

Eozogmi auf ein diree.tes reo.btwiukligos (loordinatensystimi 
lassen sich die Formoln I. imd II. auf (Irund dor im 150 
gegebonen Ausdriicko fur & und to"* (ixi)lio.ito so (birsUdbm: 



rdM, 

^ \dy ' 


d A’,. 

\- A. 7tl 

r-: 4 3r A"' 

(4.) 

n-dT"" 

di)/A 
■■•rUa ; 

, d AV 
‘ ot 

1 4 3tAA; 

’ ““ 4 jc A"' 

u 


\ dra 

d7l/.A 
di/ J 

d A, 

>1 4 Tt A /'A 

' ■ - 4 ?r A^ 




-- ft 

dilA 

' d/F' 

- djrA"!', 

(5) 


- 

■ - ft 

di I\I„ 

< t ' ■ "" 





' ' 

cd/, 

• 4 jr A'.", 


und diose (ili'.ie.hungen liabon dii; beidmi andereu zur Folgtj 
(6) div to*' 0, div 6"‘ • ‘ 0. 

Untor dor elidctromagnetiHcdHUi Fauirgie di's FebU's ver« 
etolien wir dieSumnu>. aus dor olidctriso-bim und do.r magindist’btn) 
Knergio und iss ist also an dor Sttdbi dos VoIummudeiiumteK dr 
die auf (U(^ Volumeneinlndl lairi'chmitii Fmergiomenge. 


(7) 


d T _ 
dt 


HJt 


I<> 


• hsr 


Diesur Ausdrui'k gilt aber, weiin fiir Fmergii^gn'is.son dan 
iiblii'.lu', Maass [mfC"] anginvandt wird, uur unter (bn* Vor- 
aussetzung, dass fiir Fdoktrieitat und MagmdismuH (bis elekl.ro- 
Btatisebe und tlauss’sedie Maasssystem angowandt wird, 
und (lemnae.b balion A' und i)/ dii' DimeiiHionen \in''^l '•/ '■‘j. 
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§. ir)-). 


Die Dimension von c ist liiernacli li- (' tune (ie- 

scliwindigkeit, und die Deobaclitungon lialnni das luerkwiirdigo 
Kesultat ergebon, dass c gleich dor Licbtgcscliwindigkoit 
im leeren Raume ist (300 . lOVnn/sec.)'). 


§. 153. 

Der Energiovcotov. 


Nacli (7) des vorigen Paragraphen ist die in irgciul einoni 
llaiimtbeile r ziir Zoit t onthaltono eb'ktroinagnotische Kiuirgio 
dargcstellt durcli das uber dioson Raiuntlu'il erstreedete InU'grid 

(1) 2- = j {Bl + El + E!) + £{M'i !. M- | Jl/.?) | ,h. 

Die Zimalime dor cloktroniagnotiHclicn Energies in doni 
Zeitelcment dt ist dalier, anf di(', Zeiteiidunt bori'chiK't 



Driicken wir hiorin die Dinevontiabiuoticntiui o . 

dMxj'dt^ ... nach §. 152 (4), (5) ^diii’ch die Oonipomniton des 
eloktrischen und magnotischon Stromes aus, so folgt: 

(3) = j + E,Sl -I- 7i,S';) dx - [ I l<>dx 

und nach §. 151 (11) ist das Integral 




die auf die Zeitoinheit benadmote im Zeitelenu'.nt dt mich dem 
Joule’sclicn Gcisotz erzeugto Warmomongc. Iliernnch ist der 
Ausdruck 


0 Wenn man cK (lurch A’ oracjt'/.g Bti wird iu don Fonmdn (2) c*™!, 
wahrencl in (1) c'* an Htolhj von c scu HcUfut iai. Itauu urliiilt diw iitnu! E 
die Dimension DicH isl, daB cdcktromngiuitiKdio ManHH fitr 

die eloktrischo Kraft. 













153. 


Dor Kuori^rievocfcor. 


I (E.si -l-KjUli -1 ■ K.& -I- -f il4-s; -1- dr 

r Encrgiozuwiiclis, don (hir Hnumllioil x iiti /(!ii(dom{>ut dt 
faliren liat (boiuu'luu'.t, aiif (li(‘. Zo.itc'ialu'ii). 

Wcini wir Iiicriii filr die aS'*’, *S'"‘ dit', Ausdriicki^ ans don Mux- 
)irsclien (Jleudiungon [§. 152 (4), (5)1 ('inriihn'u, so nimmt dur 
isdrucdv iiuD'.r doiti lutograkoicluMi dii' Form an : 

j_\o{ /i/,, /'4 M.) I (A’,, d/.. A’, d/,) 

^ 43i: L f'-''- ('ll 

j f! (A'.,i)/,. — A',; M,,) I 


d wir fiilmm also ciiion Viudoroin, don wir don Fn(>rgi(>,- 
ctor lunmon wollon, dosHon (lompououtun Hind 

74 /o), M, ^ 74 My, 

) Ily 7';, /I7, ^ 74 d7,, 

77, r”” l<i.My I'lyM,. 

Damn (srhiill; man aiiH (4) 

' Vi. I .i 4 l 

or iiaoli deni (J a uss’sc.licn Intcgralsaiz 


I 


(IT 


\U 


Q • 


4 TC 


Undo, 


nil do ein Klmtmnfc dor (rronzflao.lu) von r und n dio luudi 
len goriodiioto Normalo Inulouiot, 

Dioso Fonnol roohUbriigi dio iUiZoiolinung vcm .’i,i aln Fnorgio- 

itor. Wonn wir huh nao.h 4 don Vootor ■ duroli dio 

4?r ^ 

.'umung (unor Snl)Htanz voranKcliaulio.lnm, ko drutdcl das Integral 
■ j* //nClo dio in dor Zoiioiulndt (lurch dio Ohcuiliiohe von x 

idurchg(‘gang(nin Mcnigo diosor SuhHlau/. huh, imd ditsso int 
.0 naodi (8) ghuoli dom ZiiwaoliH an Fuorgio, do.u dtu* Haiun 
11 dcr gloio.lio.n Zeii orrahrcui liatD), Wir ordrlern liior niohl 


J. H. Ptiinl.iiig, Phil. 'rnumaiaiouH, Ihhi, U, s. 

Kiomaiui-WiOinr, 
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in:-!. 

die nocli bcstrittcnc Frage, in wic wait man dic'soi.* Vorstolluiijj; 
eine pliysikalischo Bedautniig beilogcn Icanii, init nndc'n'n Wurteu, 
in wie wcit man die Enorgie als cine Substanz betrutditon d;irf. 
Dio Glciclning (8) Boll bier niir als (due lujitlminatischo Folg(>- 
rung aus den Maxwoirscdien Gloicluiiigi'ii lada’acdibU, wi'i’dan, 
di (3 iins stdir -wicbtigo Scdiliisso iil)er die Iniigra,ii()ii (lit'S('r Gbd- 
chuiigcn gostatt('.t. 

Elio wir da/Ai iibGrgelion, diese kScddussc, zii ziidian, lidtcii wir 
aus (6) die Glcielmiigen ab: 

- I- " 0 

( 10 ) 11= iWT 

wenn ((g, 031) den Winkcl zwistdu'u den Iliehtiingen dt'r bcideu 
Kraftvectoren (S und 031 licdeiitot. 

Hierans scliliesaon wir, dass dor EiH'.rgievccdor 
senkrocht atebt a,nf dom (dokirisc.ben und dion 
magnetisubon Kraftvi'.etor, und /,war so, dass 
03, 031 ein Reclitssystom bild(>.i, und dass 
die Intonsitilt II dcs Knergievi'o.tors gb'icdi deiu 
Product dor Intonsitiiti'.n von (g und von OJi und 
dem Sinus doa von ibnon ('.ingescblossoiKni Wiu- 
kels ist. 

Bci dor Anwendung dcs Gauss’solum Sa,tz(‘s in dor l-’orniol 
(8) ist vorausgosctzt, dass dor Eiicrgievoo.tor ini ganzcn (icbiolo 
endlich und stetig ist; kommon Piinkto, lauiim oiler Eliiebcm 
vur, in doncn dicso Voraussotzung viudet/.t ist, so muss man dicso 
zuiiachst durcb Iliillon von doin Gobioti^ r aussiddiossou, uiul 
vvoim man dann boi uncndlicbcr AnniLliorung oilier soloben Hiillo 
an dom Unstctigkoitsort in (8) einen ondlichen Heitrag erhiill, 
so hat man dicso StGllcu als ([lositive odor ncgativo) Eiiorgio- 
iluGllcn '/Ai bctracbton. Hat mam 7.. H. in doiu Gobielo r eiiu? 
Flacbo, in dor //„ //„, II. unslotig sind, so roeltno man bidtle 
Bciton dioscr Eliicbe zur Bcgrtmzung, und woiin sicb dann 
die Normalcompononto /4 boim Durcbgango durcb die FliLclu* 
unsLetig andort, so ist diii Fliicbo als cine EnorgiGi[uoll(‘ zu 
botrachton, 











in.i. 


Dan 


;;s7 


i?. ir).|. 

I);is H n e rjj;i (>. |) r i lie i \). 


Botrac.hton Avir cin uiu'iuUiclu's Fc.lil, in dcin t'lektnst’lu’u 
nud in!if>;iu‘.iisclu'u KrilfU'. iin UiuMidlichon so versidiwiiidou, wio 
wir ('S iin riiid’zc'.linicni iind sicibi'iizoluittni Absohidil. [§. TiG (12), 
144-1 fill* Kolc.lui I''(>ld('r iuif^iniounucu babou, so vorsc.bwiudct 

das InLc^Tal j W(niu wir d('U Uniiin t ins Ibu'ndlic.ho ans- 

dolnuui imd die Kornud ir);i (S) ^ii'bt, winiu T dio fj:csnin!id.(i 
Kiu'.i’fjjio (b'S iM'bb^s ist, in noboridnstiminuiif,^ mil (ban Saizo von 
dor Krhaltung dor Kaior^do, 


( 1 ) 


(If 


I (J 


Dio (loHammioiuirp;i('. d('s Idddo.s bl('i])t also in dor Zoit un- 
gciiliubn’t. 

Eh lilsst sioli nun lo.io.ht '/tuijfo.n, tlass mil doni I’rinoip von 
dor Krbaltunj^ diu'Enorf^ic; luir dio Amiahino, vendriif;!) oil ist, tlasH 
d(>r Kaclor o in don boidon Sysionum v^. Ib'i (4), (b) (brnstdliim 
W or 111 bat. 

Krsoizon wir niitnUob dioHim Eaotor in dmu System (;))duroh 
c’ und bozoiolnio.n mil A',., dio. ('•ompononl.on ib's (lurls 

dor ma|.?uotisobon Kraft, so (*rloitlol, dii^ Doiraobtmifj; dos vorigon 
l*arajj;rai)ben nur ohm kloino Aoinlorun|f, und os foliJfl fiir oin 
uiumdlioboH Iddd 

'"'■I V -''.irj'I A;o„.|./v'.)-a. 


Nun Idinnon wir uns don AnfungsziiHtand boliobif' gogobon 
donkon, und wonn wir also am -Anfang (fiir t - - 0) A',- f'e, 
—• A'j/, /'4 ■™-' A« Holzon, so isl fur t () 


(IT 


(It 


I V 


4 TT 


(J^d r, 


isl also dor Clurl <lor inagnoliHolum Krilfto am Aufang niolit o, 
und (•/ von a vi'i'seliiodon, ho wiirdo- gloiob z;u Anfang oin N’orlust. 
odor oin (lowinn an Knorgio ointrotmi, was dom Enorgioprinoip 
widorsiiriobt. Ks isl also mil dioRom Pritioip uur dii' Annabmo 
a o' vortrilglioh. 
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Achtzelinter Abschiiitt. 


§. 155. 


§. 155. 

Wirkung der elektrisclien Kraft auf Elektricitats- 
mengen. 


Wir betrachten jetzt ein beliebiges elektrisches Kraftfeld, das 
constant oder mit derZeit veranderlich sein mag, und in diesem 
Felde sei in einem bestimmten Augenblicke eine Vertheilung der 
•wabren Elektricitat mit der Dichte q gegeben, die irgend eine 
Function des Ortes sein kann. Der Einfacblieit balber selien 
wir bier von flacbenbafter Vertbeilung der Elektricitat ab. 

Wir geben nun einem Tbeil des Feldes eine infinitesimale 
Deformation, indem wir den Coordinaten x, ?/, 0 eines Punktes 
die Aenderungen da;, dy, ertbeilen, von der wir voraus- 
setzen, dass keine raumlicbe Dilation stattgefunden babe, dass 
also 


( 1 ) 


ddx I dSy . d 80 
dx ' dy 


sei. 


Die raumlicbe Dicbtigkeit q der Elektricitat verschieben wir 
zugleicb mit dem Kaumpunkte x^ y, dem sie angehort, so dass 
an der Stelle x, y^ z nach der Verscbiebung die Dicbtigkeit 


( 2 ) 


0 ^ 

'bx 


ll 

by 



_ bgSx 'bq^y bqSs 

^ bx by bsi 

lierrscbt. 

Wir konnen uns diesen Vorgang dadurcb veranschauliclien, 
dass wir uns die Elektricitat als eine incompressible Substanz 
vorstellen, die aber an verscbiedenen Stellen verscbiedene Dicb¬ 
tigkeit bat, und dass wir dieser Substanz eine infinitesimale 
Deformation ertbeilen, 

Ausserhalb eines begrenzten Raumtbeiles x soli die Ver¬ 
scbiebung da;, dy, 60 Null sein. 

Die durch die Formel (2) ausgedriickte Dicbtigkeitsanderung 
konnen wir aber aucb durob einen elektrisclien Verscliiebungs- 
vector dS) bervorrufen, und zwar auf unendlicb viele verscbiedene 
Arten. Dazu muss die Bedingung erfiillt sein (§, 126) 






155. WirkuiiK 

tier el el 

V i r i H e. h 

eu Krall. 

;is‘) 

0ip d.r 

OX 

'() Q () 1/ 

'0 i> () 

— divd'S), 


ler 





d (d Ih-i-Q (S x) I b 
) da’ ' 

^(b7>,.| 

<'!/ 

i> d.'/) 

b'.: 

I- od^) 

Dioso Gloicliung bosaj 
gebeu muss, so dass 

aber 

naoli 

. i)4, duHS os 

einen Vector 

<57), 

. (,cVa H 

bd. 

b// 

oA,, 



- 1 

bd.,. 

fC 

‘o , 1 ' 


i)I), - 


, jyh. 

('X 

™ l;d r . 



Diu’ch (Hose Vorscliiohuiig wird nun im ob'ktriHcho.n Fnldci 
n Eiiorgiozuwaclis von der (JriiHHo 

) j ''' I ^I ''' 

jrvorgorufon. 

Es int aber 


/f)y^ f)d,A . 

'’'■'•A 1 


oA A 

\dy dxfV"' 


“ t <).'• 

b// . 

A, C’F — 1 



b AV 


” V ox o;: J 

\ b// 

'(■X , 

“ (FsAy - 7i/yds) 



E.,Ay: 


id hiorauB orgitdd nich, wnnn wir aniuihmon, dawH und 
nseits doR UaumoH t vcrHcliwiudon, nach don (noichungon 
152 (5) 

(Vrr-. — j (i {Ji,bT j. F.ybi/ I K,hs) dt 


Wenn dio magnoiiHchon Krilfics nut dor Zoii nnvoriludorlioh 
Qd, so bloilit nur dor (irsto d'hoil dnsHoa AuHdruo.koK boHicduni, 
id or besagt, dasH 5<ur Vei'Kcbiobung dor ElokiricitillHinongo 
dv e in der lUolitung dx ein Arboitaaufwand von dor 
rosso 
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Aiilitzohnl.i'r AliHc.linif t. 




( 0 ) li -X ^ >' K 

©rfordcrlicli ist, uiul os ist :ilso k('iiu'. ttloklri^^olic Ai lu'it /u li'iKl,(;n, 
wemi die Vorsoliiolmiig soiikivoht ziir lOchlmiL? you (v oiiulni;,. 
Dio Grosso diosor Arlioit ist von diun Vector \>l iiicht :(!.li:ni,L,dj>:. 

Dicso Krgiibnisso kiinnoii wir :i u <• h so uus- 
di’iiok(Ui, dnss dor olokirisoho K i’;i 11 v im; tor 
0; oiiio FiloktrioitittsiuoiiL(o o in stGiior Rioli- 
in it dor Intonsitiil r/■.’ to r t ■/. n h (> w o uu 

suck t. 


lod. 

Eiiid0iitijj;kcit dor Liisuui^ di'r Ma\Woll Hohcii 
(U 0 io li u 11 0 n. 

Dio Darstolluiig dos Kii(‘i*}'io/u\vaohsoH, die wir in la-l 
gcgcben liabon, lobrt uns oiii Systoiu von Iknlincuiigou kouiiou, 
durcli dio die Voctoron G mid MU' oiiuloutig lioNtiiumt .siiul 
Hierzu dient uits dio. Domorkung, das.s dio gosainniio oloklru- 
magnctischo Faiorgio oiiios Systoiiis nur dann gloiob Null soin 
kann, wenn die Kraftcompontmton A’uiuLl/ iiborall iibmlisoli vor- 
scliwhidon. 

Wir macbcu scunilchst iminor die Aniiubmc, dass, wonu sick 
das Fold ins Unondlicho orstrookt, dori dio nodiiurun-ion dor 
§§. 12(), M4 orfullt scion. Forner soldiossou wir don kail aus, 
dans dio Kraftcomiimundoii A', d/ in Funktou ndcr Liniou un- 
eudlich odor unstotig wordon. Da wir iilior d«‘n Fall niolit 
ausschliosKon diirfon, dass das Fold uus vorHohiodoaarligou StoUVn 
liestelit, so miisHi'ii wir Fnslotigkoiton an Fbiobon fur A. f, 
zulasson. 

Fiir die,sou Fall niaobon wir dio Annubino; 

1. An jedor k’liioho. ini FiGdo t iindorn hIcGi dio 
tango iiti al on Go in po non t o n dor Voctoron tv, 'Jk 
boim Dnrchgango h to tig. 

Die Norinalconijionontcii A'„. .!/„ miiaHoii imob tliasor Vor- 
aussetzmig an cinor Fliiolns in dor /, A, u nnstotio '.imb in oinar 
gowiasen Woisn unstotig wordon, dio dtiroh die Ma \ wo 11’M-hon 
Gleichmigen stdlmt niibor boslinuut ist. 

Aub dioHCr VorauHsot'/.uug bdgt, dii^s dio Normabanaponontc 













inn. 


('[(m- Ij(iHiing t'to. 

Iln (IcH KiuiL’i^ii'.vt'.cturH 1)01 I)uroli<j;aiijj; iliiroli die Kliiolic sici.i;; 
bloiht, wic mail siolit, woiiii man in (Gj die ,:'-Axe uiit. dor 

Flilolicniiorimilo 7 ,usa,iiiiiioiirall('ii liissl, iiml ok ist also dii' Fonind 
loS (8) a,iiwoiid])iir. 

Woiiii ill irgond ('inom Auu,('nl)liok, von doni nils wir di(‘ 
Zoit zillilon, in dom also/^:—0 ist, dio soolis (l(mi[)oiu‘ii{,miA’,,, AV, 
Jl/,, 7)/,„ il/j boliebifj; jj;ofj;obmi sind, so wm’do.ii duroli dio Max- 
woll’solion (Jloioluiiifjjon |^. la'i (1), (fi)] dio Vi'riiiidoruuf^c.is 
diosor Funotionou in dor Zoit, lit'slimmt,, woiui nooli {J!;e\viss(* Pm- 
diii^iiiigon an dim (iron/oii liin/aikoiiinioii. 

Wir imniioii da.s Syslom dm’ Worllii' A', /)/ I'iir / ■•-<) doii 
Anran^fs/nsiaiid, iind bowoisen xiiiiiiolisl, iiidoni wir inimor dio 
all^miiioinoii Voraussotzinip;on, dio wir obmi rormidii't. liabon, i’oKt- 
lialtmr. 

‘i. Ill oiuo-m unbofi;roii/,lo.n koldo ist. duroli don An- 
raiif>:szust,a,nd dor woitioro V(‘rla,iil' dor Frsolioi- 
nuii^ vollsiiiiidi^f bosiinimt. 

Ibibou wir iiilmlioh zwoi Vooloroiipaarob‘,*■,)'{; F.Vkk'^ dio ibnii- 
solboii Aiiraii;fs/usiaiido ontsproolioii, so orj^dobt, siob oin drittor 
(S-" — tt; - .. bV, yji -■ UP, d('r dmn AiiraiifjjsziiHiaiido Null 

ontHpriolii, d. li. dom Zuslaiido, in dom alio (loiiipononion Nall 

siitd. I'dir dii'soii ist. also a,iioli dor Aiitau;jl'swort,li 'J\^ dor Fuorodo 
gloioli Null iiiid alls Ifi-l (1) ori,dobi sioli duroli Intapratimi 

mioli tlm' Zoit. 

r I j gdt • 0. 

Da. abor T mid g niomals nogativ soiii kdnnou, so folgt 
liioraiiH, (lass F ■ b"' mid UI UP vorsoliwiridmi, also UI mit. 

b-', UP idoiitisoli Koiii inii.sHtui. 

Wir itolimoTi foriior oiumi duroli I'ino gosolilosHoiio Fliiidu* 
bogron/.ioii Uaum iiml in diosom oiiion AiifaiigHj'.usiand iVir 
mid UP Fur dioHon IjIshI, siob obo.nso loiolii dor folgondo Salz 
lioweisoii: 

3. In oiiiom (‘lulliolioii Fiddo ist, dio hilsung do.r 

MaxwclFHchou (Sloicbuiigoii oiiido.utig bosUmnit, 
woini aiisHor dom AiifangH'/uHlando an jodoin 
Puiikto d(‘r Ob(‘rfliicli 0 dii* Oomponoii t on von ('^ 
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Acid zcinder Abncliuitt. 


in (lor llichtiing dor 'l'{iug('.ut,i:ihd)(‘iio dcr Oher- 
fliiclio fur Ziut sind. 

Doim nolmuni wir wkultir y,W('i (U'.iiHi'llx'ii r.odiiiguii-fcii <r,.. 
nligendo Vcctoroiipaaro (M, crgicht sicli ciii dri(t(',s 

Vectorenpaar iB — (S' — IS", ‘'Jji ''JJi' ■ • ‘■IH", liir welches der 

Anfangsyustand Null ist, mid hei deni der X'c'eior (v" nii dcr 
Oberflache, wenn or nicht vor.sohwindel, iiliornll die liicht.mig d(>r 
Normalcn hat. Dor Kncrgiovector sy\ dor ja mil ('•" senkroeht 
stchen muss, wird dalior fiir jodon Puiikli dt‘r Oherih'iehe. in die 
OboriUlche selbst fallen uiid ('s ist rnlglioli mi der gmizeii Oher- 
flaclie Ifn ■= 0. Demnaoh gii'ht die (lleiohung irdi (S) fjp. 
die Energio T" dos ganzoii Sysloins 


und folglioli, da T” am Anfaiig vm'seliwiudot, 

( 

r' -\ [(/'(// (I. 

Ks ist also, Avio vorlier, (S", DJI" ideutiHch gli'ieh Null, und 
daher sind die hoidou Veciorenjmuri' (S, lU; ('^', MU' mil einundor 
idcntisch. 

Man kann iiooli liomorkon, dasH die Ldsung eheiKSD hoHlinimt 
ist, wonn statt dor Compoiu'nten vou (S die ('(inijKineiiteu voii Dk 
in der liicbtung dor Oborlliudie gegobeii Hind. Man kann sogar 
noch allgomoiiior sagoii, class dio Ld.suug hosliumit ist dureli den 
AnfangHzustaml und diiroh dio (Ujinpouenten in den <ibrndliiolioii- 
richtungeii irgcutd oinesVeotors -j /IMJh wmm «, fi (’uiiHlantou 
odor auch gogobouo Orisrinicliouoii an dor Ohorihirlu' hind, 

la7. 

Eloktroluotnrisch wirkHiuiie FUiehru. 

Dio Resnltato cEh vorigtMi I’aragrujdien sind unter dor in 1. 
auHgosproclionon VorauKHetzung iiher die SPdii*kei? gowonnen. 
In einom fiir dio Auwotidiuigmi nidtr wiehtigon halle kr.inu'u wir 
aber dioso Annahino niolit auiVeelit erlmltrig iniudirdi dann. wenn 
iin Foldo FlacUcu vorkonmiim. in doinni otne (‘nntmilraft tliiitig 















§. 157. 


Klokiromol.orinch wirkKamo Klilolicn. 


ist, Avic wir sic in 130 liai)On. Solclio Klili'lion 

Avollon Avir olokti'omotorisch Avirksuni iionnnii. 

Ist do cin I'ik'.mciit (‘iiun’ solc.lu'ii Klilclu! C), in tlcin /.Avoi 
Korpin* J., B init dor Spunnunfjfsdin'on'iiz (A, i>’) ziiisainnion- 
stossoii, iind ist An dio, Nonnalo.oinpnnonto doB oloktrischon 
Stromcs in dor Hitditimfjf von A inudi ,/>, bo Avird dundi don 
Strom beim Durcligan^^^ dundi dio Kliudio 0 in dor ZoiUunUoit 
cine Arbeit goloistot von dor (IrdsKi'. 

(1) Ii=r^ (A, B) j Hndo. 

Dioso Arboitsloistung gisscdutdit a.uf Koston dor (didctro- 
magiiotisclion Knorgio, oboiiKo Avio dio Krzougung dm* ,1 o u 11*’- 
schon Wilrnio *oit doiu UntorHidiiodo, dans, AviUinanl {) 

stets positiv ist, H jo iiacdi dcm Vormohon von (yl, Ji) positiv 
odor ncgativ Boin kann, 

Ist z. B. A. Zink und Kupfor, ho ist (/I, B) and hIho boi 
positivcm An luudi Jl poHitiv. 

Dio vorlorono (odor gOAVoimono) Dnorgio It iuukh abor gloicdi- 
falls in andoror Kami Avu'dor zii 'I'ago tri'.ton, und Hio niinnit 
cntAvodor dio Form A'on Wiirino an (Bidtior-Wilnuo) odt'r hio 
Avird in oliomiaolvo Kiu'rgio vorAvaiulolt 

Sind voi’Hcdiiodono olokiroinoloriHidi AvirkHamo KliLoUon vor- 
bandon, ho orludton Avir mohnn'o Aimdriicdco A, /i*', ... von dor 
Form Avio (1), und Avogon dor Krlialtung dor Knorgio iin gaii/.on 
Systoiu ist 

(2) Q-\-li + U’-\ .0. 

llicriu ist nach 163 (7) 

<3) 

Avas oiiio oinfacho, rein mathomatiHcbo ConHotpionz dor Max- 
Avoll’Bclicn Gloichungon ist, und os siud no(di dio Ausdriioko 
E, Ji', ... nilher zii untorHuohon. 

Ist 0 oino geschloHHono Klaclio, bo ist nach dom (1 an mb’- 
achon Intogralsatzo 

j* Ando r— . ■ j* divS‘’(Zt, 

‘) IBsrtz, (toHaminoUc. Workes, Uil. 11, H. 2112. 
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Aclii/cliiK.or Alisc.lniitt. 


wemi das zwuitt'. Tiiit\^riil luicli (It iilior ilfii von ii uiusc.lilossiuu'n 
Raum orstrockt winl, uiul rs sicli uncli Ifi'j (o^ fCij. 

diosGii Fall 11 = (iosc.lilossrni', i‘lt‘kir(uni)li»ris(’li wirksatiiG 
FKicbeii koinmen also bci (h'l' ncn'i'limiui': dor Fiuu'.aio iiiclit 
\voit(',i' in Botniclit. 

Fs s(!i also (> citto bera.ndci.i' mil ilcr Ilauilciuaa* 

/b', aiif (lor wir das Kloiiusnl so /illilcii, dass in idnciu lliuid- 
puukto (In^ilH uiul da,s Iiiiu'i'o dor Maoho <1 oin luadilssystiun 
bildeii, cl. li. so, class oiii in d('r liiolitunf.: d n aiilrccld Ntcin'iulnr, 
in (ler lliclituug dt^ Ibrlso.linab'ndor W andcria’ das Inin'ri' dci* 
FUiohc ziir Linkcni hat. Daiui nr^dtdd sich. csmn cvir uiii (v’'* 
den Curl der inaguoUscdioa Kraft lio/.oichtton. naidi jj. Id'.;, 1; 

I t^ndo ' , 1 ('‘"‘f/a 

J ** ■! ;r J " 

uud nacli doin Sa,i/.('. von Siokos (i^. >!i| 

.-uj 

also 

(4.) R- (.1,I 

worin das Inioj^o'al iihor din Ilaiidourcf X vim o /,u oi'Nln'i’kan 
ist, Ks liiiiifft also ll iiiohl. von dor (Ifatalt dor Mdcin* ft, soii- 
dorn niir von doron Ilandourvo al>. 

llioi'uacdi wcrdon wir dit- rlrk t ri .rl,cn and mui^- 
iioti.sodinn Kriilfo und foli^lirh .-inrh dt-n kdicrgic- 
vo(‘.ior iiu ^fun/.cn Fcldc. mil An-oiahnn’ dcr llaiul- 
linio.uX dor cl (del romoi o risoh wirk'>amcn kdiiidicn, 
aniHihmcn, 

l!m das Vorluilt.cn diiwcr tliaihHcn in d»'r Na!»r tl-v Curve .s' 
zii erkoinion, (hudeen wir uiih dic .c l*nrv«*n /nn.ach^l durch canul- 
fi)rinig(i Flilohcn oinHcltulll. di.- iladnrrh cr/i-ngl hoiii 

iniiffoii, dasH ciii Krtus niit dcni Ikadiu . p laur'‘ dcr Curve' .S' 
hiuhowogi wird, class .smn MitCdputdcf intno-r in S Idcdht, wiih- 
mid sc'itio Fboiu' nnf X hcukrcch! sirlil. Fa. uber den bincin 

raiun dioscr Caiu'ilc. genomnnme bdc/r.il | dn.^’si/r inn .s diuiu, 

wonii das Ijiti’|.5ral in dci' I'ormcl f.'b ulc rijaupt ruicij Sinn luihctii 
Boll, fiir {'ill uncndlit’h kliniH's p \cr tr|i%iijd»*n, nnd wcim wir 













eii. 


Mlektromoi or isf.h wirkHjuno Flilcheii. 

en (las Fi'ldos, dor sic.li ins Uuoudliclio (U'slrt'c.kou 

das !>'UHs’s(dto 'riiooroin aiiwondoii, so sicli aiis (k) 

<IT , f ,, , 


dio. I''d('iiiont(' d(‘r (’niiidlliic.lu'ii j*, y\ , . . durc.hliiid'l. 

Qioioliuti^f l)(',ri'i{>.di'>;i‘ii -wir (lurch die Aiinalmic 

dio lidicjfrah'. iilior dio oiui^ohicn (kinnllliio.Iioii j', '-'■o 

ickcn Ms kiiunoii niso dit'. (kirvou ;S', ... uls dii'. 

311 fill' dio, I'iiHU’ffii'.iuoiigon It, angost'luui woiahni. 

^ezciolinol. d(‘u Witdcol, doii dor |{adiiiH (> mil ('iiioiii fosl.on 
iiigsradius hildi't, so kiiiuKUi wir dy • t-xlDd S soi/aui, iind 
rstc dor (Jh'ichuugt'ii (H) gi(d)l naoh (4) 


(J, />’) ’ . 


lioso (n(m’liuiigy)(dVi(uligon wir, imhuii wir sid/.o 


(d, ,/)’) I\l, 


Q uls uiiolullich kloin unzusolioii ist. 

Icchiuiii wir diti pusilivo DrohuugKricht.iuig D‘ ho, duHs oiu 
3lir('iton lilitgH tl S und gh'iclr/.oitigo Droliung in dor Hioh- 
dO' oino llochtsHtdirauhn is!, so kdiiiion wir (dii dirin’t(‘H 
inutousystom a-,//, ,r logoji, ho dasH a', //, «' dor Ihnho naoli luit 
''9', (IH ziisamnuudallon, imd daim ist. naoh §, iO.*) (()) 

//,, . . A’,, M, ' d/,v /i, 

Venn wir dio umgnoliHo.luni (luuiponoiiton und di(» Kraft. Ak 
idlich YoransHoIzon, so wird (nr oiu unoiidlioh kh'iiu'.s 

II., M„q AV, 

3s crgiobl. sicdi aus {(!) 


(A, It)-- ([ (.A 
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AulilzoliiiU'i' Abnf.liniti. 


iri7. 


■WBiin wir die iiiu^iu'.iisclieii Krdlti' luul ihieu C ml iiu- 

nelimen mid woini wir missordem cndlirli mimdmuMi (■/..[). 

lioi statioiiiirom Zusiaiulr), ho zoi^i dir m-str dor M a \ wc 1 rsriu-ii 
GlGicliuii«-oii (§. 192, 1), dasH aiudi die rlrktrisrlir Kraft K in 
Loitern niclit iiiicudlioli wt'rdcii kami. Ha alirr die ((7) 
(‘in Uin'ndlicliwrrdt'n v(Ui A',-, vri'lnufft, 
so Icaiiii dies aur iin Diclfklricum htait- 



lindou. 

Nolinuai wir z. Ik iVir .1, // ciur Conu 
biiiation Ziuk-Kiiplrr, so vA (.1, />’} pdsK 
(iv. nil' lUunilirung'dliiclu* si-i in tl(>r 

I''igur diirt'.h 1\ durL'cstidU; /’ mul 

P' Hind die Spurpunkti' dor Linir .s' niit 
der Ebeno dor Zeiolinuiif^, Nbudi aussiai luili'mi In-idt' Mclallo 

an die Liift grcuizon. Dio Durvo S grid ini Pimktr P nack 
obon, in P' luicb unton. Dii' positivi' Kioldung Vi»n It in P 
ist durcli don Pfoil angodouiot. Ini Dioloktrio.um wird AD (Tir 

() =z 0 nogativ uiunidlicb, d. b, wir ba.bon im Diidoktrioiiiu oiiu; 
im Punld unondlioh gross wordondo Kraft in drr Ui(dd,iing 
vom Zink zuni Kupfor anziunditnon. 

Wir orlialton dies folgoinb' Ergiinzung m don Silt/,on doa 
§. 156: 


4. Wonn borandoio, ol ok t ronio t or i ho b wirksumo 
Fliicbon im Kesldts sind, ho kunn dio oloktrisobo 
Kraft iiiolit ninhr iiborall aiotig srjn. Hondorn nio 
wird an dor Ilandourvo ho unondhrh, wio oh dio 
Gleiobung (7) angit'bt. Sind fur jnto hoIoIio 
Flilclio dit' (b)itHtuut(SU (d, Ih gogoiion, i-d Idor- 
durah uiid durrb dio Hoiintigon Itontimmungon 
der Siltzo 2. und 3. dos Ifiil ilor olidilromugue- 
tisebo Zusland eindeutig boslimml. 


Dor lotzte Tltoil dienoH Satzos winl obruno wio in lufl 
bewiosen. 

Es ('rgi(d)i Hieb aun dioHon llotrnobiungon nodi oino fiir 
spiltor wiclitige Eolgorung. 

Wir zieben oims Indiobigo in hioli zuruoJJaufondo I dido h ini 
Innoren des EeldoH und logon dmtdi diono oiu*- stotig gokrinninlo 
einfack zuaammonhilngondi* EUidio Si. Wir wdidon omr piodiive 
Normalonricbtuug v auf SI und oiuo p(odtiu< Un lituio' lis auf 


§. 107. 


ElolclroiiiotoriHcih wirksiuno Flilohoii. 


81)7 


dcr Gronzciirvo s, so (lass, wio obcii dv^ ds iiml das Iimi'ro von 
eiii Roclitssystoiii hildot, 

Dio FliU'.lio wird iin All^noiuanon von (duigon d(U* Ourvon 
N dniT.lidrungcii wordon, oiiu'ui solcluMi Dur(‘.l)atoss])unkt P g(d)(Mi 
wir das Zoicluai -"j-, wcniii Id in doi* Richtung dos positivon d^f 
(lurch liinduro-ligcdit, sonst: das Z('.io.lu!n ■—, Dio Punkto P 
achlicsson -vvir (lurch kleiuo Krciso, die als dir^ Spiiroii dor Canal- 
llaolnui y, ... ang('.sohou wordon ktiniuui, von (h'r Fliio.lu^ i5i 
a,us, wodurch aich oinc Fliiclui ii' orgolaui mag, Isi, nun C*’ d(!r 
Curl dor chdctrisc'.hon Krafl;, so folgi aiis d(uu 'riiooroin von 
Stokes, wonn d(u (un Fhanoni; voii il' ist; 

J ('/dlO r-: I P;(Cs- 

mul inuth dor zwoiton Maxwoll’schon Gloiohung: 

( 8 ) 

worin das Into^ral nac.h (Cs hlxu* dio ganz(^ Ih'gro.nzung von SI' 
zu orstrcH!k('.u ist. Das Integral nach dm knnn hhor SI go- 
nommon wcrdo.n, da, wir (hui maguoUHo.luui Vt'o.tor als Kto.tig vor- 
ansHotzon. 

Ist mm P ('iiuu' dor voi'lnii oharakUu’isirtou Durohstoss- 
punkto dor Linio H mit Sl^ imd hat dor (lioH(‘n Punkt aus- 
S(‘,hlie,HSondo Knus don uiu'.ndlir.h khuiunt Ihulius p, so komiiit 
in (loin Integral auf dm* linkmi Soip! von (8) oin IhiHiandtlmil 
vor, dor wogon (7) di(' (hwlalt iinnimmt 

'irt 

+ j QEiid \>h {A, H), 

0 

jo luie.hdom dor Punkt P naeh dor ohon go-tron'enen Ih^Htimimnig 
das pusitivo odor das negative Zcuehcu hat. Dinnnaoh ergieht 
dio Forniol (B) fill* das iiher die. R(!grenzung von orsireedcio 
Integral 

(!)) j Ji.ds ^ ^ {yi. II) ]• (/!', Il'j ... 

VV(!nn oine. dor Curvcni dio Fliiclio SI uiehruuilH se.lim'.idet, 
so wordon di(^H 0 Diire.hHiosHpunktci ahwia'liselnd das Zeie.lion I 
hahon, nnd dio oniHprochmidon Hoatandtheile in (!)j wordon sir.h 
also aufhohon. Iliornaidi kiinnon wir an Htello chu* ('nrven N di(^ 
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Aclil /.(‘.hni rr AIihuIi ui( t. 


IHB. 


elektroniotoriscli wirks;uuoii Miic.hcu 0 in <Hi5 Ixiir.'U’lil.iiiiiii; 
flihren. A¥eiiii nilmlicli in dn-r Ki/,nir P V ili(‘ Sjmr (-.incr solclu'ii 
Fliiclio in dor Klxnu'. dt'r Zi'ichmniii; is(, dio lUo 
Ikuiiiitlioik'. vl,./)’ von ('inniidor irtiimi, uiid s dio, 
durcli don IMd-il iui|u;(‘doiii(‘t(' UioliUtU'jf liul, so 
^olit in V du', positive Kichtnnjii: von ,S’ uaoli 
ol)cn, wio dio Kieliliiiif^ dv und /’ lint, also das 
Zoiclion ■■}-. Dio positive Kii'.htun,-;; von s ^adit 
in dor lUolituiifj; d}i duroh dio Fliioho 0 liiu_ 
durcli. Domtiaoh kiinnen wir dmu Saizo (9) 
iiucli don Aiisdruck ^fi'lion : 

.Es ist 

(10) - jj'Jvd.s-— (yl,/)’j ! (A'jn ! ••• i j A (/(.), 

woim (yl., ./>’), (A\ //') dii' SpannuiiK^sditTeronzoa 

an don Punkton liodoiiion, wo ilio t’urvo .s di(< 
cloktronioloriHoh wirksanion l'’l;ic’heii in dor Ilioh- 
tnng von .*1 naoli /> durchdrini^l. 

Ifj.s. 

AiiHgloiohiuig o.inor (doktrisohou I.atlnug, 

Die Giloiulumgon (4) lo2 gidiou iTir oin const antes A und 

E, wcnn man sits dor Roiho nacli in Ito'/.uii: uuf diHeri'ntiirfc 

und daiin addirt: 

(1) divR ; A divlv (), 

^ ^ 4jr ('t 

odor, woim man dio Diclitigkeil dt‘r wahron Ehdvtricitiit uiit q 
bczoiclinot, also naoli §, 12f5 (11, (2) 


sotet, und fiir A dio donstantt' W - ' ta-A i tdufuhrt (1 ITil) 

(2) 'd' ' '-X' 

( t ' 

woraus durcli Ints'gration 

(3) (, r "'p,.. 

wonn Qq dor AnfangHwm’th von p ist. Die niundirhe Diridigkcit 


Fifi:. 04. 
V 



11 A 












Au.sjili!i(!liun< 4 - citier eloklr i hoIu'u Liuluno- 




ctx'ioitiit iiimiiit Jilso inii dcr Zrit ill), uud /Wiir mii su 
1-, .it', grosser die Loiilaliiukoit; derSuhstiiiiz isi uiid iiiilu-rl 

• (lix'cuzo Null, Du die Widire I'Uc'kii’ieiiiil iineli iiiiserer 
jtziziig nielli zi'rsUirhiu* ist, so muss sie iilso hei diesi-r 
,u^- ;i.u di(! (h-fiize zwisc.heti Leit('r uud Nieliileiii-r Wiiitderu. 

dies lui I'iiieiu I'iiifiieluui lleisi)i('le, /,u erliluieru, iieliiumi 
GtH soi iilr eiiioii, in eiiiem Dii'U'ktneuiu seliwu'beiuh'n be- 
. I >oitor iliis elokti'osiiitisehe I’robb'iu ^(^Idst. Ms isi iilso 
)SOi* AmiiUime iiu iiussereii b'mnue eiiu'. Mune.iion (/> des 
elcibiuii, die iiii Diieiidlieiieii versehwiiub'i, uud an der 
ho <les Leilcrs diut eoiistiiuien Werih ,) aiinimmi, nnd 
J(p -- 0 ffeiiiii?i. 

• iiohiueu /weiit'iis eiue willkiirlielie Mune.iion j/- im luiiermi 
,o.x'H an, von der wir nur voriiusseizen wollen, diiss iuieli 
dc*!.' Oherdiiche den eoiiHtiuiien Worih A. erluili. Wir 

tlnaiH fulgmulen AnlaiiKs/.uHiand lui. 
iiic't^netiHf.ben Kriirio seieii im pfunziui M(-lde m Aninuj.^ 
lull. Ms sei leriier 


lolctrieum A’.','. 


tox' 


(Up 


f*i/> 




. .. 

' d// ’ 
'<'!! ’ 




f (p 


ctl' 


111 Hind die (lleie.liunp;(m i;. 1 02 (,j) „,„1 (f,j bidVicdigi, 
ir iibei (Uui weiieren Verlnul di(^ Inlj^miden Anmihuieu 


TDici imi|jfneti.srhen Krillie bleibeu dauerml Null. 

i)ielokineum, wo I ■ ■ i) isi, niud die eb-ktriselien 
•ICi’iift.e von der Zeit umibluingig 

K. -- a;?, /'4 /<A 

liKi Le.iUu’ isi 

--a tr h\ - a 'o 

I'iluinlie.Iie Die.hiigkeil der wnlireu Mlekirieitiit ist n.neli 
Viiiinlimen im Dielektrieum diiuenid (); im Loiter ist 


ih ■ 




•Iw .4;r'‘ 

^ >i<*hiigk(‘ii (? an dm' Oberllneln* isi, wtmn t. im Di(dek- 
™ J nngeiiommen mid die Normalcm/ positiv in den (miter 
•rocdmei wird 
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Aolitzoiinter AbHchiiit (. 


§. ina 


(5) 

( 6 ) 




4 : 7 t d )l 


•i 7t ( U ’ 


s dij' , 1 f'f/i 
‘JtT 0)1 ' d-TT ‘<■>1 


(7) 

also 


Die Gcsamintmengo der walinai IGcldriciliit isl 

e rr; | () 77 - [ j iSllo, 

yf iluit 
L'7! do 


A7t 


' <'ll> \ 

■to) 

t')l J 


-h 


1 


•1 7C 


mid dahor naoh dom GauHH’Hclu'ii lutcgndHutz 


( 8 ) 


I 

dyr . 


t'tp 


■ do^ 


also, wie es soiu nmss, von di*r Zt<il l''iir t r--- oo 

wird Q = 0 imd Arcd'^-.dq^l'd.n, niid di(*H ist dfr flfktroHtutiHcho 
Zustand. (Hicr wird man e ala Hunis <h‘r uatiirlifliaii Goi'ariilimtm 
niclit mit dor Elcdctncitiltsnuaii^f r vcrwtH'.hHtdn.i 

Boi dioBor Ele.ktridiatHbc'wt'jifunK ist d(‘r Htinau 


Arc V f ’t 


W (V) 


dauernd f^loich Null 



Noinizclintt'r A))Kc.hni(;l. 


Eloktrolytisolie Loitung*. 

ir>i). 

Wii'kung tl(‘r oli'.klriK('.li(*.u Kral't; nuf did londii. 

Kiiu^ l)OS{)ndt'.r(3 Form ncdmuni dies (iUdd.hutigtMi fur dit'. olfk- 
trisc.hdu BdAVi'giuigdii in dan liiiKiuigdu iui, did durch dcii (ddk- 
triHchcni Strom t'.lK'miHdh zorHotat wordon, llicr ist os unmiiglidli, 
did dlc'ktrischdn Bowdgungon von don HdAVtjgnngdii <lnrdl> Dill'uHinn 
m ti’cniidn, uiid l)oiil(! miiKSdn uIko ghudlizditig hdriid.kHidhiigt 
w(5rd(!n. Iku dor Aldoitung dit'.sor (Jli'.idhungou, di(3 zinn’Ht Ndriint 
gdgdbd.u hat, und di('. daim von Planck iiocdi oiugcdu^inldr bo- 
griimld.t und diHcutirt Hind, HfcUlztsn wir huh auT di(^ AnHchauungdu 
von van’t Hofl’ iibor die Natur do.r Ltinungon, din jdtzt. in dor 
PhyHik allgdinoin angononnnon nind. Nach diuson liorrHcJiun liit'.r 
dioHcdhon (jrdH(d.xd, die, hoi (lason lilngHt bokannt dnd, niimlid.h 
did (h.'sot'/d von Hoyle-Mariotto, (Jay-LuHHac, Avogadro ‘)- 

Did choniiBclidn Vdi'bindiingdn, die durcdi don (dc.klriHdlnm 
Strom y.orBdtzt wordou, bcntidum huh omoni olokiropoHitivim 
und dinom oloktronogativou HoBtandtlioild. DioHt( Subsiaii'/d.n 
Hind in oinorn DdsungHinittnl goliist, (‘twa in VVaHHor, doHSon Natur 

') NoriiHt,, ZcitHc.hr. i*. pIiysikaliHohei Chamio, Hd. 4 (IHHj)). I'lani’k, 
Annalcii der I’liyHi'k uml ClKanici, luuid Folgo, Hd. IM) (IHH!)). I*’. Kolil- 

ratiHcli, dcr Bcrlinar Akadi'mit* vntn 1!). Ntiviniilt«*r isiio, 

und Anuakin dcr I’liynik und (Ihonuti, Hd. 02 (1H!)7), 

Hiomaiiti-Wtsbor , I'nvtUilIo Dlfliirfiitliilglfltilumai'ii. JJi; 
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Noun z 0 h 11 1 1! v A b s o h n i i t . 


S. 159. 


niclit ill Botracht kommt. Dio Bi'Htantltlioili' heissi'u die. loiion, 
die olektropositivou die Kationon, die ne^aiivt'u dit> Auiouon. 
So ist boispiclswcise in eiue.r IdisunK von K(U oder Na(d das 
Metall, Kaliiim oder Natrium, das Kation, Ohlor das Anion, In 
einer Liisuiig von Sabsiluro ist dor \\ asserslidl das Kation, (3hlor 
das Anion. Auch coniplicirtero VmBiiulnngi'n kiiniien in Itetraclit 
gezogen wordon, wio z. B. Schwefolsiluro, ll^SOj, Imi dcr 11 das 
Kation, Anion ist. 

Wir werden abor aneh annolnnen, dass nmhrero sobdier Ver- 
bindungen glciclizcitig in dor lu'isiing gemise.ht sind. Wenu dio 
Liisimg Innliinglicdi ve.rduiint ist, wie wir him' voraussetzmi, so 
sind dio lonon vollstilndig dissoeiirt uml sind dann in iliror 
Bewcgliclikcit gogensoitig von innantler nnabhilngig. 

Dio Concentration d('r loniui in einer la'i.sung win! hii'r nun 
ZAveckiniissig nie.ht nae.li rroeentmi, Hondern naeh sogeiuuiuten 
Grrainmaquivalenten oder (! raminioni'n gfanessen. 

IJnter e.ineni Gra,iniui(in ({lr!umn:ii|ui\alent i, I'iner loiieii- 
art, dcren Amiuivaleulgowieht, bezngen anf ilen Wasse.rstolT als 
Einhoit, gleicli A ist, verslehi man cine Mtaigo von .-1 (Irainm 
diesor Siibstanz, also z. B. liei der Zurntd/amg \i)U Schwefel- 
saiiro wiirdo oin (Jranunion von SO,, wemi S and t) die 
Atoingowiclito von Sidiwefel nnd SanerstolV sind, glide,h ‘ySO., 
= 48 Boin. 

Bedindon sie.li dann in di'r \'olumemduludt fim (’uhike.euli- 
moter) « Granimionen, so heissl a die (b) u ee n t r a tio n der 
Lusiuig, dio luitiirludi aueh (dne Knuetinii des Ortes sein kann. 
Dann warden wir ge.naiu'r Bugen, dan Vnlunienelemeui dr ent- 
halt a (It Gra.nimione.n. 

Sind in cinnm Liter der Liisung ?a Gratmii einer lonenart N 
vorn Ae((uivalentgewiehle A gehdst, mi enthiilt also das Liter 
^ = i)i/A Graininioneii, nnd es ist a lo 'On A. Kirte Li'isuiig, 
in (lor jii r— 1 ist, dit‘. also ini Liter (dii (franuniinuivaleul eufc» 
hiilt, lioisst nae.h Kohlrauseli idm' N o rm a I i tlsu ng. 

Bolhulot sich (due soleho Liisung in einem «drktriseh«m KohL, 
so wirkt (lie elektrisehe Kraft A* erl'ahruugHgmniiH'-^ hn, hK oh 
jodes Ion idtio ganz hestinuiite Menge >) \un Klektidritiil mit sieh 
fiihrto 105 ), luid zwar die Kationen pnijiiir, die Aninnen 
negative Klektrieitiit, d. li., es wirki uuf (dn Kation die Kraft 
auf (dn Anion dio Kraft A'. Die {‘niedautt* f| ist. in 
eloktrostatiscdiem MauKse. ausgcalrhckt. 














Gniminiou. 


KiO. 

Dcr osiuotisc.hii Druck. 

Ausyor di!r oldktrischeu Kraft wirkl aiif die*. lonon tuadi dcr 
osiuotiHchc I)ru(dc ;i). Dicsi^r ist von dor (kmci'ntra- 

tiou « dor louonart, aher uiiabhiin^ifj; von don ol.wa norh sousl 
in der Liisung I'lithaltiniou loiuni andoror Art. Ist r dns Volumeu 
oiiios Grammions, .so ist hit'rnac.h 

(I) j)i. 

worin Ji ilcr abstdiiton 'rcnipt'ratar iiroportional, a,bor von di'.r 
QualiUlt dor loiu'.u iinabhilnHig ist. Ks iel fur die 'Ik'nipcratur 
voii 

U. ™ 2 , 414 - . 101 ", 

woun aiudi bier dn,s A(it(uiva,lo.ni}^c.\vic.hi di'H WbiHsorstoirs als 
Eiiihoit f'ilt. Nun ist, woun a die Goiio.outra.tiou in dc.ni lest- 
gcsotztfui SiniU! bodo.uiot, a — 1 /«, uud dalnsr 

([2) j) K IL 

Di'.r osmotisc.lu' Dnude orzoujDjt nun lUiu'. Kraft, die dio lonon 
von ibui Sbdbni hcihoia'n Drindvcs naoh donon von nitalrij^oroin 
Driic.k troibt, uud ilic. doni I)riitd{|.;idallc tH'oporUonal ist,. 

I)(ir osniotlsolio Druc.k wirkt atif <lio lonon cbouso, win dor 
Druck in Gasiui wirkt, d. h., wo.nn do irgond lun Kliltdicmdonn'iit 
ist, so wirkt gc'gun dicjHos Fliio.honc.bunont normal eino nur von 
dor Sbdli!, nicJit von dcr (Iriontiruuf.? von do abluluKi^^o Kraft 
pdo. Gnuizcn wir irp;o,n<l oin Yolumon r duroh (uno gc-HoldosHtun^ 
Fliicho 0 ab mil den Fbunonten dx und do, ho iHt naoh doiu 
G auas’Ho.ho.n Sai/,<^ (i?, 80) 


b In eloklroiiiai^ucjiiHohiim MtuiHHc', ist //r. ivohlrauHoh (An 

nalon tier I’liyHik und (lluunU'., juuut Kulgo, Hd. il2, 1H'I7) nuHHl. die (!t)H" 
ceutniiii)n luudi okdctruclu'jtuflc.lum Aeiinivali'ulpn in dm* VnlioiientMuhoif, 
wohoi alHo liui jadam Ion liit'jkniijifo Mani^n g'lttitdi I'litiH imI., init tier dir 
posit,ivo odor titsgalivo KloklricitiltHmoni^t! Mins wandort. hi dioMoiii Siimn 
ist also Ji« dio (kmcoutratiou. 

21 )"*' 
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N i‘uu zt‘ luiicr AliHf li u i 11. 


KiO. 


(3} 


p cos {n .<') do 



mid dies ist .also dii> ;r-Coini)om>uie dor auf di<> fiji'sanuuto Ohor- 
llilcho YOU t wirkoudoii Dnio.kkridi. iH'nkoti wir iins das 
Volnmo.n r als aiiuT, so ist dies die vou doni osuujtisohou Druck 
liorriiliroiido, iuif dio in diosein Volumon ont hall ('non lonon wir- 


kendo Kraft. 

' Wendon wir dies auf oin oiuzolnos \ olnnn'noh'snoni dr an, 
so wirkt also auf dieses in dor .r-Uiohlun,^ die Kraft 


.(4) 


(Ip 


d r 




und da mm «dr (irannnionon iin Kloinonto dr oidlmlltni sind, 
so wirkt auf ein cin/.eliu's (Iranunion dio osniotiKolio Kraft 


Nolimeu wir hiorzu dio iin voriKC'ii I’ai'a.iu'ajdion niilnu’ he- 
stiminto olektrisoho Kraft, so wirkt also iin oloktrisohcn Foklc 
auf oin Oraminion in dor a'-lUoUluug dio Kraft 

(D) 

worin das oboro Zoio.lu'u tiir dio Kationon, das ntdoro ftir die 
Anionon gilt. Dor Ausdruok (a) ist dii* .r-t^imjiuuotdo oiiu'S 
Kraftvcctors dor nuc.h niisoror Vootorho’/.oiohnung niit 
(0) 'ft It grad logc< \ 1 /tv 

7 A\ hezoic.hiion wiire. 

Kino auf dio lonon wirlci'ndn Kraft howirkf nioht. wit; in 
der Mcchariik trilgor M.aBS(‘U nngotionimon uird, oino Ilosoldouai- 
gung, soudorn oiiu* (losohwindigkf'it, wan man uls oino Iddgo dt's 
'Widorstandos doa LdsungHinittolh luiM'hon kunu. Kim* nuf oin 
Ion wirkendo Kraft P orUioiU. dahor dicmom oim- (losohwindig- 
koit in ihror Uichlung, dio init I* jirojtorfi»nial ist, die wir gloich 
aP setzcn. Dor (kud’lioicnt a ist dii* duroh dio Kinhoit dor Kraft 
liervorgerufone (h'.soliwiudigktjit und homt dio Dowogliolikisit 
der betroirondon lont'iiart. Dio Ih'wogliohkoit a hiingt nioht hloas 
von dor Natur dor loiu'nart, sondorn auoh vcm ihn r Donoontrntion 
uml sogar von dor t'onoontratioa dor ofwn m»olj gloiolizoitig in 
dor Lbsung enthalteuon andorou lononarton in oinor idolit niilior 











§. 1(10. 


(,i.schi' Driick. 


bokaiiulen \V(‘,isi‘. al). Sic^ nilhort sicih abor boi abuchnnoubn- 
Conc.oiiti'atioii dor Ltisuug tiiiiar b'sl.cni (h'aiizo, uiul bt'i acbr vcr- 
(liinntiiti Losuni>;uii iiml CDiiHtaiitt'.r 'ramponitur kann uoiu clobcr 
a i!;oiialiort als tiiiic Oonstanto <b'r Substaiiz ansoluui. KiiiHt- 
woibni ist, o-a abor iiicbt. iu)l.bwou(U,u:, bioriibor olio' Amiabiiu'. z\i 
inaohoii. 

[Ib'.niiU'b orhalUoi wir aas dom Krafiviudor 'I.' (diu'u 
scbwindigkoitsvi'-c.tov <lor dio (l('si‘,bwiudi{j:k('it oiiu'r lonoii- 

art A YOU iku- Ooiauaitratioii « uiul dor IbnvtJmdichkoit a naob 
{h’<)aao iiud lUi'.htimiu; b<(atiiumt. 

DioKor (rosc]iwindi|i;koitsv<'(’t()r vorlLudort, dit' Oono.ontralinn 
iiacb don iiu zi'.linb'.n AbHi'.hnitto alljjj(um'in aus innanilor jLfosiit.zton 
Gniudsilteoii. 

Ms ist niimlich dio, in oin Voluinon r o.inHtrt'nmuub' Mi'nj^o 
dor Ii)nonii,rt; A , auf <lin Zoitcunboil, i)oroolinot, gloii'h doni iibor 
di(' Oborlliioho von t orHt'.rockton hib'mn'al 

I itaPudo, 

wonn H dll', nac’.h iinnsn ^oriobtoto Normalo iat, odor nsich ilom 
Gauss’stjhon Satei^ 

“ — j div a, (It. 

Duro.h dioson Zulluss wire! abi'r dio (bnooidratioii, Wiiiin t 
dio Zoit Ixuloutot, in dor Zoitoinhoiti uin ra/i't vornudirt, uml 
os ist (labor dii'st's Inbigral auoli 


woraiiH sicb dio (Go.io.liunj^ 

(7) tSt -- _ diva«'^^ 

ergiobt, und oino soloho Gltuobun}j[ orbiilt man i'iir jialo dcu* 
lonenartou i). 

') I>i(( DitnoiiHiotujn dor Iiior vurkdmtiomdftn (friiHsoti niud rolpfctidi': 

=*1. lo| -[»(/ M 1/). 

d. h., OH ifit a oiuo Zoit, 
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Neunzelinter Abscbnitt. 


§. 161. 


§. 161. 

Der elektrisclie Strom. 

Urn die Maxwell’schen Gleichungen auf den Fall dei 
elektrolytischen Leitnng anwenden zu konnen, haben wir mir 
noch festzustellen, was wir nnter dem elektrischen Strome zii 
verstehen haben. Dies ergiebt sich aber aus der Definition 
§. 151. 

Wenn man, was der Wirklichkeit jeclenfalls sehr nahe eiit- 
sioricht, das Losungsmittel wie einen Nichtleiter behanclelt, so 
haben wir keinen Verfall von elektrischer Kraft, wie bei den 
metallischen Leitern, anzunehmen. Dagegen wird ein Theil der 
vorhandenen elektrischen Energie znr Ueberwindnng des Wider- 
standes, den das Losungsmittel der lonenverschiebung entgegen- 
stellt, verbraucht, und auch hier in Warme verwandelt. Diesen 
Theil konnen wir berechnen, wenn wir, wie schon oben, an- 
nehmen, dass die lonen die Trager bestimmter positiver oder 
negativer Elektricitatsmengen sind. 

In §. 155 haben wir die Arbeitsgrosse bestimmt, die zur 
Verschiebung einer gewissen Elektricitatsmenge im elektrischen 
Felde erforderlich ist 

Die im Volumenelement dt enthaltene, an die lonen a ge- 
bundene Elektricitat ist -^riadx, und diese wird in der Richtung 
des Vectors ^ um die Strecke aPdt verschoben. Die elek- 
trische Kraft E leistet also hierbei die Arbeit 

(1) 4: awPE cos(P, E) dt dt 

= ^ Tj acc {JB X Ex “1“ Py Ey -[- Pz Ez') dt dt. 

Die Arbeit der elektrischen Krafte bei der Verschiebung 
aller lonen erhalten wir hieraus, wenn wir die Summe dieser fiir 
die verschiedenen lonenarten gebildeten Ausdrllcke nehmen, also, 
wenn wir diese Summe durch das Zeichen ^ andeuten: 

(2) ,dQdt = 

r} (Ex'^±aaPx-\- Ey'^±aaPy ^ Ez'^± accP.) dtdt 

Bedeutet also dT die elektrische Energie im Volumenelement 
dty so geniigt der im §. 151 eingefiihrte Stromvector © der 
Gleichung: 


161 . 


Dt'r I'lokt.riHche Strom. 
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f dQ E„S,j + E,S,) dr. 


Es ist ubor luicli t;. 12(1 


/t'f) 4- K^) dt, 


d folglicli 

,n gcniigt also luich (2) un<l (-1) dor (Jloicliung (B), wi'iiu man setzt: 

^ ■ ■ .[jr , / ■'• '' -2. ' “" r'. 
rill diT ilurt'.h 1(U) lioBtimiuto Knit’tvfcUir lur ili(‘ lonmi- 
, A ist und diu tSimum* ^ uhor siiinintlicdu' vorhamlmum 
Lonarten '/.u ludnmm ist. lliorisi biMlmitni f- ilir DioU'kiriritatB- 
istaiiio dor Liisuiig. Diosoti Voi’.tor 3 botrmditt'ii wir als don 
Ictri.scdion Strnui, dor in dio MaxwoH'Kohon (jli’io.hungon ('in- 
iGtzcn ist. 

Da nun in Folgi* dor Maxwi'llbsclum {iloiohung('u div0 
inor gleioh Knll ist, so orgii'ht moh aus (f)), wonn wir 


zon, also uidor i) dio Dioldigkidt dor walirou Isloklrioitilt vor- 
lum, nacdi llio (7): 


Es int also ^ • - t/ ^ f a vein dor Zidl unuhhiingig, und 
in dor Wortli dionor DitToron/ m irgcmd oiuor Zoit gliioh 
11 ist, HO l)l(ubt cu’ im woitorou VorlanI'o doH VorgangoH ininuu’ 
ioh Null. DioH wollon wir unnolunon, uinl Hok/ou domnach 

! «. 


Es iKt also dann dio Diohtigkoit dor wulni'ii Elok- 
citilt gloiodi dom Ut'.borsohusHo dor vou dou Kationon 
tragono.n poaitivon Eloktrioit;it u!»or <li(' nogativo dor 
ion on, 

Setzon wir dio (Uoiohung (H) inittolHi ((>) in dit‘ Eorui 
\ « ' ^ div 

—^ ■ >1 3t 3r/ 
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Neuuzoliiiter AbBcliiiitt. 


i?. IGl. 


SO zeigt sie, class, wenu div(S iiiclit einon sclir grosscui Worth 
hat, i Nouiior stehciido ty oinon 

selir grosseu Worth hat (281) . 10^ 2 ^. Es sind also imnier 
nahezii ebenso viele positive wic negative Grammionen 
in einem Volumen cnthaltcn. 

Wir -wollen schliesslicli die Gleichnngen, ili(^ wir in dor 
Vectorbezeiclinung aufgestellt baben, in oxplieitcr Form scdireiben. 

Zuniichst ergiebt sicli aus §. KiO (6), (7) die i)artiellG DilTc- 
rentialgleichung 

If = ^ Is + + If If + ’’ ““ 

~ ^lia ^ rj , 

und eine solche Gleiclmng be.stolit fur jcde lomniart, wt'.nn iinmor 
das obere Zeichen fiir die positiven, das unti*.re i'iir die nogativen 
lonen statt hat. 

Ferner zerlegt sich dor Stromvcctor G hier nae.h (H) in drei 
Bestandtlieile, namlich 

® s It + + 'C-'K 2 

und es ist, wenn wir 

(12) X ~ a a 

setzen, 

(13) = H&. 

der Leitungsstrom. Hiorzu tritt aber nocli ein Strom 

(14) ^ — ?j Ji ^ ip a grad «, 


den wir den Diffusionsstrorn nennen kbniiou. 
Die ic-Componente dcs wahron Stroinoa ist 




Der Coefficient X hoisst auch hior die Leitfiiliigkoit. 

Die Summe des Leitungsstromes und dc's Din’usiouHBtromes, 

also 


(16) ® ^ f 5, 

kdnnen wir den loncnstrom nennen. Sein Ausdruck ist nach (5) 



j. 101. 


l»t'r 1^Ickf r i.scli i' Slrom. 
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(17J ^ J. 

and dii aun aX''“ td'si-hwhuli^dvoit d(3r luaoiuirt ^*1, and >1 a 
die in dor Volaau'noiahi'it lait, di(>st‘r Iiuioaart vcrl)uudoiio 
Elektricitiitsaion{.(o isl, sn kiinnoii wir die, Stroaulichte dos loneu- 
stromes doliairou 

ala die in dor IiiohtiuiK ilos V(',ctora O' iu dor 
Zeitoinhoii daroli <Ui' l'']ii('li(3n(!inhoit liiiidiircli- 
golicndo Ah'.iigi' poaitivi'.r Eliiktrioitiit, vi'.rmolirt 
am die in oatgog('iigos('.tztor Richtaag flit'-asondc 
Mongo uogaliv('r ElokirioilILi; 
diese Dolinition <lor SlrouidiohU', dit*. Hio.h hii'i* aiis dor 'I'hoorio 
dor elektrolytkdion In^itung orgicd)!, l)ild('l. in dor illtoroii 'I’lioorio, 
die auf dor Anuahnu! '/nvoiiu’ ol(‘ktris(‘.hm‘ k'luida ki'.ruht, <lio 
DGilinition fiir di',a I'.lo.kt.risc.lum Strom iihorliauid, auoh in lUm 
Loitern. 

Nelnneu ^vir <lio Liisung hoinogmi, also die 0ono.ont,ra.tioii(3a a 
constant an, so wordon auo.li di{3 davon abhiingigcm Iknvoglioli- 
keitcn a constant, and folglicdi wird auoh dio Loitfiihigkc'.it I 
constant. Dc'r DidusionKstroiu fallt gan/, wog and d(U* Ausdrucdc 
fiir iS iind dio daraus al)gid(‘iiuiiiu Maxwoirsolum (llidcliungmi 
komnien dor Form naoli in viilligc' Utibori'.inHtiminung luit demon, 
die wir fiir niotallisoho LoiU'r aulgostollt habon. Das ga.imu 
System dor Diirortad.ialgloio.huugem (10) koiamt auf <li(! (due 
Gleichung 

(18) div(^ • ^ 0 

zurlick. 

Dio Gronzliodingungon, btJsoiidorK dio fiir dio Floktrodon 
giiltigcn, Bind woaantlicli abhlingig von d(3n (duimiaclion Vor- 
gangen, dio da stattlindoti, uud (dmsr inathomatiKcdion Formu- 
lirimg im Allgomoiium kaum zugluigliedn 








Z-wanzigster Abschnitt. 

Stationare elektrisclie Strome. 


§• 162 . 

Stationare Zustiinde. 

In §, 156 haben Tvir nachgewiesen, class die Anfangswerthe 
und gewisse Grenzbedingungen die Losungen der Maxwell’scben 
Gleichnngen bestimmen, Eine davon verschiedene Frage, deren 
Beantwortung wir uns jetzt zuwenden, ist aber die: 

Wie muss der Anfangszustand beschaffen sein, damit 
der Zustand stationar sei, dass also der elektrische und 
der magnetische Kraftvector von der Zeit unabhangig 
werden? 

Ein solcher Zustand wird zwar nicht von vornberein lier- 
stellbar sein, wohl aber zeigt die Erfahrung, dass aucb nicbt 
stationare Zustande sicb einem stationaren oder wenigstens fast 
stationaren Zustande annabern, so dass sie oft nacb sebr kurzer 
Zeit nicbt mebr merklicb davon unterscbieden sind. Dagegen 
ist aber wieder zu bemerken, dass es einen absolut stationaren 
Zustand im strengen Sinne des Wortes wobl iiberhaupt nicbt 
geben kann, weil durcb die umgesetzte elektromagnetiscbeEnergie 
immer langsame tbermiscbe oder cbemiscbe Veranderungen, sei 
es im Eelde selbst, sei es an den Grenzflacben, vor sicb geben. 
Von dem Einflusse dieser Veranderungen auf das elektro- 
magnetiscbe Feld seben wir aber bier ab. 

Die erste Bedingung fur einen stationaren Zustand ist die, 
dass, w^enn ® und ilk der elektriscbe und magnetische Kraft¬ 
vector ist. 


St at ill n ill-0 Zustiiiule. 


•Ill 


,eiii Kull, 1111(1 (larnus ('rgirbl. sii'h iinch (Ion lieitlon Maxwc}!!’- 
.clien GniiulgUncliungi'ii I. luul II. (§. 1521 
2 ) curl (V 0, 

' 3 j (• (Uirl ■ A-tt X I'-, 

mcl auH (5) folgt; (laiin 

' 4 ) (liv A ('• :-™ 0. 

Dio Glcioliung (2) lu'angt, dans G t'iii INitcmtialvootor soin 
nusB, cltiHH also cin clcklriKclu'.s Poltnitial (p uxistiron muss, 
30 (laas 

V _ A’ ^’ 9 ' A- ... '<‘<p 


Dio GloioliuiiK (4.) (-rgii'lit dann fur dit* I'dincliou (p die 
Dillbruntialgloicliung 


D(ler kiirztu': 

[*. divAgrad(/i o. 

(lie nut llulfo (l(*s Gau.sH’Kclicn ThcortniiH aucli so auHgodriickt 
vvordeu kanii: 


weiiii Hieh die liiU'gratiun idtor die Hogreiiituiig tnnoH llaiun- 
tlioiliiH orntrooki, iu tUuii A und r (p t n idcld. an Fliloluui nn- 
stotig ini 

Fiir den iiiehlleitt'ndcn Tlieil dea l-'cldoH, alao I’iir das uin- 
gelioude Diolektriouiu, in tUun A * - 0 isi, lieHugl. die (iloiehnng I. 
iiiclitH. In dii'Bom Theile i.st aluu' divG die Dieliligkeit. der froien 
Elektrioitilt, und wenn wir also nnnelinien, dass iin nichtleitenden 
Tlieilc (loH FoldoH kinne in ISetraehl v.n ziehcnde eltdctriHehc 
MasHtni vorlianden nind, ho gilt hier die (Heichung 


0 . 
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Zwanzigster Abscluiitt. 


§. Ui± 


Flir den Fall, class I voin Orto unabliiingi^^ ist, ^-cht die; fur 
die Leiter giiltigo Fomel I. in dieselbo Form II. iil)i!r, und sie 
besagt dann, dass bei oinem stationilren Znstaudo iin Inneron 
der Leiter keine Elektricitiit vorluindcn ist. 

Hierzu kommen imii nocli Grcnzbedingiingeu lur die'. FliUdicu, 
in denen versebiedeno Substanzen z.usuinnunistosseii. 

Wenn elektroinotoriscli wirksamc Flaclion vorhaudc'n sind, 
so ist nocli die Bedingnng §. 157 (10) zii bc'.riiciksic'.btigoii: 

( 6 ) — I rf s = (A, li) + (^r, - I ■ ■ ■, 

Oder nach (5) 

(7) = + 

worin das Integral liber irgoiid eino goHcliloH.stnus Ourvo zu 
iiehmen ist, Nelimcn wir die Curves s so, diiss sio von dor 
Seite B nacli der Seitc A einer der Contactllilclmn riibrt, obno 
diese Fliiclie zu durclidringen, und noliinon an, class sicdi q) lilngs 
dieser Curve stetig iindore, so ergiebt sicli diesedbe Ikulingung 
wie in der Elcktrostatik: 

(pa — qh — (A, B). 

Die Function 9 ist durch (5) niir bis aiif eiiui additive'. Con- 
stante bestimmt, und dieso Constantci wollon wir so anuolimen, 
dass q) im Unendlichen verschwindot (vgl. 126). Dann liabou 
wir die erste Grenzbedingung: 

111. Die Function 9 ist iiborall, mit Ausnahmu dor 
elektromotoriscli wirksanien Flachon, stetig 
und im Unend 1 icli 0 n g 1 cich Null. An c^in 0 r 
Contactfladle mit der Spannungs differonz 
(A, B) ist 9 unstetig, und es ist 
q>a - == {A li)- 

Es ist hierbei nicht ausgesclilosscn, dass inebrere olcdctro- 
motorisch wirksame Flachen in einor Kanto zusaminenatossen. 

Wir baben endlich. noch eino Bedingnng fiir soloho FliLcben, 
in denen Kdrper von vcrscliiedenor Lcitungsfahigkoit und 
zusammenstossen. 

Da wir immer angenommen liaben, dass die Conijionc'iita 
der magnetischen Kraft in der Richtiing einor Fliicho beim 
Durcligange durcli die Flacho stetig bleibt, so ist die'. Normal- 












Das Problem cler Btationiiron Stromc. 


413 


compoiiontc dos Curls tier mugnetisclicn Kraft gleiclifalls stctig. 
Demnach orgiebt sich aus (3), wcnn n die Normale an der Be- 
riiliruiJgsdiichc bedoutot: 


Hierbei ist (^h gloicbgiiltig, ob dio Borlibrungsllaclie olektro- 
motorisoli wirksain ist odor niclit. 

P'vir dio Greiizo zwisebon (unom Loiter und einem Niclit- 
leiter orguibt siedi aus IV. dies Bediugung 


Das Drobloni dor stationilron Strdnu;. 

Wir liabi'.n mm /ai untorsuolion, in witi woit durcb dio Be- 
dingiiiigon I. bis V. d(‘,r Zustaaid do.s Ftddc'S bostinimt ist. Zn 
dieseiu Zwoc'.ko. donk('n wir uus irgoud oin Loitcirsysiom iin uu- 
endlitduM! Di(doktri(aun oingobotbd; imd bowoisoii zmilifdist do.n 
folgondoii Sat'/,: 


Duroli dio U ('d i u g ti n g i'u I. bis V, 
iiiinili oh 

1. divAgradgy () 
itn Imioru dor Lcutor, 

HI. 9, f/v, {A, Jl) 

au jtidin' oloklrmnoturisoh wirksaiuou Flilcbo, 


(^. 162j, 


‘'Or 


an dor Gronzo zwoiiir vtirscliiodcncr Loittir und 


an dor lantcroliorflilcdio, 

ist dio Function im Innorn dus Loitersysloius 
vollstiindig bostinunt l)ia auf oiiio additive (.bin- 
H tan to. 
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Zwanzigster Al)Bclniit<. 


§. 1G3. 


Dies wil’d bewiesen seiii, wcnii wir Z('i^^cu kiinncii, dass cp 
constant sein muss, falls alle {A, JB) 0 siiul Dcniu liabcu wir 
zwei den Bedinguiigcn I., HI., IV., V. goniigoudo bbinctionen 90, 
so wil’d ihre Difforenz densol])Gn Bodingiingtni init (yl, B) = 0 
geniigen. 

Dios folgt aber einfecli diircli oinc sclion iiudirlacdi an- 
gewandte Schliisswcise, Es ist iiamlicli 



= div I (p grad q) — (p div X grad 


und folglicli, wenn wir iiber don Raum dor Loitur iut(‘gvir(‘n, 
mit Anwendung des Graiiss’scliuu ISatzcs naoh I. iiud V. 



was nur mbglicli ist, wenn q) constant ist. 

Hierdiircli wirtl nun oiuo boiucrkoiiKWortlu^ 'riudlniig des 
Problems liGrbeigefiilirt. Wonn niiinlich die Fuiudiou (p iia 
Innern des Leitersystems bekaniit ist, so kennt man aiicli don 
Stromvector 

(2) ' B = — X grad 9 . 

Um dann den eloktriscliuu Zustand ini unigidicndcn Di- 
elektricnm zu liiidon, hat man die Function cp iin AuHsenraume 
der Bedingiing A(p ~ 0 goinilss so zu bi'Kliiumon, daes sic im 
Unendlichen Terscliwindet und an dor Oberlliudu*. mit dem fur 
das Innere gefundenen Wertli uberciinstinnnt, odor, wenn an dor 
Oberflache noch elektrornotorische Krilftc augoiiommcn werdon, 
um eine gegobenc Grosso grosser ist. 

Die bei dem erston Theile dos rroblcuuH iibrig gcdiliobone 
additiye Constanto bei 9 Q, die auf den StriimungHzuKiand keinon 
Einfluss hat, bestimmt sich schlicsslich aus der iMonge d(U' dem 
Leiter mitgotheilten Elektricitiit. Diosor Tlioil dor Aufgabo ist 
also ein Problem dor Elektrostatik. 1st so dor oloktrischo Zu- 
stand bekaniit, so bestimint sich endlicli dor magnotischo Zu- 
stand des Feldes aus den drei erston M ax w 0 11 ’ se.lien (Slei- 
cliungen, §. 152 (4), 







1G4. Kirohli()i't’’Hi’.lu* (loHctz der IStroinlirocluuio-. 
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KM. 


Das K i r(‘.h]u)ff's(;Iu‘ (u'sci/. (K'r Str()iul)r(M‘.liuiig. 

Dcr ({rouzl)(!(IiiiKunj>: IV., die an dor (Irnn/.n zw(d('.r lu'.tcn)- 
3 ncr ladlin' slaiUiudot, hui Kirchliorr (diuni ansc.bauHclum 
30 inotris(dinn Au.sdnu'k dur in sinner konn an das 

csotz der Hive,hung des Licldes an der (irenze y;w('iin’ durch- 
clitigini Mnilion orinnorl. ia'gtni wir, uni die Kidrar.ldung zu 
3 rcinfa('.lion, ilia in die Normale der Trennungslliie.he 

ycior Loiter von versehiedentnu Leilvenniigen Ai,A.j, so sinil 
LG Goinpinienien »S'n dt's Struinveelors Inn deni Uebergang 
311 iiogativen zu jmsitiveu Werthen von stetig, wiihreiid siidi 
s unstoiig Jiudin't, und zwar nueh der Fonnel 

Logon wir die, //-Axe senkreehl auf die UiehUuig von so wird 
, . 0 ^ die Lompo- 

cnteii der Hlri’nuung uiul beslimineii alsn die lJiehlun;i: der 
troinlinio, die voin erslen Milte! in dan zweile iibergeliL 
'ioRo Lillie erleidet beini Durehgauge dureli die Maelie einen 
.nick, aber beide 'i’heile liegen mil dm’ Itiehiun;.': der Normale 
lor 4 ;-Axe) in einer Lbene, Sind N''* und (S''*' die' Slrilmungen 
ml tj, '4 die Winkel, die sie mil iler ..-Axe hilden, ho is(, 

A) N‘** I’OH■' Aj ('uH/g, 

N'*' sin /, ' iS’’"' sin L, 

Iso 

tip I (Hh^ 

Dodieneii wir uns also der in tier Optik iibliebeu Aus- 
riicko, ho kiinnen wir das Deset/ del’ Strojiibreelumg so auH- 
rucko.ii: 

Dor einl'allende und der gebroebene St,ruin liegimi 
lit dom Linl’allHlotbe in einer Lbene, und die 'Tan- 
Giitoii ties Lin I'aHHwinkels und don Breehungswink el.s 
tell on in e onstantem V e r li ill t n i hh , niinilie, h in deni 
Gr LeitungHfiibigkeiten. 









416 


Zwanzigster Absclniilt. 


??• 11 ' 5 . 



§. 


165. 


Lineare Lcitcr. StroinvcvzweijJiun^. 


In vielen Fallen lasst sicli clas Problem dm- 8tati(!iiiir(Mi 
Strbmung noch welter vereinfachcn durcli ('iue Aiiuahnu'., die 
freilicb auch nur eine Annalierung an die wabren Verbiiltnissc 
darstellt. Dazu fiibrt die Formel §. lOii, 

(1) — js„<!o = I ((o II. 

in der die Integration sicli iibGr die Olan’lliiclu'- (‘hies Theilos z 
des Leiters erstreckt. Dicser Kanin t sei ji'tzt Imgrenzt dtircb 
zwei Stiicke A, JB zweier Nivoaiiflacbeii, in deneii q) die 
constanten Wertbc gi„, 91,, hat, und diircb eiu System von 
Stromlinien, die von don Punkten dor Pori])boriG von A mioli 
den Punkten der Peripheric von Ji vorlaufen. Fs sei also r i-in 
Stiick eines Canals, in dom die Strihuuug verliiul't. Kb isi dann 
© senkrecht aiif A und auf Ji, und an dor von den Stromlinii'ii 
gebildeten MantelfhLche ist Sn = 0. 

Es ergiebt sicli also aus (1), wcnn dA und d }> die Klomeiite 
von A und B sind, 

t (2) ' \ 8„dA = \ S„dJ! . j, 

\ imd iJer gemeinsarno Worthy diosiir beideu Integrale heisst die 
■. Stromintensitat in dom betraohtoten Canal. Dedinirt man 
die Crosse W durch die Gloichung 

(3) j W = cp„ ^ qn ,. 

so_heis8t W der Widorstand dea RaumthoileK r, Fiir die. 
In Jer Zeiteinheit iin Raumthoile t erzeugh^ .louhPseluf Wiirnie 
drgiebt-sicli nach §. 151 



und nach der Formal 163 (1) 

(4) Q ~ ^ Xq) ~ j (93„ q),,) ~ y'i IP. 
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Dio I''ornu!l (.‘1) ist das 0hm'.sclic, uud (.1) das .1 on 1 a'sclie 
rosotz fiir <-'iu oiidliclu's Lciitu'stiick. 

W('uu wir I'iiu'H liiuoua'ii Lciirr l)(!triicht(!u, d. h. ciu 
joit.orstiu'lv uiudi Act. (‘iucs l>ra,liti'K, dcssni (vdu'cdinuuisioucii nls 
uciulli(‘h kloin iiii VorMli’ii'lu* zii den Liiii^n'udiinciiKioiioii iai l)(5- 
Laiclitoii sind, so jfohtui lUiH di(S(' l'’ocm('hi wield,i”:o Id'sidtnit!. 
Vir kdiiiuiu danu gtauiluTt di('. (.itu'rscliiiit.U^ dieses Deahtes als 
livoaulliuduMi bot.raeldou uiul di(' Strondiiii(Mi (l(',r Axt^ des Deahtes 
arallel verlanibiid ninielnueii. Ziihlen wir die LiLn|^-e a aid' d(U‘ 
.XG d('s Draldos von ('inem ludiehi^oni Anran|j:H|)uukt,c' aus, so ist 
) im DraUt eiiu' Kunetiou von s uud c's isi 


Iso, wonu wir niit tj deu Duerseluutt des Drahtes Ix'zi'iehnon, 
ach (2) 

6 ) --j, 

IQ daiiii also,/ lUe Slrtimsdirki' in dom Ilraht hedeuiid. 

Noluneii wir r/ uud A von a unal)liiin| 4 iji: an uud la'indehinni 
lit 6‘ oitu' tkinstantu, ho wird 

7) ,, 

dor cine liuearc' Iduielion voii s. Niudi (d) isi, weim / di(' 
liln^o d('s Drahfiu /wise.heii ii\o*ntl /woi I’mdvieu hodeiitet, 

"• ,v 

or Wider stand des D rah is t ii e k «*h 1. 

j.’ijr. ur,. Ntduucn wir an, dass von einoni irginid- 

wie heHe.hulleneii lautertludh* nudirere lau- 

V tunf^sdrilhie 1, 2, 2, ... auslanfeu, wiihreiid 
der LinUn’tludl Konst dureh Ni(dd.U'it(u* 1)0- 
l^renjil iht, so lojiftm wir in jtalem dit'sc'r Zu- 
Itdtnni^sdriilda in ludiehiger Mnlfernunff idiuni 
(^>uerHedinit-t uml wendtm din Fonnul (1) auf 
den Hi! l)('f,^renzten Haumtludl an. Sind danu 
./i’./u’./;!••• • diu SironiintenHitilteu in dicsen 
Driildi'u, ]!osi(iv f^cretdinet, wenn sic in den 
Leitertlieil lunein^oriclitid Hind, so erjj:i(d)t si(di 

'0 Ji I ;/i * ./,» : • • • - 0, 

Kitunaiui - Wi'lii'i:, J'iiiiicllr nii(t(*»i’iijii»iln!i'i« (i>!iiMini .>7 










Z waiizigater Abscliuitt. ij. KiO. 

und diese Formel gilt auch dann, wouii inohrcu'o, Leituiigsdriihto 
in einem Knoteiipuiikto zusaminenlaufon. 

Eine zweito wiclitigo Formel orlialion wir dureli Anweiidmig 
der Formel §. 162 (7): 

Wenii wir in einem irgendwie verzwoigtmi Syst('.m liiu'.arer 
Leiter eincn geschlossonen Wcg durcldaui'en, der nacdi oinander 
durcli die Leiter Li, La, ^, • • • Ausgangspaiikto zuriiek- 
fiihrt, and weim in diescn Loitorn die Intensitiiten ji, y.,, ... 
heiTschen, positiv gerechnot in deni t:linne, wie der UinkreiK be- 
sebrieben wird, wonn ferner TFa, IFn ... di(‘- Widcn’citamle 
der Leiter La, L, [nach dor Fennel (8)] Hind, wonn endlich 

(L„La,L„,...) -[• u', Jn H-'- 

die Summe der Spannungsdillbronzen bedoutot, die nich auf dom 
Umkreis ergebcn, so ist nacb 162 (7) 

(10) j, F, + L Fa + h F, -4 . {In. L,. An • • •)• 

Die Grosso (Lj, La,...) ist die ele.ktromo torise.bo 
Kraft in dem dnrelilaufonon Umkreise. Diose ist nine dureb 
die Natur dor Loiter gogobeno GroHse, nnd ist gleieh Null zu 
setzen, weim die DriUite iiiebt eb'.ktromotoriae.h wirksain gegon 
einander sind, odor wonn Hire oloktriHehon DilTinHuizon dnn 
Spannungsgesetze goborcbon. 

Die Gleicbungen (9) und (10) sind dio Kirclihofi’se.bou 
Gleicbungen fiir die Stromvorzweigniig. Auh ibnon 
kann man, wenn dio Widorstilndo und elektroninterise.lum Krafte 
gegeben sind, in jedom System irgendwie ve.rzwt'igL'r lini'aror 
Leiter die Intensitatcn durch Auflbsung liuearor Gltdebungen 
bereebnen 


§. ICO. 

Dio Kick trod on. 

Nehmen wir mm an, dass an der ObeadUieho oines Indielng 
begrenzten, niumlich ansgodobuten Leiterstindees t ubtirall di(» 
Normalcompononte Sn dor Strumung gegeben s(*i, Jednoh ho, dass 
die Bodingung §. 165 (1): 

0 Kirohhoff, Poggcndorir'a Aiinalon, lid, 7‘J (1H47). Von inathc- 
matiseben Gesiebtspuuktou siiul diono liiicarim (Jlciclnuigau untiuaudit von 
Alirens. MatbemaiisclK.'. Atuialeti, lid. 41) (1897J. 





§. IGO. 


Die Diektrude 11. 


•HD 

(1) I d 0 - 0 

befriodigt ist, ho ist also an tltn* Obi'i-lliiclu' 

D-’' ,S',„ 

'(' n 

uiid hicrdnrcli ist, init Iliiiziizii'lniug dcr (iloicliung §. Iti’i, I" 

( 2 ) 

in der die Integration iilier dn^ (llHO'lliii’lie oiue.s Indirbiafu 
Thcilc's von % orstr(\ckt ist, di(' Function (/» im Inncru dc><! 
Raumcs -r, abgOHoluMi von (nnor additivon (bm.stunton. cindfutig 
])OHtimmt, wi(^ sioh inittolst d(*r Schliisswtusc^ von §. lOD Icirht 
ergiobt, Dit'.sc'. Voraussoty.ung ist nun zwar in tlcn ronliHirliunni 
Filllen nionialH strciig (ndiillt, kann aluo' dorh luluiig mil 
Anniiluu’ung angcnoinnion \V{'rd(m, 

Dor wicliiigsU^ Fall dltiscr Art ist dc.r <lcr sdgciinufiicu 
punktfdrniigcui Flciktroibui. 

W(uiu ('.iiunn riiuinlicib iuisgiabduiti'n lu-itcr ilurtdi 
drillite ('in Strom vmi lickanntor St.irk<^ zn- nnd nligcimti-t wutl, 
so wirtl dor Zustaiul /.war in iinmitU*llmrt>r Nntddi.’irschait drr 
Miiiulungon dor Drillite, dii'- wir die Fli'ktrodfii neuncu, in 
iinberoclu'idiarer Weise von di'r DeHe.hanenludt dicHi'i' Strlb-u uh 
luingig still; abor in Fntt'ernungen, dio im Veri'b-ich zu d*-r 
Dicko dor Driihto gross sitid, i.st die.Hcr KiullusH nirht mrbr 
morklicb, und die Vertluilung tier Strdmung ist diemdhe, abi 
wonn dio I'lloktrodon Punkto wllron. 

Dm dio liodingungan, die Hich hieraus fiir die Fum-lion ip 
orgobon, /u orluilteu, diuikon wir uim /uniielwt eiim ntdeiie nunkt- 
fiirmigo Flcktrodo v. im Inneni di's Leiti'rs t, durtdi di*- tin Stnun 
von dor IntoiiHitiit j /ugtd'iihrt wird. In der Niihe tlicHer Klek- 
trodtm, wt) dor Finlluss dor ontfernteren Flektnulen niebt nmlir 
morklioh ist, ki'mnon wir dann dit' Nivt'aullilnben als Kugrlllirlnm 
botrachton, tlorou Mitttdpunki in r lit'gi, nnd wonn wir nbt*r 
cino aolebo Kngtdlliielm mit dom Iladiun r iutegriren, su ergiebt. 
sicli nacb §. 105 (‘j) 

If/* f r 


( 3 ) 
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??• Hid. 


woraus durch Integration nacli r folgt: 


<p 


. .1 


Diese Gleicliung gilt iiatiirlidi niir I'iir cin nnondlioh klcincis 
r, a. h. die Function 90 uiiterscheidot sicli von dom Ansdruoke 
j 14:7tkr nur durch eincn Jlestaiidtheil, dor in e c>ndlio,h hh'ikt 
Um dies anzudeuten, wollen wir luudi Itionuinu’s Vor-ra,,. 
setzen ^ ^ 


(4) 


(p = 


4 3 t /I r 


■ I'linct. conk, 


worm fuBct cont. odor wold a..ch f. o. duo Al.kiirz,,,,. nj, 
„iuMtio contmua" ist mid oiiie Fuiiotiiin diw Orloa liodoutol, dio 
im Punkte e endlicli nnd stotig ist, ' 

Wemi die Elektrode e niclit ini Innern, .sondcrn an dor 
Obeifiache des Leiters licgt, iind zwur an oinor Sudlo di,. oiue 
bestimmte Tangential ellene hat, so tritt an din Stolle dor Ku-rnl 
die wir benutzt haben, oiue Ilalbkugol, und die Foriiud (.|) wdrd 
so modihcirt; ^ 

(5) 90 = ^ 

'knXr 


■ funck conk 


. Neboji den pmdrtfdrmigou Kloldrodoii hctraoldcn wir •moli 
nooh hnoare Eloktroden; dies,, eind (lurvon r, durdi doro!, 
.emoiite dc ein Strom von dor IntonaitiXt idr, Hcnkrindit rii ,/r 
und uach alien Seiton gloiol.miiesig i,. doi, I.eiter tri k 
stetig gekrummt so koimen wir das Klemoid dc als germlli. ia 
.. 

. 'Jf' oilier solchon cylindri.scliou Fliicho so 

ergiei (le kormel §. iGo (2), augowandt auf die Fhudicn oincs 
solchen elementaren Cylinders, ^ 


2 7t X Q ^ d g ; 


1 d (\ 


folglich durch Integration nach q 


( 6 ). 


^ 2itX "1“ 'f'Hick cont., 


‘';i''kt™'touli.,ic r liodmitet. 
ist bier Kosammten durel, r eintretonden Stronms 









lOli- 


Die I'llclvd’IHliMl. 


•121 



r .-111 di'i’ OlH'i’lliit'.lu' (li!S [joiti'i's, so ti’itt 
■ino tli'i’ Formcl (o) oulsitroclKMuIi' Modilio.ntion cuu. 

\Vir Avolli’u ■ I’cnuT ll;i{’,lu‘]ih;ilt(i I'drkIrodcii r. ki'triU'liion. 
/Vciiu oiiio. Holf.lio Fli‘kiroil{oilliifli(' r iio liuK'ru (k's Loitors liogt, 
0 zit'Uoii wir oiuo in liolifkigoni Siuiu' |)osit;iv zu roclnuMulo 
'foi'uuili' V a,11 uutl unt.i'rsohoidou dio posilivo uud dio iiogiitivo 
)(uto dov Flilclio p tlurcli die ludioi's 1 and 2. Fs orgic'bt sicih 
laim wmu j\ uud ilio Sinnudic.liliai siud, inil daiion di'r 
tom duiT.h dus Kh'iio'iit. dr in don Loitor (dnlriU. 



lud wmin mm j ” j, ! nioht and ./a ninzoln a.ls g('g(d)('n 
uigcHolioii wordon, 



Ilii'T ist; mill wit'ilor 

10 ) 

lie (loHamml.iiitoiiHitiU. dos duroh r oiuirnlondmi Siromos. 

Kur dio Fmiclion (/■ BoHist, iK'stohl, danu nooli dio l!odiiigung, 
lasa aio an alien nield. eleklromolorisoh wirksaiin'ii Fliiclion 
tetig Koin sull 

Wotin wii' in dor Kornud (0) J 0 sid/eii, ho orlialtoii wir 
Lio BmUnguiig, wio sio an oinor Fliiclio gilt, dio, ohmi I'doktrodo 
;u sciu, y.woi LoitorUioilo von vorMohiodont'iii lautungHVormiigon 
L;^ tiiul tromit. 

Weuu mohroro Fdi'ktrodon oj, ... vorluuidon Hind, Hoion 

ie pmiktniruiig, linoar odor lliiidionliaft, ho orgiolit .sioli, ■vvoini 
lio ihnoii zugoluirigmi StromintoiiHitiltou di, da, d;,, ... Hind, wonn 
nan ein© Fliioho O legt, dio alio Kloktrodon (‘in.sddioHHt und 
inter n dio micli iunou go'/.ogouo. Nonualo dioHor Fliiolio lio- 
loiclmot, 

11) j da — Ji f d.j \ 'h i’ 

Ist also (lor laiitor In'Kron^.fc, so dasH an neiiior Olan'llilolio 
0 int, odor lindot im FuondUclu'ii koino Striiinniig 
tatt, so muss 
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Zwanzigster Abschnitt. 

(12) Ji -{- c/a + '/a -[-••• 0 

seiii. 1st dicse Bedingiing niclit erfilllt, so ist iiu Uiioudlicheii 
eine Strdmung vorhandoii, und wir inilssciii zur Aufr(^chtc'r]i:iltuug 
des stationaren Zustandes cine odor niohrin’c Kloktrodcn ini Uii- 
endliclien annclimcn. Dio Gleiclmng (12) giobi danii Aufsc-hluas 
iiber das Verhalten der Function (p im {Incndlicln'ii. 

Endlicli muss nocli eino Form dor Hodingungsgb'icbungcn 
fiir die Elektroden besprocben Averdon, die gcrado I’iir Auwen- 
dungen von Wichtigkeit ist Es kommt oft vor, dass Leiti'r von 
sehr verscliiedenem Loitvenndgen mit oinandcr in Heviihruiig 
sind; so ist z. B. das Leitvermiigen dor Metallo nullioncnmal 
grosser, als das elektrolytisclier Fliissigkeiien, 

Wir nehmen also an, dass zwoi Ijcitcr 1 und 2 an (dner 
Fliiche zusammenstossen, und untcrselieidon die auf die beiden 
Loiter bozuglicben Griiasen dureli die Indices 1 und 2. Wir eon- 
struiren einen Stromfaden fiir don Vector A grad f/i, der aus deni 
einen Leiter in den andcron biniilicrfiihrt, und wendt'ii auf diesen 
den Satz §. 91 (1) an, iudeni wir lauwdiien, dsiss die Divergenz 
dieses Vectors versebwindot; so ergiebt sicb, wenn f/,, f/.^ zwei 
Quersclmitte dieses Stroinfiidons ini ersten uiul zweiimi Loiter 
und Si, ffg die in der Bichtung dos Stronu's von oine.in festou 
Anfangspunkte aus gomcssenoii Langen auf dem Stronifaden 
bedeuten: 

_ h !i . 

Wonn nun A^/Ag uiiendlicli klciri ist, wilhreml r/j/f/.j endlich ist, 
so muss 'dgJa/'dSa glt'icli Null soin, odor, geiuunn- ansgedruckt, 
das Geliille des olektriscbeu I’oicntials qi ini zweili'ii Loiter ist 
versebwindend klcin ini Vergleich mit deni Gefallo iin erstem 
Leiter. 

An solchen Klcktrodou iiohnn'u wir also die Grenzbedingnng 

( 13 ) (p “ const 

an. Die Constante bestimmt sic.b aus der Intensitiit des zu- 
geleiteten Stromes und der etwa zwisclien bidden ladtorn be- 
stehendon LpanniingsdiilGreiiz. Ist dii'se S])annuugHdiirerenz (1, 2) 
eine Function dos Ortos, so tritt an Stelle der Bi'diugung (LI) 
die folgendc: 

( 14 ) 


iPi ~ (1, 2) const. 



.. 167. 


Wicloi'Klantl riiumlich auHj^^CMlohutar Ijoiter. 


4 - 2 :) 

Dicser Schluss ihI ubor nicht luolir :;',ulas8i|^, wtum das Var- 
liiltniss (Zi/^/a uiioiullich gross isi, Dii'sor Fall wml danii oiii- 
reten woim vernuigo di'r (dssialt dc's /,w{‘it('n Leitc^rs aiuo aiiss(‘r- 
irdentliclic Zusainimniziahung dor Stroinlatlan • nothig ist, wcniii 
dso ctwa dcr zwt‘it(‘ laiitor dic' (i('stall cdiies dilimiui Drahtos 
ider eiiior duniitui Plattci hat. 


1(17. 

Widorstjind riiumlich ausgi'dcluitor Loiter. 

Dio Annalmu' ('iuor punktfdrmigou Floktrodo gi'uilgt, wonu es 
icli darum handolt, hoi gogo.hcnor Intonsitilt doa (untnd.(iiidon 
Itroines dic' Slroinvorthoiluug in oiiu'iu nacdi droi Dimousioiuju 
aumlich ausgodolmtou Loiter y.w hosliinmon. Si(' isi ahor iin- 
uliltiglich, woim dc'r Fiidlnas dos Lc'ilor.s auf (U'u Strom aolhsi, 
ait aiuhu'i'u WorUui doasi'ii Widorslaiul bostimmi woiahm soil, 
.reil obcni in diosoui Fallo th'r Wc'rtli dos Poioniials in do,r Flok- 
rode aolhst uuondlioh wird. 

Stia'iig goiiounuon mdsst(( man, urn di((Ko Anfgalx' 7.n Idso.n, 
.en Lcitor mil aoinoii ZnloitungHclriildon niid dc'r galvanisohon 
Cetto, dor dor Strom soiaon Ursprniig vordaakt, als t'in (Jaii/.t's 
■etrachttm; dann ahor ist das Prohh'iu soiuor ('-ompliotdion wogt'u 
er Analysis unziigiiiiglirh. 

Dio Anrgid )0 wird wosc'ntlioh oiid’acdn'r, woim wii’ die An- 
,ahmo nuichon, dass das l^oiivi'rmdgou dos durchslrdmlon Kdr- 
ers aohr viid goringor soi als da.s dor Floktrodt'ii, so dass wir 
ach don AuHriihruiigon dos vorigon Paragrnpluui das PoL'otial 
n dcr (Ironzlliloho dcr Fh5ktrudo.u ids (’ouHtant uuschon dilrfon. 

Dann stollt sirh di(i Frngc ho: 

Dio Function (/• ist so zii hi'Btimmo.n, dass sii* iiu 
nnorn uinos gogohi'iH'ii IliiumoH t cL'i* I)iff(U’ontial- 
leichung /if 0 go.niigt, dass an cinom Thoilo dor 
therlliicho von r, nilmliodi an don Fdoktrodon, (p con- 
tanto Wimtho hat, wiihinuid an dom iilirigon 'I'lioilo dor 
Iherfliicho oqi f n - . 0 ist. 

Dicaor Umstand ahor, (lass the Ohorlliiohonliodingnng nicht 
inhoitlich ist, sondorn sich thoiUvcist^ auf solhst, tlu'ilwoisr^ 
uf soino Ahlcitnng iH'zioht, orschwort auch jotzt noc.h die Ld- 
ung ausHorordontlich. 
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Eine weitcre Vcrciiifiie.huug wird (lain) duroh die folgiMidau 
Amiahmen gemaclit, imter deiioii das Prolilein in vielen Eilllan 
der Analysis zugaiiglicli wird. 

Die Eloktrodcii sind kreislT)nnigo l‘’liielicn, die an 
der Oberfliiclie des Loiters t lioga^n; di(' ILulien der 
Elektrodcii sind un(3udlich kleiu im Vergleiedi zii (Lni 
Krilniinungsradien der OberiL'udie ven t in der Na.he 
der Elektroden uiid im Vergleieli /u ilirt>r Ent- 
fernung von aiidcren 01) er 11 :ieli eii tdi ('i 1 ('ii iind von 
anderen Elektroden. 

Betracliten wir niimlieh oinen Itauuitlieil -rr,,, 'Im' ('in Stiude 
der Greuze entliiilt, das wir als cbeu betruehten, und darin (dno 
der kreisformigen Eloktrodeiillachen I)a,nn ist iunerlnilb 6'i 
die Function (p constant, an dein luisserlialb Ci geb'gmum 'I'lndle 
der Grenze ist 0 = 0, und dies sind naeh t?. LM genau 

die Bedingangen, denen das Potential eiin'i* init statiseher I'jldc- 
tricitat geladcncn Krcisscbcilic zu geniigeu bat. lunerhalb d('r 
Elektrode Ci ist dann dep/dn proportional init der Diebtigkeit 
der statiseben Elektricitiit, also im Innc'rn von e, |^. I H I (i:;)j 


( 1 ) 


r) n " ”” j/rr f - ’ 


wenn eine Gonstantc, der Radius von und r der AbsLiud 
eines variablen Punktes in von dem Mittulpunkle von Ci l)e- 
deutet. 

Man kann aus der oiutreteudon Stromstiirko y, Ix'Hiiinmeii; 
denn es ist, wenn A die constante Loitfillngkoit der Kiirpera be- 
deutet, 

r, 'jjt 

y\ = — A j J r dr diY — 2 tt A )\ 


also 

( 2 ) 




Ji 
2 jc A 


Hierdurcli ist also das Problem .dor oloktrisehen Strdmung 
in clem Korper t auf das Folgende zuruekgofiUirt: 

Es soil (lie Function cp bo bostimmt werdnn, 
dass im Innern von t die Differontialgleiclinng 
J (j) ~ 0 

befriedigt ist, und dass an dor Oborflacho von t 


( 3 ) 






07. 


\V iilt'i'sl.anil rii ii Ill 1 i all a ns ni cr la'iLt'v. 


-l-Ji) 


- (/> 

(■ n 

\v'oriu <I> ('iu(‘ Kuiu’iion dtis Ortcs an 

(Inr ()l)nrri:L('.li(' Isl. 

Wil’d dit'. Norinalo iiacli inncu ;j;i'n'c.hn(i(., so isl </> aiisain'- 
1) d(3i* I'Uiddrotlon ^di'ioh Null, iunt'rhalli dor Mlokinidt' r, 
di 1 

■ITT).,; 

I cnts]>rc’’<dii!nd in den aiuloron Mlcklnidcn o,,, c.,... Dii* Kuno- 
[1 cj) muss dor lUulin^'unjj; go.uiij^ini 

I <t>(lo (I, 

in das InU'j^ral iibor din jj^anzo OborlUioho ausj^iMlohnt wird; 
ist also 

Ji i .k I ■<». 

IJurtdi ilioHo Hodinffun^nMi isl dio IdiinUion <p bis auT tdno 
litivo llonslanlf'. bostinuul, und wonn dio hilt'i^rulion |j:olnngon 
so Icaiin man don Worlb von (p aiio.b in don Mloklrodon- 

dion In'HlimmiMi, don man, i^war nio.bl K'snui, abor dmdi an- 

laliort /jfb'io.b oinor OouHlanlon lindou ivird. 

Sind z. 11. nur zwoi Mloklrodon o,, r.^ vorbandon, so isl 

J ' “ ./i ‘ ./•>, 

Intimsitiil dos durob o, (uidndondon und durob o._, unslroton- 
1 Stronu's, uml wonn (p^ und dio ooustantmi Worlho von 

in und f'.ji Hind, ho isl dm* WiilorHland IV doH Kanzon 

rpers r nuob Uin (li) <luroli dio (doiobung boHtimmt: 
j \V - f;»j > - 

Dio ox))o.rim('.ntollo HoHliiligung dio.HOH KrgiibniaHOH isl darum 
Lwiorig, woil tb'r Widorstand in ludiom MauBHo abbilngig isl 
1 der Oborlliu’honboHc'.luiirmdu'il dor Mlidclroilmi, dii* ja sohnu 
Folgo dor olokiroo.liomisc'.bon Vorgilngo fortwilbromlou Aondo- 
igcn nntorworfon ist. 








Einundzwanzigster Abschnitt. 

Stromung der Elektricitat in Flatten. 


§. 168. 

Conforme Abbildung von Flachen. 

Aehnlich wie wir im §. 165 als eine Annaherung an wirk- 
liche Vorgange die Stromung der Elektricitat in Linien betracbtet 
haben, wollen wir jetzt als einen idealen Grenzfall die Stromung 
in Flachen nntersuchen. Es ergeben sich dabei mannigfaltige 
interessante Probleme, die sich naherungsweise gut realisiren lassen 
und auch einer mathematischen Behandlung leichter zuganglich 
sind, als die Probleme der Stromung im Raume. 

Um die Differentialgleichungen aufzustellen, durcb die diese 
Flachenstrome bestimmt sind, mlissen wir eine geometrische Be- 
trachtung vorausschicken; 

Wir denken uns eine krumme Oberflacbe 0 in der Weise 
analytiscb dargestellt, dass wir die rechtwinkligen Coordinaten 
I, ^ eines Punktes dieser Flache als Functionen von zwei 
neuen Variablen jp, q betrachten: 

( 1 ) ^ = qp (i), g), ^ = (jP, g), l = % (p, g), 

ahnlich wie wir in §, 37 (1) die Coordinaten eines Raumpunktes 
iiberhaupt als Functionen von drei Variablen dargestellt haben. 
Man kann etwa annehmen, dass die Ausdriicke (1) aus jenen 
hervorgehen, indem wir die dritte Variable r einer Constanteii 
gleich setzen, Constante Werthe von p bestimmen dann auf der 
Flache eine Curvenscbaar, die die g-Curven heisseni Ebenso 
bestimmen constante Werthe von g die Schaar der p-Curven. 
Je eine Curve der einen und der anderen dieser beiden Schaaren 
bestimmen in ihrem Durchschnitt einen Punkt (p, g) der Flache 0. 


d-Y] T~~. bdp • [ - ()' d(p 

d^ r—. cdp - \- c!dtp 

in z. B. (^1 ])artiiiU'n Al)Uutunjj;on 'o^j'dp^ 1)0~ 

•ten. Sctzoii wir 

dd'-^ -j - thf H = J<:dp'^ -j - 2 Fdpdq -1 Gd^, 

F T-r: (Id' - I (ill' -} ■ r’c', 

G ■- d''^ -■] • (G^ ( ■ 

ist dd ein Linitiiuiiuncuii aiir dor I'iilcdu! 0. 

Wenn ns iiuii {foliiigt, an Siclln dor Varialdo, p^ q zwni lumo 
riablc a;, v/(I'inudionon von p und q) (Mnzui’Uhron, ho dans dd‘^ 
einfaclicro Form annimini: 

dip “ m'-' (f/.r« I diF) T—. i)p(U'\ 
kdmicu wir tp ^ aiudi als Funciiomni dii'H('r luuion Variablou 
y ansolitui, din dann auf dnr Fliudni 0 zw(U nnun ('nrvnn- 
aaroii, dio .r-Ourvnn und din. //-(hirvani hn.siiinmnn, und dins<‘ 
rvcn siiul ortdiogonnd. Sit' haht'u ahnr nonh nint> audt'rtt 
ilitigG KignuHtdiad, nilnditdi sin vi'nuiltnln tdnti n.onronuni 
■bilduiig; dnr Kliindin! 0 auf t'int'. KIk'Iu;. Wn.nn wir niindinli 
y als ro(ditwinklig(! ('/t>{)rdinn.tnn in oinnr Fht'iii? doiittu!, so isl, 
ciu Liniouoltsinnnl. in dinstn* IClmun und diti (llninlmng (f)) 
gt, (lass fUr alio ninandor ontsprnc’.ht'iulnn, von (uunm Piinktu 
sgehcndoii LinionnlnnKnito ddy ds tlas Vorluiltniss ddfds don- 
bcn Worth m luit. Unnudlioh kliunc., oiruindor ontHpronlmndo, 
eiecko auf dor Fliitdn*. nnd dtn* ;/•//“ k'd)ono sind also {unainhir 
Qlicli inul ontHpronliondo Witdcnl sind ninandor gUunh (vgl.t^.4()). 

Um oinu Hohdio n.onforiun Abhildung zu niult'n, kann man 
:i Ausdrun.k (H) in zwoi n.onjugiri iinaginiLro, linoaro Fantori'.Ji 
•legen, xnul n.rhiUt naoh (ft); 

(Edp-]- Fdq | EG - E'^dq) (Edp | Edq EG E'Hlti) 
~ EdP (dj' i idy) (^/.r ~ El tf). 

Weini ('H nun gnlingt, don Factor p so zu linstimiunn, dass 
p\Edp \ (E \ i]EG E‘^)dq\ 
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ein Yollstancliges DiH'oreiitial in Ik'.zug auf p luul ({ wird, so 
setze man dieses gloich ~\- idi/, uiul die (»l('iclmng ((!) ist 
befriedigt, weiin m‘^ tuia 
(7) pp'\ 

bestiinnit wird (woriu (i iiiul p' eoujugirt iniiigiiuir siiid). So 
erhalteii wir fur p die partiollo DineroniialgU'if.laiiig ('rstiu' Onl- 
nung: 

/■'=) 

d(i (■]> 

imd jcde Losimg diosor partiellou DinV.nuiUulgleieliuiig giolil; uiis 
eino Darstcllung von dor gesiuditon Form. Ilai. man ciiio I’xj- 
stimmiiug der Fuiictioiiou .r, y, so kaiin man daraiis uiunidlicli 
viele andere ableiteii, weim man 

iCj -f- tip = cl) (pc ■]. iI/) 

setzt, woriu 0 eino willkiirlic.ho Funotion ist 

Als einfacbes Bois})iQl mag dio Abbildung dor Kngtdiliiobe 
aiif die Ebeue angofiilirt wiu'doii. Ikulcnitet H don Kugtdradius, 
so setzen wir in Polarooordinaton 

(9) ^ cos'll’, 7} =-= Umiif cosg), ^ = Rm\ {)• sin gi 

d6‘^ ~ li‘^ "I sin-kf/gi"), 

nehmen wir dann 

(10) X — lUg ^ cos 9 , ij ~ iitg sin cp, 


so findet sich 


ds^ = -}- dy''^ rr- 


Hin- -Or? g>~ 


4 cos* 


, !)• 


und weim wir also 

m ~ 2 cos'* ~ r~“ 1 cos 
setzen, so ergiebt sich 

(? <j = m d a. 


Dies© Art der Abbildung dor Kiigolfiiicho Imisst die storco'- 
graphische Projection. Sio wird boim KartGuzoicduum biluiig 
angewandt. Man kann sie darst(dlon als Ccntraliirojection 
der Punkte der Kugeltlache vom Slidpol aus auf die Aof[uatorial- 








IGU. 


i u rial ti'ii. 


S1 r i> 



cbeno. Jccleiu I’uuki dor mil; Ausuiilimc des Siidpolc's 

selbst, cntspL’idht oiii Ibinkl. (lt>r Mlimu'. uiul uiuj^ckolirt. Dor SUd, 
pol wil’d ins (Immdliflu' jirujicirt.. Dic'sc Art; dcr Abbildunj,^ Imt 
dir. ans^czrir.luude I'djft'nscliaK., dass Jrder Krcis aiil’ drr 
Kiigclfliicbi' t'iiK'iu lvrris(‘ ()d('r {>in{',r gM'radru Lini(> 
ill dor Eboiir (iu ispr i r lit and u iiigidcrhrt,. 


I dll. 

Slrtimiing in I’ladrn. 

Wir douki'u uns nun riuu (dn-iu', odri' gckriimmta bdlmub'. 
Platte von dcr uiumdlirh klcimni Ditdco A, dio wir nirlit iioth- 
wr.ndig als constant voraiisziisctzmi brauchcn, luul liiwadcdimm die 
Mitti'.lllache dioscr Platte mit (). Diuso Miic.lu'. 0 atidlmi wir in 
der Woiso dar, win wir cs im vorigou I'amgraplnm bcsproclieii 
haben, dass also dir t’oonliiuUcn i/, ^ (‘iiu's PunkU'.s von (> 
so als Fiiiudionmi /wider Variableii >/ hcHlininit sind, ilass 
(1) d(3 iniU, (is- • da'-- j- (Iif’ 

wil'd. Die Platte miigo das Doitvenndgen A lialmu, welches 
obeiifallB (dne iMinetiou ties Orles, also cine Kunction von a, y 
Hcin kauii. 

Dio Klcktrodeu (Imdcen wir uns als DiniensliUtke, die die* 
Platte, dor Qu‘'i‘e. luudi dure.lisel./en. Sollten die Dlektroden 
pimktfiiriuig soin, ho wird dies, weiiigHimiH fur nlle Stellon, dermi 
Kiitformuig von di'ii Dlektroden im Vorghdeh /nr Diidce der I'latte, 
gross ist, keinen uuu’klieheu IbiterHchieil niueheii. 

Schiuddeu wir aus der Platte idn Si.t’tck r heraus, wele.lies 
koine Kloktrodc tmlhiilt, ho isk iiln-r die Dre.n/fliiche von r inte- 
grirt, nach l(5!i, D- 

(ii) I’ A II. 

J (It 

Das iStiie.k t begren/eii wir nun ho, daHs wir in der KliLche 
0 /unacliHt eino heliebige. geschlosseue Linii' tf nbgren/eii, nnd 
dann durch Kri'ichtung dor Normnlen /u D liLiigs a cine Maiitel- 
lliicho eonatruiron. Die tangential an dio Klihdie 0 nach innen 
goriclitete Nonnalc an d he/cieiiuen wir mil v. Alsdann kdiiin'ii 
wir fur die Mautidtliiehe do • it da H(;t/en und da (lurch die 
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Plattenflaclien keine elektrisclie Stromung stattfindet, so folgt 
aus (2) 

(3) ( ih If d« = 0, 

worin Tvir jetzt (p als Function in der Flaclie 0 betrachten 
konnen. 

Die Grosse 

(4) ^ h 

bezeichnen wir als die Leitfahigkeit der Platte und erbalten 
aus (3) 

(5) ^h^de = 0. 

Fine Elektrode repriisentiren wir durch einenPunkte auf der 
Flacbe 0, und dann ergiebt sich nacb §.166 (6) fiir diesenPimkt 
die Bedingung 

(6) (p = — log Q -|- funct. cont., 


worin J die Gesammtintensitat des eintretenden Stromes, also 
gleich jh ist. Unter q konnen wir bier, wenigstens wenn die 
Elektrode an einem stetig gekrummten Tbeile der Flacbe O 
liegt, ein in dieser Flacbe gemessenes, von e auslaufendes Liiiien- 
element verstehen. 

Wenn wir aucb bacbenbafte Elektroden in der Platte zu- 
lassen, die sicb dann in der Flacbe 0 als linienformige Elek¬ 
troden £ projiciren, so erbalten wir fiir eine solcbe Linie aus 
§. 166 (8) 


.hh = — h 
und wenn wir also 


'd(p' 
,0 V, 


- ^2 




-\rJ 2 h) da ~ dJ 


setzen, so dass dJ die durcb das Element da der Elektrode a 


eintretende Stromintensitat ist: 


( 7 ) 


da 


Wir fiihren jetzt die Variablen y ein, die wir zugleicb als 
rechtwinklige Coordinaten in einer Ebene .E deuten. Einer Curve 


6 Oder £ in der Flacbe 0 entspricbt eine Curve s oder e in der 
Ebene E, und es ist, wenn wir mit dn das Normalenelement an 


70. 


Struiuuiiff in ebouen Plnt.tt'n. 


4-31 


1 (ler Ebcnc, mit r don Alistiiud oiiies vorilnderlicdiourunktos 
dor Ebone voii doin Bildo oinor punkiforiuigon Eloktrodo, bc- 
jlmcii (fiir uiunidlicih kloino r); 

(l6 wd.s', ilv Wiln , df — mdc, q = mr. 
lurcli gchcii dio Binlinguiigon (nj, ((J), (^7) in folgi'.iub] fiber: 

i k M), 

J r' n 

Allgonioinen, 

m — - logr I runot. o.oni. 

J,7rh' 


dio Punktcbdctrodon, 



dio Liiuinu'loktrodon. Ann (Bj lolloi nnin nooli niiilokt dt‘.a 
iiaa’sclion SaizoH di('. pnrtiidli^ DilToroniialgloioluing hor: 


) 




dy 

oij 


fiir alio Pnnkio gilt, dit*. mold Eloklrodtni nind. 

Man koinnit nlsn go nan auT dioHolbon BtuHn- 
ngon, dio man ludialton hiif.to, wonn man dio Elilohii 
n vornlioroin als ('bon ang(nn)inmon liiltto'). 


170. 

Hirumung in olioiuui Blattcoi. 

Wir iiohnu'.n oiiu' homogotu' oboiio Blatlo an, ho daHH 
LoitnUdgkoil k oouHtant wt. Dunn wird dio allgonn'ino Dif- 
mtialgbiiclning fiir daH Botontiiil (p 

I ^^7:. , 

1 sio b(*Hagt., daHH 


') Dio .Strijniung in (‘liciittu uml gt'kriiinnitfii IMatton i»l, in najliroroii 
uindluiigt'ii von Kirc, h h o f f bi'hnmb'lt. (hwanuiiolto Abliuiullnngtni, 
pzig 18 H 2 . 






432 


Einundzwanzigster Abschnitt. 


§. 170. 


^ chj — ^ dx = di) 
ox cy 

ein vollstancliges Differential ist, also 

oq> _^ d(p _ d-ip 

dx 07/’ dy dx 

Es ist hiernach 

(2) (p i-tp — F (x iy) 

eine Function cles complexen Argumentes x yi. 

Wir setzen 

(3) + s — x-^iy, i = F{z). 

Die Function yj ist clurcli clas Integral 

bis auf eine additive Constante bestimmt. Die Curven 
(®) Ip = const, 

sind orthogonal zu den Curven 
(^) q) ~ const. 

Die letzteren sind die Niveaucurven, die ersteren die 
Stromcurven. 

Die Function cp muss in der ganzen Ebene, mit Ausnahme 
der Elektroden, stetig sein. Die Function t muss dagegen an 
Einien unstetig werden. 

1 • namlich ein Flaclienstuck beti-aoliten, in dem 

keine Elektrode liegt, in dem also die Function q, stetig bleibt 
so ergiebt sich aus dem Gauss'schen Theorem, dass das In- 
raSchwfnde't^*'' dieses Flachenstiickes geuommen, 

Curvf'dir?" geschlossene 

Curve, die eme Elektrode e einschliesst, so ist sein Werth un- 

fur'denVteo Gestalt des Integrationsweges, uud wenn man 
iiann man (p durch den genaherten Werth 


Cootratentlgr/ulTdiel^ktode®;^ 



§. 170. 

.S(i 

I’li muiifr in 

e 1) auor 

1 1’lilt. tea. 4 gg 


'i'Jl 

.... 

* - 

~ ™ JL. 


'('IV 

'litk >■■■ 

(If 

'2 7tk 

odar, waiia 

auui .r = 

— r aoH b', }j 

r-- rsia'^^ satzt: 


'(' x 

dll 5 

rJ 1/ 

(Li .. 

i) i- db'. 

2 TT k 

ni('raus 

argial)t 

siali dann 

lur das lutagral (4.), auf doai gi'- 

sabloHsaaan 

Waga, lua a arstraa 

kt, dar 

Warlli Dia Funa- 


tioii i/', dia (hircli (4) (l(4iniri isl, is( also iilclii yamUa’u 

arl('i(lai ciaa spruiif^nvcLsa AciuU'nuij^f voii dar (In'issa ---.Jilc 
an ainar Linia, dif' voii dar I'didilrada a ausliluft. 

Dia.Holbo KifjfaiiHcdiai'l hat ahar di(' Fane,( ion Jz '‘and 
as wil’d falglia.h 

X ! li’K-:' 

iu di'i' llaip;ahua|' das Piiaktas c sUdif? hlaibaa. 

Halaai wir aiahri'i’t' Hledctradaa a,, ao, a,.,, in ilamai dio 
Varinbla ff dia (’oaiplaxan Warlba a,, a^, Ci, ... bat, ho ist (baa- 
aaab 

(7) kx r- b)^^(.;'-.-ai) - . b)|.((.: a,) • J., Iok^U’. a,)... 

1 Caual. coat., 

woria bmat;. (amt. I'uu' Kuaadinu bi‘daul(d., db' ia dar pni/aa 
idaita Htaii^ ist, uad dia diira.b dia HadiajjfiuiKaa an dar (iriaiza 
bcHtiauul wardaa aiUHs. 

Nobaian wir aiiu' unaadliala' I’latia an, ia dar idna aadlit'ba 
Aazabl von {'naktrodan vartludlt ist, ho niUHH, waaa iai Ibiaad- 
liclii'a koiai' Klaklrada lie'll, j j j. ... o Haia. Dia 

Fuiudioa <;> and aiilbia uaab x (biaailliabaa aauHtaat, 

and {'H ini dnbar auab dia ia (7) vorkiunaiaailc'. I'uaat. aoat. aoa- 
staat, uad nia kaaa • 0 Kasatzt. wi'rdcai. Dioh blaibt auab aoidi 
ricbtiji;, waaa im Unaadliediaa aiiia Klaktroib^ mil dar Stroai- 
stiirke ~ (./, j ■ I • ...) 

Satza.ii wir also zur Vt'raiufnabuag 

A-tti T™-” ,,, 

HO folgt aus (7): 

fB) X - ' \ 

uad dia Fuaciiou x i*’*i' vollstiiadig bastiaiait. 

UI e tuttn)(“ \V !• li('r, I'.aticllo j>H 
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PJinuu 

Dies Resultat Uisst sicli aber aucli auf bogronzto Plattcn 
anwenden, wenn die Elektroden so vertheilt siiid, dass die 
Grenze zur Stromliiiie wird, mid das fi'iicbtbarsto lliilfs- 
mittel zur Lbsung soldier Probleme bcstclit darin, dass man sicb 
die begrenzte Platte ins Uiieiidlidie crweitort doiikt, uiul dass 
man dann in der Erweitcrung die Elddroden so aiizuliringcn 
suclit, dass die gegebene Grenze in der unbegreiizten Platte zur 
Stromlinie wird. 

Wenn wir die Gleichung (8) nacli diircrontiiron, so er- 
giebt sidi 

fm ___ — 0(^) 

Plierin ist ^{z) eine gauze Fiuictioii, deren Grad mn oincs 
Oder urn zwei Einheiten geringor ist, als die Anzalil der Piinkto 
c, je naclidem -j- ^2 -|- “h '' • iddit vcrsdnviiidet odor ver- 
schwindet, je nachdem also cine Eloktrode ini IJneiidliclion liegt 
Oder nicht. Also ist allgemein dor Grad von uin 

zwei Einheiten kleiner als die Zalil dor Elektroden. 
In besonderen Filllen kbnnte er sick aiioli noch woitor ver- 
mindern. 

Ist also m die Anzahl der Elektroden, so giobt o.s ‘Ui — 2 
Werthe von fur die der Diffcrentialquotiont (i%/(lz Null ist. 
Von diesen Punkten konnen untcr TImstanden inoliroro in oiiicMi 
zusammenfallen, oder es konnen cinigo ins UnoiuUiolu! fallen. 
Projicirt man aber die ganze Platte durcli storoograiihisebo Pro¬ 
jection auf eine Kiigelfiache, so fiillf die excoptioiiollo Stollung 
des unendlicli entfernten Punktes vollig wog. 

Diese Punkte, in denen dxjclz verscliwindot, deren es also 
immer m — 2 giebt, wollen wir Kreuzungspunkte, nennon. 

In diesen Punkten hat die Streimung oinon licsonderon 
Charakter. Urn davon eine Anschaunng zu gewinnen, logon wir 
zur Vereinfachung den Coordinatenanfangspunkt in oinon solchon 
Punkt, und denken uns % nach Potcnzeii von z outwickelt. 
Nehmen wir noch == 0 an, so wird diese Entwickolung die 
Form haben 

( 10 ) X — i az^ 

b F. Klein, Ueber liiemann’s Thcoi'ie der algebraiscbeu Puiiclioiicn. 
Leipzig 1882, 
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unci die Constitute a winl, wonii wir aiiiiolimen, class — o einc? 
einfachc AVurzel von <I> r-r i) ist, von l^ull vcrscliiodoii scin. 
Diircli eine, Drcliun^ dos Coordiiiiitoiisystoius konncn wir or- 
reichen, 'class a reell uml ])ositiv wird. Daiui erf^iobt sich aus 
(10) in erstor Anuilhoruu^r: 

(}) r-“ -- 2«.ry/, il< =r- a (it:- 

unci es sind also sowohl <lio, Nivt'aucuirvo.n als dit', Rtvoiucurveii 
gleicliseitigo Ilypo.rbidn. Dio, GO zeigt, wic^ dioso Gurvt'n itt 
der Niilie dcs NuUi)unkt('s vorlaufi'ii. 

Im Nullpunkt knaizou siob zwoi Btromliniini. Auf dtu- cinen 
von ilineii (dor Diiiio .t: - 1 ■ ij z—. 0) (li(>sst dt'i* Strom voii btudon 
Seiten zu, auf der juidm’mi (dor 
Linie x — ?/ -~"'0) llkiHst or ab. 

In clem Krenznngspiinkto scdbst 
ist die Stroniiiiig Null. 

Wemi die (Jlcicduuig fD r— 0 
mehrero gleicbo Wurzidii bat, so 
sclmeiden sicdi in ointou solobcm 
Pimkte mohr als zwoi Strom- 
linien. 

Reprilsentirt nnin die Wcrtlm 
der comploxcu Viirin-blou % in 
einer %-Ebeno, so orliillt imui oiu 
conformes Abbiltl dor butuuden Platte, die aber, da dorscdbe 
Werth von % zu vorstdiiiMbmon Wtsrthen vou gehbroii kann, die 
%"£bene molirtach ilberdoekeu muss. Ibuspitdvvoiso wird in dor 
Umgebiing dos oben betraebioton KrtnizungspunktoH dersolbcv 
Werth von % zu -I ' « imd zu — ^ goluiron. Dio Bildor dorKnui- 
zungspunkto in dor %-Kbom5 sind VorzwoigungHpunkto. Dio 
Bildor der Ekdctrodou lallo.n ins nuoudliclio. 

Die Krouzungspuukie kdnnmi iiuoh (bidureh eluiraktcnisirt 
werden, class in irgoml zwtu von oiniindtu* vtu'scbiotbuton (z. B. 
auf einandtu’ sonknudtion) Riehtungon .r, y dies Dorivirton ’<''q)J'()x 
unci dcpl'dy vorHcdiwindun. 

Wir -werdciu din Fornitd (8) aucb auf don Fall anwtnidon, 
class die Anzithl dor Flcktroden ummdlich ist. Ks muss riur 
das unendliolut Product, was clann in dor Fonnel (8) auftritt, 
convergent soin, odor wo.nigBtons durcb Hinzufiigung (tiiuts con- 
stanten Factors convc',rg«‘Ui goruacht werdem kiinnen. 
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Aus einer sololicn PLatte Ivciimcii wir (laiui durfh ohm go- 
schlossene Stromlinie cine Gndliclic Platte licraiussflmeitlcn, in 
der nur eiiie eudliclie Aiizalil von KlcktrotUni li(\gt. 


§. 171. 

Kreisfdrmigo Plattcn. 


Wir betracliten einige Pcispielc zu der iiu Vorlun’golioiidcn 
auseinandergesetzten Tlioorie. 

Wenn in einer imbegrcnztcn Pliitto nur '/wtu Fdcktrodon 
61,62 mit den Stromstilrken -p »/vorluuulen Hind, di('. iiu Faid- 
liclien liegcn, so ist 


( 1 ) 


(p = 


'iTt'k 


log 


9l 

(b’ 


wenn lOi, die Entferniingou cines variablou I’unklcs'ivou den 
Elektrodeii ej, Cy bedeuten. Dio Nivcuuu'ui’vou (p — tsonni. siud 
hier bestimmt durcli die Gloicliung 


^3 = CQi, 

wo c der I’arameter dor ohizelneii Curve ist, uud dicisc^ tbirvcui 
bilden also ein Kreisbiisolicl init imaginilriui Schnitipunktcii, 
dessen Grenzpunkte die boidon Eloktrodon siud; di (5 Strom- 
linien bilden ein zwcites Kroisbusehol, alx'.r mil ri'olbui Sclinitt- 
pnnkten, niid zwar sind die Klektrodon die Solmitipiiukii^ dieses 
Bllscliels. 

Wenn man einen durcli die Klektrodon gohendtm Ivreis als 
Grenzcurve auffasst, so erbillt man die Striiniung in eiiicir 
kreisfbrmigen Platte, wenn die laddon Klc'ktrodiui an disr 
Peripherie liegen (Fig. G7). 

Nelimon wir dagegon in der unbegrenzten Platter zwei IGek- 
troden mit gleicher positivor Struinstiirko J an, so muss (uno 
dritte Elektrode mit entgogongi'sctztcu' und doppelt so grosser 
Stromstiirke im Unendliohen ange.no mm on werdeu. Dann ist 

( 2 ) 9 ^"= 

und die Niveaucurven besteliou in einom System confocalor 
Lemniscaten. Die Stromlinien werdmi in dicscuu Falh*., wic', aus 
der Geometrie bekannt ist, gloichsoitige. ilyperbedn, die alio dundi 
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4:! 7 

die l)ei(lcii Broiiupuukto Wir liabou liior ciiicn Kr('.u/uii^rR- 

pmikt iin Mitt(il])uukt('. (U'l* Loiuuisciito.ii. 

Audi fur (U'u Rail, (lass im liiucn'ii Giiior kroiafiirmiffc'.u 
Bclioibe ciinu l)(>.U('1)ijf(', Anxalil voii Klukt.rodt'ii ... lilsst 

sicli (las Prol)l('iu loidit; l(is('.n. Ms luiissan in dicscm I'killu din 
Stromstilrkcui r/,, ./o, ... (U'V n(ulin<i:uu;>; 

G^) 'A 4 .• - 0 

genugcii. Wir dcnkuii iius diu Sdidbc, zu (uncr uiuaullirdon 
Platto orwcutcrt, iiiid fiigou xu jcdcr I'Uaklnxh'. ri iu drill liiiizu- 
{gcfilgteii iuiHHiu‘('U 'riiiiil ohic. Mluktradr c- luuzu, dio diiisolbu 
Stromstarko wir r* ba.t, luul ihu’uii Oii. dcr lianuonisdui Pol 
von a in llnzug aaif (b'li g(ig('b{'iu'ii Krds ist,. 


(!7. Kijjf. (iw. 



(4) gj lug (IK)! ~ log()a^; I 

Von (lor lUdiiigkdt. niiorzoiigt, man Hioh liiidit. Dunn zii- 
niichst goniigfc dor Logarillumifi oiiior Miitrorimiig inuiior dor 
DiUbrontialgloidnuig ./log() -- 0. KUhrou wir abor Ikdar- 
coordinatcu r, um don MiiUdpuiikt dos gogt'boiuai Kndsos (dn, 
(losaen Radiua gloioli a soi, so ist 

^,•1 _ oos (!)• — I)',), 

2n*l oos ({)■ ~ d'l), 

i'i n - " 

und aul dor I’cripliorio. (U's Kroisos, also fiir r rr-. r, ist, donmaob 
rj <j 7 rIpS r- rM {r^ ! r\ ™ 2r cosOl — -{li)!. 














4.33 Einundz’wauzigster Abschnitt. §. 172, 

Die Normale an der Grenzcurve fallt aber hier init dem 
Radius t znsammen, und es ist filr r = c 

0 log 010 ^_ c — ri cos ('9’ — T^i) I c — Vi cos ({)• —'^i ) _ ^ ^ 

0T ■" 01- ^ 

Es ist also nach (3) und (4) an der Peripherie des gegebenen 
Kreises 

^ = 0 . 
dr 

Dieser Kreis ist also Stromlinie, und kann als Grenze einer 
Platte betrachtet werden. 

Nehmen wir z, B. im Inneren des Kreises zwei Elektroden 
an, so haben wir zwei Kreuzungspunkte. Diese mhssen auf der 
Kreisperipherie liegen. Denn der Differentialquotient d(p(d^ 
kann nicht auf der ganzen Kreisperipherie einerlei Zeichen haben, 
weil sonst (p keine eindeutige Function sein konnte. Es muss 
also dglid'd' auf der Kreisperipherie zweimal durch Null gehen. 
Die Fig. 68 zeigt den ungefahren Verlauf der Niveau- und 
Stromlinien. 


§. 172. 

Stromung in Rohrenflachen. 

Das Princip, das wir oben angedeutet haben, nach dem man 
unterUmstanden unendlich viele Elektroden in einer unbegrenzten 
Platte annimmt, urn die Stromung in einer endlichen Platte zu 
bestimmen, dient uns unter anderem dazu, um die Stromung in 
einem unendlichen, von zwei parallelen Geraden begrenzten 
Streifen zu bestimmen. Wir legen die a;-Axe in die eine be- 
grenzende Gerade und setzen zur Vereinfachung der Formeln 
die Breite der Platte = n. 

Wir wollen zunachst nur eine Elektrode e im Endlichen an- 
nehmen, weil sich aus diesem Falle der allgemeine leicht durch 
Superposition ableiten lasst. Sind a, h die Coordinaten von e, so 
muss 0 c sein und wir setzen: 

( 1 ) 2 = X yi^ c — a hi. 

Wenn nur eine Elektrode im Endlichen vorhanden ist, so 
muss eine zweite im Unendlichen liegen, und es ist nicht gleich- 



)der cler negativen Scito cler x bin erfolgt, Wir konnen aucli 
luf jeder Seito im Unendlichen eiiie Elektrode annelimen, 

Wir dcnken iins nun ziinilclist iiiiseren Streifen zu einer 
inendlichen Platte crweitort und fiigen zu der Elektrode e eine 
sweite e' liinzu, die in Bezug auf die a;-Axe symmetriscli zu e 
iegt, also die Coordinate d — a — })% hat, und lassen in ilir 
lieselbe Stroinstarke eintreten wie in e. Dann ist fiir diese 
Strdmuiig die a:-Axe Stromlinie, niclit aher die Kante y = n. 
Wollte man diese zur Stromlinie niachen, so liiltte man eine 
Elektrode im Punkte c" = 2:7r^ -f- d annehmen mlissen. Um 
2 un dies zu verciiiigen, nelimen wir Elektroden in alien Pimkten 
llini d -|- d an, worm li cine gauze positive oder nega¬ 
tive Zahl ist. 

Alle diese Elektroden, mit Ausnahme der ursprlinglichen, 
iegen dann ausserliall) des gegebenen Streifeus. Ihre Lage fiillt 
mit den Nullpunkton der Function 

{d — d) {d ~ e-'j 

ji^sammen, und die Formel §. 170 (8) giebt uns, wcnn wir nocb 
zur Vcreinfacbung J/h:= 1 sotzen: 

'2) % — — log {d — d ) {d — d'), 

Dder weim %■=: cp iip gosetzt wird: 

^^3) ™ (g. ___ go) (g. _ gO')^ 

Weiin ^ reell ist, oder wcnn der iinaginilre Tbeil von ss ein 
Vielfaches von ni ist, so wird der Ausdruck (2) reell, also ifj 
gleich eincm Violfacben von tc. 

Els sind also, wie es sein sollte, alle Linien y = hut Strom- 
Linien. 

Multiplicirt man den Ausdruck (3) mit seinein conjugirten, 
so ergiebt sicb: 

[^4) + * cos (6 — y) ~\- 6*^“] 

><;; [e2a: - 2e“+^' COS -f- 2/) -|- 

woraus man fiir cin constantes cp die Gleicbimg der Niveau- 
curven erbiilt. 

Fiir ein unendlicb grosses negatives x wird <p — — 2 a, 
also constant, fiir ein iinendlich grosses positives x aber wird cp 
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nGgativ iiiiolullit’h, uutl /Avur gfjiuhfrt d.» , uiul wir luilu'u 

also hier doii Fall, duss diu zwidfi' Fli'kln-d.- auf dt-r der 

positivoii X iia I'Ut'udlirlu'U licgt, I tii di*u 
Fall 7M erluilton, sid'/i' man 

— log {>! f ■) X ' f '■ 1 t'\ 

odor man fiigi', was dussidlit' ist, /u d»'r vnrigmt (dim (•(tnsiimto 
Strumiiiig in dor lUohtung dor m-mitivcu .r-Xxc vou ghdolior 
Intensitilt hinzu. 

Man kaim aucli oiiio linouro (%iud>iimti"u dor k'niudiduon 
X nnd %i nohinou, mid orliiili daun idm* Strniuuu:', die tludls 
nacli dor oinen, tludls luudi dor andonm Scitc unddufl. 

Sotzon wir (p r--. — 2(i, so gdit die (IFdohuag ( 1) iihcr in 
qSx — 4 a- 4- (1 cos cos // [ • 2 r ‘ (2 ctiH^ h [ 2 o's - // • 1) 

4c'’‘‘ I'o^cos ?/ It. 

imd dios ist dio (lloio.luuig (duor sjundollou Niu-aticurve. niindich 
dor ins UuoiuUioho Yrndautoudou. Fiir .r c wird nut’ diosor 

CiirvG cosy — O, also y \rc uiid dtohc '^jondolh' Xivoatduiio 

hat also dio Mittidliiiio dt‘r Platto /.ur 

Um dio Krouzuagspmddi' zu tiudon, hahmi wir d . • i) 

m sotzon und orhnltmi uus (2) 

r* • - t" vtmft, 

also, wenn cmb positiv ist 

a* u ■} logron/^, y —■* n, 
und woim coa/^ nogativ ist 

x a j logooH/(, y .t, 

Wir hahoii also idmm KrouzutigNpnukf. thn* aid' tdiumi dor 
boideu Iliindor liogt, und zwar uiif dmn, dor dor Fioktnido mu 
niichston koinmt. Liogt tlio Hloktrtnio grmdo in d»’r Mil to, no 
fallt dor KrouzungHpunki iiw rmmdlioho. 

Dioser lotzto Fall ist van hoHondtu'cm lidoroh'a». In iluii ist 
dio Mittellinio dor Platto auoh Strnndinio, nnd war k«inimn dio 
auf ihn hoziiglichon Formidu daltor aurh am. i2| aldidton, wenn 
wir c = c', also h — 0 Hotzmi, I)io Htrtdtonfdriiiigo Platto or- 
strcckt sich daiin von jr his I ar, und ch »*rg!«dtt 'doli 

— 2 lo«{ r' 
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g. 172 . Strnmun t^ in II .iUronflilchcn. 

odor, wcim wir das (’()()rdina.i(Misyst('iu so lof^cn, dass a = () wird 
(5) ™ 2loi^ {or Ij. 

I'Mir di('.s('n Kail sind dii' Niviaui- mid Stroinlinieii in dor 
lioisti'lu'iidou l'’i}j;ur darjjjoslt'lll. 

Dii'sor Kali hiolol darum ('in lu'Hondorcs Iiitorosso, woil or 
mis dio Liisuiifi; dos St rilmuiijjjsprolih'ins in oinor Cyliudor- 
I'liiclio fjiiobi. 

1<1h liat nainllch dio duroh (H) doliuirto I’miotion % dio- 
solboii Wortho liir // r-- | yr nnd // — — % mid isl; iihorlia.upt 
poriodisch luii dor IN'riodo 'lit. 

Doiikou wir mis dalu'r don 
Stroirou, niii Krlnilluiif^ dor 
Kuiiot.iouswortlio /aim lly- 
liiuli'r /iisamnu'iigorolli, mul 
dio lliindor an oinaudor go- 
hortol, so si't/t. sioh di(‘ Kuiio- 
tion I iiohst iliroii DilU'roulial” 

{(UotionU'u slot if; iihor di(‘ 

Na.hi Idnwof^ fort. Sio ist. also 
aid' doiii ^aii/i'ii(’.ylindor sh'tif; 
mill f^ouiigt don nodinf.;unf;(‘n, 
dio wir im i;. Hit) I'onuidirt. 
haboii. 

Dor I'mlang dos (iyliudors, dor iiiolii iioihwoiidlf; oinoii 
kroistTirmif^on QuorHolmitt. /u linbi'u brauclit, ist hior f>’loicli 2 3r 
aiif;oiioniinoii. 

Woiin mill nut’ oinom Kolohon Oyliiulor moliroro Kloktrodou 
liogoii, HO ITiliron wir oiii (loordiiiatonHystom oin, boi (ban dio y 
auf oiuom (vUiorHohnitl. von I'immi lioliobigoii Anfangsjiimkto aiis 
als Liiiigon K^'inosHon sind, nnd von 0 bis laui'on, wiliiroiid 
die X voii diosoiu QuorHobnitt huh aid'don Kr/oufiioudou dosGyliu- 
doi'H gomesKou wordi'ii. Hat daun oiiio Kdoklrodu o,. dio Goor- 
dinaion x • ’ tiy, y • /a, uiid dii^ SiroiuHtiiiicu J.y HO Kot/on wir 

<\ (tv '-j ■ U)v 

nnd orbalton luioli (fi) 

fii ) j :- v ;'"^'(0 /■) --- o --/(. 

Dio linouro I'dinrUon Az j' // kann hior hiii/ugoriif;t wordon, 
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Eiuu 11 (1 zwanzip:star Absi-liiii11. 


5?. 17;i 


weil wir zu jetler Striiiuimg vino couslauti' Striiiming in iler 
Riclitung des Cylinders liinziilugc'u kiiiiueii. 

Es ist hicriii yl/u die Inteiisitiit di'r Striimiing in iler Uielitung 
der cc-Kxo fiir uogativ uuondlie.ho uiid Ah 1 lur positiv 

uneiidlichc x. 

Weiiii iin llnendliclio.n keino Strliniung stattlinden sell, so 
muss yl = 0 und ~ 0 soin. 


ti. 17:!. 

Strumiing in einer Kingriiledie. 

Aolmlicli wio wir iin vorigen Paragraidien eiiu'. eleklriselio 
Strdmung in eincm unoudlie.hon Cylintler nnltn'snehi luiben, lioi 
der nur eine oinzigo Kloktrode verluuuleii war, woltei im Unend- 
liclien oiiiQ constanto Struinung jiarallel (Ut Cylinder-Krzeugou- 
den angenommon worden miissto, se kdiiiuni wir uns aueli eine 
Strbmung in einer Ringlliicho deiikon, bei dcu' nur eine Klek- 
trodo vorliandcn ist, Dieso Annabme fiibrt danu freilieli zu 
eincm mohrwortbigon Potential, insefern das PoUnitial, wemi 
man langs oinom Parallelkreist^ uni den ganzen Ring lu'riuu- 
gogangen ist, nicht wieder zu dtunsolben Wertbe zuriiekke.brt, 
und aucb dor Differentiabiuatiout des Poti'ntials zeigt noeb eine 
solche Mebrwcrtlngkeit. Ihn diose Ersebeinung pby.sikaliHeb zu 
deuton, kaim man aunobinon, dues (due cdektriHelu^ Striimung in 
einem Quersebnitt der Ringllacbo aus> odor eiutritt. 

Man kann abor dio Mebrdeutigkeit dc^s I’etentiula auriielxui, 
wenn man vorsebiedono Eloktrodcui zugleieb nnniinnd, bei deium 
dio Summo der IntoiiHitilteu verscliwindet, und dies ist der Fall 
der Wirklichkoit, don wir aber durtdi dan angedeutete. Verlnbreu 
in mehrero cinfacbore Fiille zerlegen. 

Elir dio Matbomatik e.rbalton wir auf deiu nngede.uteten 
Wego oine cinbicbo VcranHchauliebung der Fundamentaleigeu- 
sebaften der Tbota-Functionon. 

Dio Ringflilehe, die wir botraebten, win! (Tzengt dureb die 
Rotation eines Kreises urn oine in seuinu’ Fdieno golegeno Axe, 
die die Kreisperipberie nicdit aednuudet. 

Wir babon schon friilier die Pnnkte einer Kolcben Riiigiliicbe 
durcli zwei unablningigo Variable dargestidlt. 

Woun ntimlicb a der Radius des erzeugetubu! Kreises, e der 




Sti’iimu ujji' ill I'iui'v Ui 


Hii oil i‘. 


istniul sciut'B ^littt'.l}mnkt('s vuii der I)ivhuup;saxi', h ] r- it- 
■iot/t ist, HO wonlou (li(' roohiwinkliiJto.n (kiordinatoii ij, ^ 


les ruiiktos (lor UiiifJilliu'ht' duro 
■t)- uiiH^cdriU'kl duroh dio l^'orimd 


'/Avoi vi'riiiuU'rlioho Wiidvt 
(i,. -M (i;!)l: 


id wir kiinmni, um alio l*iiukt,(' d('r Ivingllrudio, uiid jodoii iiur 
mull 7Ai orlialton, lo luul von ~ tt bis ] jr gobou lassim 
,it MinHohluKH dor oiuon uiul AiiHSo-lduKs dur audorou (iroii'/o). 
inHtanU'.n Wortlioii von ■!)’ ontHproolimi dio MtU’idiankroiso, oon- 
lutiui ii) dio PnndlolkroiHo; to r--- I re iat dm* ilussoro, to • () dor 

ao.iT. Ac'iiuator. 

Fur das Linimioloinont auf dor Fliio.lio habon wir an dor 
wilhnton Sttdlo don Ausdruck gidumbm; 


id wir ('rluilion also oiui' i 
if dio j'i/~h]])(nu\ wonn wir 


onfornu' Abbildung dor Uiimdbir.bo 


(I (l“ “ m'” (f/ .0" 

id dio Kair/.o llingilaobo wird oinfai 
ik, (loHson Soiton dii* (tloiodmngon 


nbgobildtd auf oiii H{‘obl- 


iboii. Don Ht'itou diosi'H UoobtookH, dun wir das I'oriodi'U- 
‘.oil to ok nonuon, mitHproolion dio vior Uiindor zwoior SohniUo. 
)ri doium dor oino liingH doni iiuK.soron Aoifuator (w * i sr), 
ir andoro lilnga oinoiu Moridian f>f> - ■ f 7t) vorljiitn. 

Dotraobton wir abor .r, // ala krumndiuigo Duordinalfii oitioa 
unktoH auf dor Uingilaobo, ho ontajiriobt alien Wortlioii 
./■ j‘ If I ‘in//, 

ir l)oli(diigo gau'/.'/.ahligo g, v dowidbo Ibiukt dor Uiugililobc. 
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§• 17S. 


Nach §. 170 ist iiuu tlan elcktriHi'lio. PoO-iitial (p ihu’ roollo 
Theil cinor Fmictiou (p \ i 4> iIck (uiiuiil("ccu Ar^nimciits 
jsz=cc-j-i^, (lio, woiiii iiiir oina Mlaktrmlt* aiiganommcu winl, 
in einem Piinkto lof!;a,ritl uni sail uiumtlUali wirik 

Eiiio solcliu Kuiu'.tiou lilsst. siah aliar laidil. (larsinllmi 
rait riUH'o (lor schoii im M2 zu aiiiam iiluiliahaii Zwaaka lio- 
rmtztcn Tliota-Fnuatioiiaii. \Yir lialian <lurl tlii' Fuuatiou lie- 
traclitot: 

(4) -- 

— iQ (i\ — e-''*'*'') 11 (1 — 7'’ {I ■ ■■ V-' f 

I I 

in (ler cinon calitaii Ilniali bcdautiA. Dirsi' l-'miation kunn 
anch diircli die iiiicnullicha Ilailia dar^jastallt wanlrn: 

(5) D'l 1 (v) ™ 2 r/'O sin jr w — 2 f/"' sin .'1 .r r | 2 q ' > sin 6 7t/> 

Sio liat die Eiganscliaftan, dia huh diasau Ansdruaka.n laialit. 
zu vedficiren siiid; 

- 5^1 td 

O'l I ± ^ ( y, 

wenn ft, V bolioliigo ganzo Zahltni Kind, und sia varsidiwimUd. fiir 
koine andoron Wcrtlio van v. AusHardam ist nit' t'iir alia anil- 
lichen Wertlio von v andliah d* 

Hienn raachen wir nun dia Aiuialuna: 

ft It 

q " a " , i) , 

2<( 

und setzeii: 

11,, dO -- fd (4 

Dann ergebon aich fiir (")(.:) auB C(i) din KigauHahatlan: 

(h) 4 -» (4 (z- -«• «), 

( 8 ) 

® -j- 'i?'*.) ~ — f- " Id {s — ill). 


0 Webor, Klliptisolio l''uiicti(nu'u, S. 4H, (;r». 




173. ytrli 111 uiig’ ill oiuur IUu}>-ri!lolu!. .145 

d S versclnviiidot in deiu roriodeiirocdiiock iiiir ;in diT cducu 
ullo ™ 0. 

Nun lioduuto y = « [• (ii irfjji'ud ciiiou Puiikt, di'r in dum 
iriodourtu’litiH'k 80 (hiss 


0 ) ,r'i‘ -- 0 w (* - r) (■> (;•' ^ ■ r'). 

mil ^ y' zu y c’onjufjjirt. imaginiir siud. Dadurch ist. (/> 
s ('ino raalla Kuiudiou (/> (a\ y) von a', // tamhadig lK‘.stiuunt. 

Fiir di('SO Kuiudionon orgidani Hicli auH (8) dia Iblgciidan 
igunsidiaXUm: 

1) c/i ('.r j fi,//,)'-</» (a* — a,//), 

2) V (A;/ I-/O-?>(•'■.</ !') I 

lid auHsurdaiu ist nir dou Punki y 

(f> ii}> rrs log (,: — y) | ruiicl. Collt., 


('liar - ' y (a ■ -j-(;V - fiy- dia PuHarming das PiinUtas 

vom Putikta y luaUnitat. 

Fansl iiiau dau Puukl. y ak k'daktroda and (/> als alakirisala-H 
otcntial auf, ho hat, luaii dio aiutratauda SiroiuHtilrkf^ 2«A' 
ii Hat’/.au (§. too, (U)]. Dio Funmd (Pi) aiiar zaigt, daHB Inn 
-■r-: I /; urul ?/ — /j dio Function (p Kovvohl ids (Upfcnj 

arBcliiadaua Wartha hat, and inan iiujhh ilaht'r dia liaidau 
Liindar ainaH an diaHcr Stalin dura.h dan Uitig gafiUirtaii SadudltaH 
Is linaara. Fla.kirodau auffaHHnn. l)in an diimar Iduia a.iutratamla 
itruniHlilrka ist, auf din Lilngi'nididudt lunnaHHaiu 


dso iiacli (12) 








Eimintlzwau/i}j;ati‘r AltM-huit (. 
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44(i 

iind folglicli tlio giuizc duvch ilicso Liuioii i‘ititr<'U‘n(U‘. Stroiu- 
starke also olx'iiso gross uuil im Zoiclioii t'litgogiuigosetzt 

wie die Iiitensitiit dor ruiiktolt'ktrodo. 

Die diircli die Forinol (12) jiusgtxlriirkU^ Hustotigkoit dor 
Function cp ist, wic man sieht, von di'in I’uiikio y uiialdiiiiigig. 
Nelimen wir also molircro solcdior I*unkt*I'U(dvir()(U'.n 
init den Stroinstrirkon Ji, r/o, . . . und S(dzmi 

(14) -1 I- <' 

vorans, und bczoiclinon mit gij, g'.., . . . dio dioHou vi'i'scliicdoiion 
y entsprochonden, durcli (10) dctiiiirtcu KuncUouo.u g*, so orhalton 
wir fur diesen Strdmimgszustaml das Fotcniial diirr.h don Ausdruok 
dargestellt: 

(15) 9'- ..Ai ■■■' 

xincl wegen (14) ist di(!S(i Function auT dor Kiugllilolio oindoulig, 
und mit Ausnaliino dor Fiinkto. )'i, y.j, ... stotig. 

Dio lincaro Elektrod^^ ist jol/.t ni(‘lit mohr vnrhandon. 


171. 

IStrdmung in oiner zuHainmo.ngt'.sotzton Flatti', 

Wir wollon noch cinon Fall liotrachton, in doiu /.woi loi- 
tende Flatten von vcracliiudoiioin Foitvorm(ig((n in oinor 
Linie zusammenstossou, woboi tUinn an diosur Troiinungslinio 
eine Breclmng dor Stromlinicn HtattthuUni muss. 

Fine unondliolio obono Platte, doiam I'lboju; wir zur a'y- 
Ebene waldoii, bestoho aim zwoi lilngH dor //-Axo an oinandor 
stossonden Thoilen aus vuracliiutbmnm Material, z. Ib aim Kupi’or 
und Zink. Fur doii oineu 'Flitnl, dou wir dim orstou uouuou 
wollon, bat danii ,c nogativo, fiir don '/.woitim po.sitivo Wortlio. 
Wir bezciclmon alio (xrdsHon, diu sioh auC dou orsttni Kiirpor 
beziehen, mit dom Indox I, dio ontHprocliondim fiir dim zwoiton 
Kbrpor mit doin Index 2. 

Es sollen im er.sten 'riioilo dio Floktrodon n, fij, r'/, ., . mit 
don Stromstilrkon J,, r/J, im zwoiton dio Floktrodmi r-., (% 

eA ••• init den Stroinstarkim Ju, »/i, lii'gmi, in ladio.bigor 

Anzabl. Es soi fiber 

4- + j'l j., . I ... ■ 


0, 
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'iuiuiu' n gtiHclzlun I'l 


eiue uli^^okiu’zi so diirstelloii: 

(1) ^ “1 ■ '4 ” 

Weiiii V'l uiul (/>2 (Ho olt'kt risohon Poto.iitialc im orstoii 

und im z\v'cdtou 'I’lioil dm’ I'lulitt lit'dtmit'ii, so ist mir lur 
negative, (P '2 lid' I'ositivo ;/• vorliniithMi. 

Dio Ck)t>nliiiaton von (\ und bi'zoiclincn wir mit «i, 
und h,, t'nd sol/,on 

r, ] {X ■ ■ nO” 1 ('/ " ■ l>iy\ 

G VO^' "D" I 

vorstohcii itlwo untt'r )\ tUo. Kiitforming d(‘s variiildou runktos 
X, y von <lt‘f I‘'d('kirod(5 Oj, und {uits):)rocliond fiir die ubrigon 
Kloktrodon. ^^ind ondlioh h\ und /r.j die lautialiigkoiton dor bcudon 
Plattonthcilo, uiid (1, 2) Spaunmuigsdinbronz, also cine 

gogebo.no (’onstatdo, ho babou dio Funo.tiouon tpa die fol- 
goudou DcMlingungou zu orrullon: 

I. Haui’lgk’iohungou: Jqi^ r— (), ^ — (). 

TL lu ('i und r.j ist 


' logr, “I funo.l, c-ont, 


big a. 1 fuiu'.t. ('.out. 


.(1,2), 

IX /. \ ^ p X 

IV. Ini Unondliobon orbalton q>^ und q).^ oonsianto Wortho, 
tltu’on Ifuior.schictd gbuoh (1, 2) ist. 

DioHCBH I'robloin lilsHl nioh sobr oiurao.li in folgimdo.r Woiso 
bison: wir hoIiHohsou zmuloliHt dmi Fall .aus, dasK oinor dor 
Piinkto Hj'unnolfiHo.h v.n oiumn Punkl liogt, und ludnnon 
zu jodor Kb'ktrodo c ihr Spiogolliild t. in Hozug auf dits (Ironz- 
linio. .Ntudi dtu* Annalnno billt koinor dor Punkto b mit (dnoni 
dor Punkto r zuHammon. Wir bozoiobno.n mit p di('. kutlornung 
do8 varialdon Punktt's j\ y von i, Hotzon also z. P.: 

C», — V'b'’ I «i)“ ! (// '-/;,jA 
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Kinuri(lzwunz;iji>'K(or AliM-.imitt. 


174. 


An der Gronzo solb.st, also fiir .r r-r o, ist 

n ™ <>i, r.j r™ 

(h 1'' ( \o>r 

’ (\r '" rx ”■ 

Wir machon don fulgondon Ansatz; 

(4) ■ I'''«'■» I /■', 

?>» =2 ^ hgr, -f, ^ A, \ugr, I V /,. i,,,,,^ , 

worm sicli dio Snmmen,,,,i,,|,e„ auf .lio .sii,„iutli..|um Hioklrml™ 
1 Oder i boachon. ^„Z(„ r-, z^, r, mml 

noch nalior zu bostinnutni siud, ’ 

Doroh dioso Anmilunt! «i,„l die 1. „nd 11. .sclu,,, 

befiiedigt, und damit IV. crfiillt sci, imis.s 

( 6 ) v ^^,| V 7 Z , I'A v ,|, , v /,^ i :-/... 

. .( 1,21 

Bern. Diircli (0) ist oino d(T OraistiuiU!n r„ dnnd. die andpre 
ond ?6) HiicdmiPht auf (:), 


A 

— logfi r* 

v; ( 




.2 3r/.-.^ 

2 


\ ka^ 

\ flng 
/ ex 

2 

(i~ + ihik 

f k,A, 

\ fAaiJ: 


. 


A, = 




A=.B,_ .A.., ^ A, 


woraus man erlililt: 















S t I'l'inuii};' ill i‘iiii'r y. /.tea Plaile. 


41!) 


S* 17.]. 


(7) 



/1 

„ '7. /d 


7C (A*, 

1 KS 

/>! 

‘JttA*, A*i 

^ I ' 

'7, 

/)„ 

/-’i 

— A'.. 

TT (A’l 

• A*,)’ 


'Ja-A-,. A*i 

•IX*; 


und hu'rilurcli siiid uuc.li, luit Riu’ksit'hi. aid’ (1), dia Hodin]i;uii}i;oii 
(5) bcrrioiliKd'i warauH siidi danu do.liiiitivi'. la'iHun^i; ilcs 

ProldimiH 


(8) 


qh 


qh 


NI"!.''-. ' :i: ,ri\ j-'k--., 

^ ^ T((h\ ■ j A',} ^ 

. A-, • A-,. 


A-., 




2jr A'l 


1(1^ 


Pi 




2jrAy ‘ ' —'TTiA’i i A-.,) ‘ 




I <"b 


/•I 

A‘t 


X" 


I 7C Ic., 


DioHo iMirnidu Idciban aJiar auch noch ric.litig, wtiiin dm* 
vorliiu auH^n'HchliiHsmia Idill aiuirilt, dasH aiuiga dm* I’mdd.o i- 
mit Puiikimi a yausniiunmirallmi. 

Niduiiau wir an, dasH aid’ jmlm* Sail a iiur aiiia, Klaktrmla 


vnrlnuidcHi sa 

li, und Htit/.aii 

J, J, , 

. »/, HO i’olgi liiarauH 

Spi'ciaU’all: 

,J 

UttA*, (A*, 



q*x 


A*.j] log )\ 2 A*i log ro 

(9) 


ki) b'jcpt! 



J 

■ /.a'"*'- ^ 

A-.J logr.j 2A‘.^log/*, 



■ /d) 

1 


was iiir A*, • A*.j in dan friihm* H{*lum i^arundamm AuHilruak liir 
cinG lioinogmia Rlatta iilaTgalit. 

Nohmaii wir in (!)) an, dann dit* haidan I'Uaktrnilan syimiio- 
triacli lii‘gan, ho wird (ij - ■ r.^, Qj .. rj, und i'h argialit Hiah: 

(10)^, "■» ..j,I 

Ilior wardmi also dia Nivaaulinian, und I’nlfijlii’li auali dia 
Stromlinifji, i^aiuui diasidlian (KraiHaj, als nli dia Idal.ta homuffcii 
wiira. 

'2U 


Ki(Hn a ti It - W t'lxT, rttriii'Hi' Itiiii'n-utirflgli'irluuiHt'ii. 
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KiiuuHlzwanzif^aioi' Abso h n i I t. 


174. 


Endlich wolleii wir uocli den Fall ho(racht(Mi, d.-iss in dom 
zweiten Thoile der Platto k('iiu3 Fdnktnxh^ li('g(‘, in dor (‘.rstuu 
zwei, <?!, cl Dann crgiekt eich aus (S); 


(pi ■■ 


J 

27tk, 


('"fi 


/•-. • 
k, ■ 




iind es zeigt sick also, dass in dc'r c'b'kirodmifrt'if'u nillft,(‘ dor 
Platte die Stromnng ganz so erfolgt, als ob dii' Platto honiogou 
ware, luimlich in Kreisen, die Hi('li in d('U Floktroibai sobnoidon. 
In der die Eloktrodo.n ontbalt(nid('U niiU'tt^ din* Platt(‘ (U'folgt 
die Strdinung nacb einom coinplioirtoron (}(‘Ht't'/,i'. 









7i w (', i u n (I /, \v:t ii /, i s t.c r A 1) sc h u i t.l. 

Stromuiig- dor Eloktricdtiit im Raiimo. 


nvi'.ucluii^ il('H (« roi'.n’Hfht'u Satzi's auf (‘IcktriHch o 
S i r (> m u II g. 

Iin lialuni wir Bcstliumnn^ tier (iU'kirisclu'n Slrii- 

iiifjt ini Uaniuc. aaiur gawisHcu vcnaufaclunuU'U VorauHHid./.impicui 
r ilio Aulgahc zuri'u’kf^cliUirt, die I)in\'.n‘ntiHlp;lc.i(diun}j; 

./(/) - " 0 

t dor (ha'.ir/dx'.diii^nuif^f /.u inicf^rirnu, daHH au dcr ( 

^ |j;('f?cdKnu!n UaumcH r 

n 

li. Klcicii (diu'r |4:(‘,g(tl)«ncn Funutiou an dor Olan'llilclui wun 
1. Dio.Ho Fuuotitni ist nic.hfc i^anz willkurlich, Hondt'ni muHH 
r B('diii|i:uiig 

I <luln - 0 

uiigon; andto’crKfits ist al)or diircli die Btnlini^nnii^on (1) and (2) 
i Fuur.iioii f/j nur bis auf oint^ addiUvt' OouHtauii'. boHtiimut. 

Dk'HO Auf|i;ab(» lilsHt niidi uim init Hitlfo don (J n*on’Nchcn 
tzoH auf t'ino (nufauhorc! zurufdcfiiUriui. 

Wir kiiiincn hittr/u dio I'urnnd !*? (1) bt'mdzcn. Wc.nn 
mlicdi //, V zw(‘i im (Jcbiotc'. r Hiotigo Kumdinucn mil. sUd-igom 
dUllo IkhIouIoii, uud 7 zwoi Punkio dicsiiH {bdiioloM in dcr 
genHc.itigmi Kutformmg r nind, ko isi mudi diosm’ lAirnud 
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175. 


(^0 

4 7C Vj, = j* 

^ / r,/r — j V.IIUIt 

r / r\ 



i'*- '' 


1 

J 

\ r ) (' )i r n 


Wir l)Qstimnicu mm oiiio Kimcliou // von y.wo.'i IMiuIcUmi jiv] 
im ImiGrn cles Rauinos r, die, uls Fuuetioii von 7 , dor Dillorontial- 
gleicliimg 

( 4 ) .d II 0 

genligt, die uborall, mit Aiisualiine ties I’unkles p, si,(dig isi uiul 
den Bedingmigen geniigt, duny iiu Pimki p 

( 5 ^ JI -1 • fmud.. oout., 

und an der Olieriliiolic 

d II 

(6) roust. 

ist. Die Oonstante in (G) ist iiudit willkiirlioh, Koudorn oh or- 
gioTbt aicli dfilur auR (3), 'weiui man 

(7) 0,-1.1 // 

und F == 1 sotzt: 

(8) F. const, r™ •• -1 jr, 

wenn F die Grciyso dor ObcrlUiohe von r ist, also sowidd von p 
als von q nnabbilngig. 

Sotzt man abor in (3) fur T die Fnuo.tiou (p und maclit fur 
(I die Annalmio (7), ho folgt: 

(y) ‘1 TT 7 );, ■; (loUSt. 1 | 11 tl tl, 

worin die none Constautc niit dor in (0) durob 
Clonst, " ”■ ' oouKt. I (fi do 

in Zasammonbang Rkdit. Dioso (kniHtauto ist. zwar von voru- 
lierein niebt bekannt; os koinmt abor aunli fiir die Fnmdiou cp 
auf eine additive (lonstantc niobt au, und durob (U) ist idso, 
wenn H bokannt ist, luiscro Aufgabo, golGst, Wir kiinmm in dor 
Formel (9) die Constautc 0 sot'/cn. 





1 


Anwfiuluu!' (Ii’s (i 1-fon’Hriu‘U S'al/.rs. 

jctidu II hal iVu' sirh s(*llis(, ciiu' physikaltsflii' I’m'- 
;i(' isl lias flcktlaschc I'oltMilial unlar tier Vuvaas- 
^ ilurrh I’iua juinkltVirinij^i' Mli'klrmlo in }> t'in l^lrom 

• iisilat -I.tA aiistrift, iliT mil, ilharall afli'ic-luM- l>irliti^- 

lii' OluTllilrhi^ rcttMi isl., woriii A tlii^ la'illalua:~ 

h.stauz liiali'iili't (^. liu; (*1)1. 

‘uuflitiu //, tilt' nur vnn thai i^t'timt'.lrisalu'u N'cvliiill.- 
-Ctirpi'rH r al)h:ui',q^ isl, winl vtm l'\ Nt'uiua.nn tlit‘ 

* is list’he iMiiiflidu 'vajaniil’). 

iiu'titiu II tultT untt'rsi'hfiiU'l, sich van tlt-r 

•ii Funt’litin 1^, HT} uur iliiri'h tlit* variintlfrli' Imu'iii 
•.U(' nlit'tliuj,piu;i fd). Iiurt’h tlif‘st> isl tlit', iMuu’tiuii If 
t'iiu' atltlitivf t’tutslania, tl, h. aint' van 7 uualihiin,u;ifi,t>. 
jilitT I'iiif willklirliflic iMiuctiaii van ji sain Icami, hc" 
liar tliasa willkiirlialia k’niiatian Icaun man ahar noah 
nfstimmuiii^ tralTaii. 

ilan wir /Avai l-'mialiaiian, //,,,,,, uiul nuil wmnlaii 

Farmal !!? ( 4 ) aiij in tlar wir (I tlurah II ar- 
.•riiialit siah: 

il Hiilla vail (fj) uutl (s) juiaii sa tlai’Klaliaii liissi: 

s.i'i { ji J I j,' j 

i tk'iH Inla|j;nil 

j 

uul’tiaii ilciH aiuan I’unktaa p ist, Ha kounaii wir tlia 
aUlitiva Futia.liau HCi htiHlimiimn, tlasH, win liai tlar 
ni Fuiif.liaii 

/4.. 

I'ch isl (hum (lia Fiumliaii Ihh auf aina van p 

'iliilngi|y;a atltlilivt* ttriihHa, tlia willkiirliah hlaihl, ha- 
► almi Hind ja, 7 ahar ala innara Funkta vanuiH- 


'JtimKini tilicr (•!t‘kfruit4in Stnam*, lii‘raiaiaafft4ii*ii van K, Van- 
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Z wo i undz wuiiz i [*;h t or A1» h c li ii i 11. 


ij. 175. 


Lasst man cinen dcu’ riiukto, ctwa ;i>, in die, Ohiu'lliicho 
riicken, so golit II in eino ganz bostimmtt! Kuimtiou vou <{ Uber, 
der wir kciiio bedingimgoii mcdir vorscbroibcu (liirb'n. Ms l-isst 
sicli zeigcn, dass die .Ikidingung (5) iiir ditsKon k’all iiiclit, luolir 
allgemcin bestcbt. Gcmancr kanu man abur das Vd'i’lialUm dor 
Function 11 I'iir dio OlaTtliichonpuukto nrst daim iH'stiuunen, 
wenn sio durcli Intogration (M’mitt(dt ist. 

Nolimen wir an, dass niiu'. oudlicdu'. Au'/ahl vou Kdokirodun 
Ca,... mit don ointrctondon Sirominionsil.jibm an dor 

OberdacliG vortlieilt sind, uiid donk(iu uns dicKii Kb'.kirodi'u wu; 
in §. 167 als kleino Scbcibon, in donon wir (p als oouslant an- 
selien, so ist (D iin Allgcmoinon gltdcli Null, uud nur inucr- 
lialb der ElektrodenlHLchon r,. 


:h 

Ty 


!§■ IdT (1), (2)1, 


wenn dor Radius dor Klektrndo ist. Nnch uuscrt'r Amuilmio 
sind die Dimonsionon dor Mloktrodon solir khdu iiu Vorgloit'h zu 
den Dimousionen dcs Kdrpors, 

Ist nun dor Pnnkt p ontIVrnt vou alltui Kluklrodon, so or- 
biilt ZT, wenn tj innorliiilb oinor Kdi'.ktrndo li('gt, mullicdu' W(‘,rl,ho, 
die nur kloiuon Stdiwankungon imiorworrmi sind. Wir so.tzon 
also den Worth von 11 in Vy ghdoh Daun crgicd)! die 

Formel (iJ) 

(U) = 


und durcli Ausfiibrung do.r Integration in Ilezug anf do ilbor 
dio gauze Eloktrodcnllilobe 


( 12 ) 


wo die Suniino sick aul alio Cy bezieht. 

Zur Bostinmiung dos WiderHiandoH konunl I's aber darauf 
an, die Function q)p unior dor VorauHsoizung zu bostiminmi, dass 
dor Punkt in oinor dor Kluktrodon, oiwa in r,, liogi. Dann 
entliiilt dio Sumino (11) oin (lliod 


(13) 


' // d (I 

1 y — 

und der Worth dcs Integrals 


2 jr 












M i! t h n il t‘ 


K i rchlio If. 


J -• r" 

sst; HU'h fniiitti'lii, woiiii (li(' Fund ion // hokiinut ist. 

Fiir (lie, iilinf^cn (Uiodcf dcr Siumuo (11) |j;idU‘,n din lViihc>r(*n 
usdriickt'. 

Nchnu'n wir mu' z\V(!i I'Uoktrodou r^, c., an und std,7.i‘U 
— — J'j, so or!j;i('l)t, .sidi 

4 .tA(/ j "■ j ( l\ i //,,.), 

. j(. -r, ! //,,,), 

turn 7iir Viu’oiid’achung (p^, (p.j^, ITir (p.,, (p,^, gtisid/.t 

t, nnd dcmiuu'h int. dor Wiilor.stand dcs gauz('u Kiir|nira 
107 (S)l 

r.) II- --. ‘ (U//,, I-. r,). 


§. I7(k 

M('thodt‘ von Kir ('ll ho rr 7ur V cu’g 1 o i c. li u n g dor 
L (.s i I Til h i g k c' i i 0 n. 

Aul'(lit'-'rh(‘ori(‘. dor Stromvcirthoiluug in ktirjiorlic.lu'U Luit.o.rn 
at, Kirohliuff oiuu Moiliodi^ gc'griindoi, nm dan VorhiiliniaH 
or Ltdtfaliigkuiton vorsohio.doiu'r Sui)stan7.on 711 li(?atiinm('u \). 
)aH Prinoip diosor Mo.lhudt; liisHt. sio-h ana don Kniwit'kohingon 
OH vorigc'ii Faragraphou hdcdit ahloilon. 

Wir wollon vior Hloktrodon Oj, amudinion; r, and 

ullon (lurch oinon I’riifdraht, olwa oin (talvanonioic'r, mil tan- 
lulcr vorlmmlon sinn, in doin koino (doklromotoriHcho Kraft, 
liiitig ist, Kh wird dann oin Strom von dor IntonHitiit j durch 
, oin- und durch auslrid-on. Durch Oj und o^ soil dor Strum 
inor galvauischon Kollo, dusson Intoimitiit J Hoi, o.in- luul aua- 
roton. Dio StroniHiilrko j wird dnnii von dm* ala gogohon Im- 
rachtoion Slromslilrko J ahhiingon, und kaun hoHlimml wordon, 
('onn nuoh dor Widorataml to dim (Jalvanmnotorn hokannt ist. 

Nach don Fornudn (11), (I'J) nnd (1.1) doa vorigon Parngraphon 

‘) MtmutHheiac.ht <lfr Pcrliiua' Aksulcmiu vum .tiili IHHO uml vmu 
n. April iHria. 
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Zweiund/.wan t or Ali h o.h u i 11. 


§. 170. 


erlialten wir I'iir dio W arthe epi, (p.,^ 


'i d(‘s ('b'klrisolu'u 

Potentials in den Eloktroden e'-’j, C;i, a 

,1 die 

Ausdriia.ka 

i! 

! 

- ,//A. 

.1 1 d'/A,., 

^ ^ 4:7tX(p, = — Jlh,, ■" 

■jlk 

1. ! 


1 

d Ttlcpi ™ •— J,/A.4 -\ - 'f iki ■■■ 

-Jlk 

. i .//d. 

Ilicraus orgiobt sicb inudi 175 (1 

5) 



'' 






fiir clio WklcrstiuHlo (Uis KurptirH, wfim imr ilio licidcn i'llok- 
troden 1,2 oder 3,-1 in 'rhiLiijjjktiii siud. 

Nun llifisst aboi’ auc.li im (Inlvniuiiufiordralit. ('in Siroui von 
der Intciisitlit j, mid zwar- von nuc.h r,, ^nn’icldfd,, uml wo.iin 
daher w dor Widorntand dos (Jalvatiomclttrs isl,, so halani wir 
nach §. 165 

(3) J ^ (pi ■ - (J\i, 

odor init liillCo dor Ixiidtni lotzton (rU-ic.hiinf^ou (Ij 

4,7txjw = j(ir,,, — ii,^, I //!i.4—//vi ! ./('■. ! i\ ■•■iikii, 

also niittelst dor zwoitou (Ibnchung (2) 

(4) ^\. 7 tXj(w -f — ^/(/A.a — /A., j IL, ■ . /A.,). 

Wonn wir nun annolinioii, wan in iirakltHtdifu Auwtmdungon 
immer zutri/Tt, dass dc'V VVidtu’Htaud dmi Widen*- 

stand to vornaohlilsaigt wurden darf’, ko ist hioraus 

0 ) I "■■■■> •" "^-'1- 

^ Bozeiclinen wir luit P das (skdttriw'.lio Polmiiial in uinotn 
boliobigGu Puukt das sich orgobini wi'irde*, wonn nur dio 
beidon Eloktroden Ci, in Ihatigkoit wilrtni, niul zwar punkt- 
formig urtd mit der Intenisitiit ./.1 jrA, ho isl nach 175 (12) 

- /A,, - //.v.;n 

and wGtin also P,,, l\ die Wortbe do.r I'dinotioii P in deni Eb'k- 
troden Cj, e.i bozekdinon, so kounan wir diie ForuHil (5) auoh so 
schreiben; 







§. 177. 


S(r(inHin|.v in finer Kuf'ul. 
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(<0 


ir 


J 

I TT k 


ir, ./>,). 


Uni null hi('i-;uis A zn Ix'Nliuinu'.n, lu'linu’u wir an, dass zwcu 
solcilm IvtirpiM’ .1, A\ w'u* wir hinr (‘hum holrachUil linJx'ii, liiiiha* 
ciiniudur in duusnllam Siromkrcis mil dcr luUmsiliil J oin- 
^^(iachallot st'ic'ii. 

Die hUi'klrodi'u Cj, r., I'iucrat'iis, r',, c'., a,ndi‘r(‘rH(‘.i(s, V(‘rl)iud(m 
wir mil dun huidmi \Viiidituj4cn (diufs Dinhrcidial^^alviiuonu'.hn’a, 
wcdcduiH HO U!in{i;m‘i('hti‘l’. isi, dass ludii Ausschhpi; dcr Ma^uotmukd 
orrulf;t, w'o.nu Inddc \Viudini,‘$cn in um.i^ckchrlcr hic.htun^ von 
dmuHc'dhon Stronm durcldlosscn sind, l)ann wird lu'i dm* ()l)cm 
boHcdiritdu'.mm Anordnung dii* Maf^in'inadid dann in liidm Idf'ilu'u, 
wonu r—"isl. Dics crri'ichcn wir diircli Vcrf^rtisscruiiif lulnr 
Vnrkloinorunf^ dcs Widcu’slandi's iv' dor zwcili'ii (ialvanonud.i'r- 
wdudniifi; (lurch |iasscndc Kin- (ulcr Aiissc.ballungcn, uud da,nn 
aind \{\ w* als dnrch dii‘- Ihmhachlung ^(‘f^chcn anznsc.lum. Wir 
lialxMi dann aussor ((i) die (llciidmnjif 


( 7 ) 

uud daraus 
(B) 


■( %k' 


iPlr- ■ 


/A P\) 

ir ■ A'(/'i l\) 


Iliorin sind nun die ((rdssen l\ P' aus dor 'rhc()ri('. zu hc- 
atinunon, was vurauHsctzl, dass dit' Iciioudcn Kdrper A, /I' (uno 
woUl (hdinirlo (’inrnc.lu* (icsiall. halxm. llcHomh'rH cinl'ac.h go- 
staltot .sic.h ahnr din 'riicorits dann, W(mn di(5 laddcn Kdrjusr yi,A' 
gooinotriH(di. congruent Hind uiul aueh die Klcktrodon an e.uu- 
gnunifc li(‘gtmdcn Stt'llon nngcdn’acdit Hind. Dana Hind niinilicli 
die mid P' idouliHch und wir orhalic.u oinfuch 


(U) 


ir' 

H' 


X 


A'’ 


177. 

Strdmung in (‘iuor Kugcl. 

Kint'aeh iHl die HosUmiuiing dcr Function // fur (dm^ Kugid. 
Wir hczoifdmtm mil e den Uadius dcr Kugid, mil {> die. Ali- 







458 


Zwoiiuulzwaiizigstor Absohiul t.. 


177. 


stando der Pniiktc jo und (/ voin Mittelpunkio, uud mil 'i)' den 
Winkel zwisclien (J(, und (). 

Indom wir nun die Function U \% 175 (7)| nuch Htc'ijji;e.udeu 
PotoiizciJ voii Q Giiiwickclt Mimuliineii, scd.zon wir 

(1) 7/==-i-I-2 


wol’in P„ odor (cost)’) die oinfaclu! Kn^ndlinndion n*'’*'Ordnun^ 
(§. 112 ) und An cine Couatanto l)od(niif'.i; und wenn wir inudi 
1% 70. y ■ (>, c.on A I (>; 

a(d;z(m und 1/r imeh I'ulle.udcn 
PoUmzen von p ('ntwie.kidn, er- 
giehl .sick fiir () 



//• ■./V 

px I ‘ 

-!■ 2:5 .' 1 , 


IFun’inis fol/'l luiii fiir q • c 

Pn “h ^ ‘ /’»n 

uud da dioao (iriiaso iiaeli 175 ((1) eonstaut sciu sdll, so 
muss fiir jodes positiv(; n 

A _ H X oil 

■ " n (- X ! ' 

seiu, willimid yl.„ imbostinunt bleihl und glcic'h (i gcsidzl wcnlou 
kann. Domnacli wird 


(V 


JI= ^ 1 




DicKO unoudlicdio Keihe lilsBl nidi alnu* dureli eiiieu go- 
acldoasoiuiu Auadruede darstellmi. Fa isi iijimlicii [§. 112 (2jl 

(^!) '■ ,, 

n 1 ^ yd ™ Q ih roH d - ()•* r 


uud wenn man mil (Iq/q multiplicirl uud integdrl 


(0 2 


1 V 

n ’H-i '■ 


(' (I () 

Q y — 2 () ()„ eos It ■ I - (i’' njf 


I m/(,_ 




, 177. .SlrMUiun;*' in ciucr Kujjrel. 45 <j 

Sutzcn ^Yir 

0 isi ()' (Hi* ilcs I'hIch q' you q vom MitU'ljmukti', 

70) uiul os or! 4 iol>l sioh 

f <IV' 

| ()"(>;-; J r l - -2 (>„()'cos I)'* [ (>“ 

J, 1 ] ■ ‘-i Vo (»' ()-'), 

iiul tlanuis iKich (li uiul (j), woiin man die additive Oonstaiiti'. 
iUH () ■ 0 l)t'stiuuni, 

V :£ ; <■. 

■ • ln:4(r" • {> n„ oos j ] c* 2 r-v V'l 1 ' V**Vo) 


loinitacli ori'it’id. siidi Holdiissslifli (‘xpUciii* duroh Addition von 
75) nnd (7) nach (2) 

H) // ' ' 

] {>" 2v()„f'*'s0‘ I o';’ ]f'' 2 f’-‘V V'li V”Vm 

1 \ lo|^ ( f ' V Vii '’'•S'D' I ] r‘ 2 r- (i o.os | ■ y- V') 


I'm hieniUH uuoh dor Fctniud 175 (In) dtm WidorHtund 
dor Kngi'l m horor.hncn, ijiuhh man dio.scsn Ausdrimk aui' ’/.wol 
runktc d(*i’ Kugedolx'rtliioho ainvomlou; man Hcd.^,t alno ()" Vc, c 
and orluilt 

(11) // ^ ^ ! I loK I Hin ][)• 


Hin 


niosor AuMtlnick giol)t huh tinmittolbar don Wendh 
womn man untor 0 ilon aut' <lor Kugidilii(dm gimmsHimon Winkol 
zwisohon don Mittoljmnkton df‘r hoidon Klidclnnkm vorstolit. 

I'm nlior f] m tindon, hat man ■!)• vom Mittolpnnkto dor 
orston Kliditrodo iunorluilh dioHor zu moHhon, uml da hiorhoi # 
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Z weiniulzwanzigster Absch nitt. 


§. 17H. 


I'ortwtUirsnd selir kleiu bloibt, Icaini lua.u r~-~ Jr sin ('i)/2) sntzi'u 
mid kann das Quadriit von r gogeii r si'lbst, van-nac.ldiissigcu. 
Man erhiilt dann aiis (!)) 


Jh 


1 


1 


Iliernach hat man den Ausdruck 

1 <• U,<lo _ I c'll^rilr 

j Vrf —f“ J 


Ih 


zii bilden und lindet durcli Ausfiilirung dit'st'r Integration 




* -I- - '"K 


( 10 ) 

und ebenso 

( 11 ) 

mid folglich ci’balt man den Widt'r.siand 


,r jr , I , r.i 

-I' 6- 


( 12 ) 


>r : 


1 f. 






' 4 ju 4 [ r, 

■ - -i- !■ I 


worin also '8' don Winkdabstand dor beiden Mlektrodmi biMhnite 


178. 

Strbmung in oiiior planparallelmi Platte. 

Es soil jetzt dio statioiuirci Htriimung dor Ehsktrieitiit in 
einer planparallolGii Idatto mitorsucht wiirdon, dio wir zunilebst 
als seitlich mibcgrenzt annolimon. Ks sei also t'iu ladtor bogrmi/.t 
von zvv'oi miendliclion parallelon Kl)onen und es trc'to ein elek- 
trisclier Strom von dor Intonsitilt j ein mid aiw dundi zwoi ejn- 
ander gerade gcgonliborstcbondo, gloiobo, kreisfdrmigo Ebdctrode.n, 
iiber dio wir die VorauHSotzungon ‘vvio in 107 inaidmii. 

Wir wahlon dio Mittolobono dor beiden (Irenzebenen zur 
^y-Ebeno mid bezoiclmou die Dicko der Platte init 2A, den 
Radius dor Eloktroclen mit r^. EUhren wir t'ylimloreoDrdinaten 
r, 'd' ein, so ist, wio aus dor Symmotrie folgi, das olektrisclK' 









so ergeben sicli, wenn A die Leitfahigkeit der Substanz be- 
deutetj zur Bestimnning von cp die Bedingungen 


(1) 

0 ' r 0 r ' 0 ^2 ’ 

~ h a 0 

-f- h 

(2) 

^ = 0, 
d0 

0 = ±h 

r ^ 

(3) 

d<p _ j 

0 = ±h 

r < 


d ^ 2 jc A Yry — 



filr unendlicb grosse Wertlie von r muss 95 eineii constanten 
Wertb erhalten. 

Aus der Symmetrie der Anordnung folgt, dass der Strom 
die Mittelebene senkrecht durcbsetzt, dass also die Ebene 0=0 
eine Niveanflache sein muss, und da 95 bis jetzt nur bis auf eine 
additive Coustaute bestimmt ist, so konnen wir annebmen, dass 

(4) 95 = 0 fiir ^ = 0 

sein soil. Dann folgt, wie gleiclifalls aus der Symmetrie zu 
schliessen ist, 

(5) (p(— 0 ) = --(p (^), 

d. b., 93 ist eine ungerade Function von 0. 

Es geniigt daber, wenn wir die Function 93 fiir positive 
Wertbe von 0 gefunden baben. 

Znr Integration wenden wir die Metbode der parti- 
enlaren Ldsnngen an, die darin bestebt, dass man particnlare 
Losnngen der Ditferentialgleicbnng (1) zu bestimmen sucbt und 
dann von dem Satze Gebraucb macbt, dass man bei linearen 
Differentialgleicbungen allgemeinere Losnngen erbalt, wenn man 
die particularen mit willkllrlicben Constanten multiplicirt und 
die Summe bildet. 

Wir sucben nun der Differentialgleicbung (1) dadurcli zu 
geniigen, dass wir flir cp das Product BZ einer Function B von 
r allein und einer Function Z von 0 allein setzen. Dies giebt 
die Be din gun g 

, _ 1 1 1 

^ B\dr^'rdr) Z d0-'‘ 

und diese Gleicbung, deren eine Seite nicbt von 0^ deren andere 



4G2 


Zw 0 in 11 (1 zwan•/i ti; h t,cv Absc.li n i 11,. 


i?. 17rt. 


nicht von r aWiiingt, kaini nur bostc'.licn, wonn hc.idv Si'iton 
gleicli eincr uiul dcrsollx'-u CouHtiintcn siiul, also: 


(7) 

drii , (in 

d ' r d r 

.. /* 0^ 

(B) 

(FA 

- ~ 0. 


Dio Lusuiig wird allgoiuoiu gcniiig, wiam wir ««’• als positiv 
(a rcell imd positiv) vomussotzoii. Wolllon wir oiiu^ nml'iv. An- 
nalnno maclien, so wilrdo sicdi (lit'. Lusung in oitu'r andmaui Form 
ergebcn, dio sich aber don Dvoir/bodiiigungou wonigm’ bdobt an- 
passcn liisst. Dio CHoiclmng (8) wird danu duroh di(' Funoiiou 
. 

bcfriodigt, and zwar so, dass ziigUuoli dio lUMliugungou (-1) und 
(5) durch das partioularc luiogral solltst; orliillt sind. 

Dio DilTorontialgloichimg (7) gold-, wo.nn wir .r «r sol.zon, 
in dio Difforoutialgloioliung ilcr 11 os sol’solum Fuuotiou ,/„(.r} 
odor J{x) ilbor [i^. GO (Id)], und wir ki’mmm also 
Jt ./(«r) 

setzcu. Das zwoito jiartioularo Iniogral dor DilTor(mlialgloiohung(7) 
konimt bior nicbt iu Ilotracbt, woil os fiir r — (> niohl. oiullio.li 
bleibt, Dcmnacli goniigon wir dor DilToroutialgbnolmng (1), wonn 
wir filr cp oinon Ausdrucdc von dor Form sidzou 

(9) cp :»=: 2=^ e/(«r) (r'‘^ 

worin sicli die Summo auf dor rocbioii Soito nuf vi'rsohituloim 
Wertbo von a bezioht imd A oiuo Uoilio willkllrlidior Oimstantnn 
durcblilivffc. 

Nun liegt aber liior koin (hnind vor, irgoiul oinoii positivon 
Wertb von o4 ansziiscbliosson. Wir klbuimi also in dor Summo 
( 9 ) uuciidlicb violo, iu imoudlicb kloinou Intorvallou a\if (nuaudor 
folgondo Wortlio von « bonutzoii. Dio (lauHlunto A bat daim 
fiir jodos « oinon willkurliohou Worth, und sii^ kaim also als 
oine willkurlicho Function von « angosolum W(U‘di'it, diii wir mil 
F(M)da bezoiebnon, worin da don uncndlio.h kloimm Ztiwachs von 
oinem Wertbo « zum iiilcbHtfm budoutot, Uiordurch ('I'halton wir 
fiir q) einen Anadruck durcb ein bostinnntoa luiogral, doju wir 
die Grenzen 0 und qo gebon ktiimon, nilinlioh 



3 ) 


Sfr-inuuifjr iJi <‘uiiT phiniuinUleio.ii Plalte. 4(;;i 

9 * ■ ' I /'■(«)'/(fO-) ••‘*)(/o 5 . 


Die iioch ko y.u bcstimmon, dass 

3 ('-!), (-"j ('rliilli wardcai. 

UroL I'rri'icluMi, hcuK'rla'ii wir, dass .sicli die beiib'u 

(-) und (b) mil- lliiHV lU'r fur Uc'.ssc'rKcbo Kunc- 
)neii l^c^Htadiiaidcu luU'graU’onnclii in oiiu'. '/uHiuunundasHc.ii 
3 sen. uiimlifh iinch 77 ((!) und (7) 


Nil! («ri) */ («r) da 0, 




id kbum'ii dw ln'icicn Bodinguugnn (’2) und (dj dundi 

e eiuo wtu'drn : 


1 ) 


r' €p 


sin ('«r,) »/(«r) f/«, 


r* *;■ U.TAr, j 
us (lO^ IItun* crixifbt- sinh iur r h 
2) ^ I Fla) J(ar) 1 c 


h). 


lid dux'csli tit'll Vt'i^dtdt’h vnu (U) mil (12) lindel man 

Fin) 

nd folglictli 


J Hin(«rt) 

^nlr^ n | c 


L3) 


ii-- i ,■ 


da. 


DioB Init'gnil rnuvurgirt unlmdingi fur allu Wurilm von j 
wisclieii - - h uml | h uml vt'rHttbwindt'.l fiir r r-- tfi. Kh gu- 
iigt alBO stllmi Bfdingungun uuKcrnr Aufgabc. 

Urist*!* AuHgniigMjJiuiki in dan notrattliiungtm §. 107, diis aucli 
ier zii CX I'll mb' Hagan, war dar, dasH (/» innarhall) tier Mlokirudun- 
aclien. i'iiitm aisuHtantan Wt'rib habnu HttUla. Diasi'r Kordn- 
ung ©TitHi»riahi luiHar Austlruak (IB) abur niahl gonau, Hondarn 
ur so -wtsit, aln r, im Veu'glaiali mil h aln uuondlia.b klain an- 
eseheii Wfiab-n kaiin. Kh /.ainl «ic'h nbar hiar, dasH der Auh~ 
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Z\voiuU(lzwiinzi<j; Hter AIihcIi ni 1.1. 


E,ie' 


§• 17« 


clruck (13) innci’luill) oiuor KU'-ktrodtMilliu'lK', also iTtr - h uiul 
r <; ri, sclion init Vornacliliissigunff von (Iriissou dor Orduung 
(Tilhy constant wind, uiid man kaim dahor mitUdst (13) mirii 
die Ablningigkoit dea VViderstandos voii )\ luul h init oimu' go. 
wisseii Aimaheniiig linden. 

Ans (13) erhalten wir luinilicli, wenn wir an die', Mlokirode 
0 z= 7i,, r <; goluni, 


(U) g>„ = 

Oder, wenn wir 


(lU h . I f i - It h 


Jia r) 


sin a I'l 
a 


sotzen: 
(15) 


(>;th ^1— uh 2 0 

(>}th ^ Q—ith ' ~ 1 -I-. 


(ph 


2 TT A/'i 


tJ {a r) sin «r, 


il « 


(I «, 


j /• u/i 

TcAri j a(l I r 

li 

Es ist aber nacli 7s (3) fiir r v, r, 

1’ K TT 

J(ocr) sin ar\ - • • 

(! 

r 0 J[ar) sin « r, <( a 

j «(l -j 0 


(16) 

nnd ferner 
(17) 


= ,l 1-1 

0 

nnd mm kdniien wir mit Vernacldassigung von (IrdsHou dor 
Ordnung (r^/hy Rotzon 

■' (“ I) (“ a) =■ “ a ■ 

Daiiacli wird das Integral (17) gleioli 


(18) 



e 


da ' 


Aus (16) und (18) crgielit sicli 


r, log 2 
It 2 ' 


§. 17!». 

Dor Wicieri 


Itostiiuj^t, 1 
( 111 ) 


lUe ma 

Der A 
den IJeberj 
nur — 

(1) 


Filr e 
gloieli zii 
Denn das 
(laH Integi 
l iir 0 ==Ji 
niclit unn 
geniigt. E 
ist, erlial 
outwickelr 

geniigt, a 

outlialten. 
durchlaufl 
Wir 1 
Intcrvall 

(‘i) 

il herein sti 

(3) 


lliGmau) 





17 !). UiiMiiuiiirH 'rhiMii’if (ItT NiihiU’HcluHi i’’arl)t'nriu<j;(<. 

j 

lA/'i HttXJ). 

T Witlcr.stuuil ir di'i’ l’latl(! i.st ulicr nach I()7 uius 
J ir r~“ (■/■;, (}< n " ’ 2 (Phy 

'stiiuiut, uud I’olfflicli is(. 


‘•0 


ir : 


1 

' 2Ar, ■ ■■ Klh 


17'.). 

liiemauu’a I'liaorio dtsr Nobili'ac'dioii Kurbi'iiriiif^o. 


I)i«r Aundnudc (I'i) 17 h fur dan Putuntial (p ^^'afaitct leicht 

on I'tdxu'^^aug ‘/.u punkilunniKan Kkdctroduii. Man braucht dariu 
ur rj d uud Hin«r,/«r, 1 zu aoticun. So orgiobt aicb 


0 

Fur uinu duiuu' Flaito, d, h. I'iir Wortbo von r, dio iui Vcr- 
loich 7.U h groHH aiud, iat diaacr Aundinia.k Hc.hlocbt; brau(dd)ar. 
)onu duH Intugral ini fiir ^ r--: h unr bodingt coinau'gunt, uiuJ 
an Integral, wan den Dinb.n'utialnuolicuiU'u <)q)l‘('>z daratcdlt, iat 
ir divtu’goni. Fh liiaHt Kirdi dabor aiudi dtuii AuHdnudc(l) 

ic.bt nnmittidbar ausiduui, daHH ur dor Pudingung 178 (2) 
oniigl. Kinun Auadruuk, (b'r in diuHur Ilinsiuht wait vorKUziobun 
4, urbaltun wir, wuim wir dio Fuuution g) in oiiui SinuHroibu 
ntwiukuln, in dur jtsdeH uinxulnu (lliud jomn* (5run7))odingiing 

;onugt, also in uim* Ibdha, dtirun (Jlit'dur dun Facitor Hin’J^.^ 

sntbaltun, worin n dio Uuiliu dor ungoradun ganzon Zahlun 
lurcldiiuft. 

Wir untwiukulu alno uiuu ungorado Function /(.;■), tliu in d(nn 
utcrvall von ' bis -\-h mil d(5r Function 

V I „«/. 

ibc.rcnuHtitnnit, uud dariiber binauH nac.li iloin (b^Hctzu: 

S) /{::) fVlh-z) 

W.'lirr, fartUilU- nill.'j.nitiHluU'U-lmitMf’ii. .HO 





ZwoiuudzwaiiziH'ater Abscliiutt. §. 17 !). 

fortgesetzt wird, iiacli §. ^3 in eiiie Simisn-ilic 

(4.) 7’(^0 = 2 - 

und in dieser lleilie koinincn iiadi (dj iiiir dit‘ uugerudnn vor. 
Man findet nacli §. fur An 


An = 


' (>ae - . ilTT ,, 

Qith _|_ c-“'‘ '2 h ^ 


und nach Ausfulirung dieser Integration 


(5) 


An ^ (- 1) ^ 


h 


9 )* 3 T“ 

■ 


Macht man liiervon in (1) (^ebraueli, so lolgt 

j , ib—i . nit aJ{nr)(loi 

(6) 9 = ,l,.2(-e ^ 

I I 


Setzt man liicrin nacli ^.73 (!)) 

‘J /• sin(«/'i;)r/^ 

' n J I'ta 1 ^ 

1 

so.crhalt man durch Umkohrung d('r luti'gratinnsfolge; 


./(«r) : 


« J" (« r) d cc 

n'^ 7 t'^ 


«2 ~\~ 


ih'^ 


-1 


« sin (« r d « 

a- JT" ’ 

'\ '.4 1.. 

' 4 /i ” 


und weim man die Integration in Ikjzug auf a mudi lU (;i) 
ausflilu’t, so crgie])t sich 


(7) 


: ..I. . 

' Tt Xh 


S (- >)" 


• . n% 

81 U —7- ; 

2 h 




Dieser Ausdruck wird iiiuuidUch fiir r - " 0, ist alnu’ sehr 
gut convergent fur grosse Werthe von 
Der Coenicient 

f yi't-1 ^ -I ■ ■''' I I 
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lluMniunrH 'rhi!(trii‘ tl»T K oli ili'Hchcu Karbou «1(;7 


5 t I'iiu' Bo.HHcirsclu* Fiiuction uiul knnu filr hinlanj^lii'h f^rossc 
V'tu’tlK' von A {lurch (^im- linlhcoiivor/^uiiiiu Uoilu’ (hir|jfe.steUt wcnlcii. 
h'sc’.hrilulvt man sirh in dicst-r halhcoiivi'rgontuu Ucuhe iiuf ilas 
rsl(' (Hied, was I'iir ifi’osse Wind,he von r‘Ji gesiattot ist, §.7(1 (Hi), 
0 folgt 

8 ) f/' I, ^ ^ ^ ” 1 f 

TtAh'—' f 71 r 2 h 

ah'r cndlit’h, wtnm man sich aiich in dieser Kuilu; auf das t'r.st(^ 

itlii'd bfschrilnkt, 


Ttk^rh -/{■’ 

‘in Ausdrufk, der liir hinliingUch [j;r()ss(‘ \V(U-Uu'. von i' h 
(M'liauigkfii gieht. 

Dit'Ht' Formchi gtdam ftir • 0 ihm Worth (p - 0, und e.s 
st ill ihiu'u also auch, wmin man sioh auf positivn Wi'rthe, von 
: hfschriinkt, dit' Ijiisung (diu's andoreu pliyHikalisclum Prohltuus 
jiitlialUm, nilmlirh das dim Stri'mmng in einmu Kloktrolyton, 
.lor ill idnor Soldolit von dor r)ifki' h oiiu' Mot.allplattn iiho.r- 
Uu'kt, wmiu (hT Slrom dmadi oini' Mh'ktrodo an dor Ohnriliioha 
;h‘S KUiktrolydini idnirilt. Ms miisH in diusom Kallo das I’otimlial 
in dom guimi Lt'it.m' conHlani siun uml kuna gloich Null gosed/t 
wonhm. Her Dinormitinluuotioni Xccji 'cz’ giohl tar r' 0 din 
DioliU', mit dor dor Strom in dio iMo.tiillplatto. ('intritt, dio. oino 
Funotitm von r ist. Din Mormnl (h) ('rginhl ilalur don go- 
niiliortim Ausdriudc 


Ilinrauf hat lUo.mann ninu 'I'lmorio. dor Mrsoludnung dor 
Nohili’.so.hon Farhonringo gogriindntD. Ikn gooignotm* Auord- 
nung niimlioh stdioidot sioli auf dor Mot.allphitto oiu Ion ah, und 
zwar in oinor Mongo, dio dor Slromdio.hto projiortioual ist. Wonn 
nun dio ahgolugorto. Sohioht din Farhon diinnor FlilUolum zoigt, 
BO liisst sioh aus dor Farho dii* I)iokt» diosor Schioht sohr gouau 
hoslinunon, und man wiirdo ilamit eino Priilung ITir dio. 
Formol (lO) orhalton. 

Fh ist jodiH'li in diosor 'rimorie von Iliomann oin Fiustanil 
nioht borUoksiohligt, tlor auf dio Frschoinung von wosonUiohom 


') /,ur ‘rht'tu’ii’ ilor Nobili 
8ailc, 55. 


Nchou Furbftiringc. 
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§. IHO. 


Einfhiss ist, iiiimlich die Polansation. Kh ('.ntstc'lit, niimlic'.li c‘l)uu 
(lurch (lie Ablageruiig ties lon.s an dor (Jroiizc'. dcu- Motnlljilaiio 
eiiie elcktromotoi'ischo Kraft, die oiiu'. der ursprunglicluni ('ul- 
gegengGsetzte clcktrisclio Btromimg (U’/.eugt, uud dii- his y.ur 
volligen Aufhebung dcs ursprihigliclicn Stromes aushugc'ii kami. 

Ilieraus crklart sick die Abwcielumg von deni Ivictnaiiu’- 
sclien Gesetze, die sick bei ciner Ueiho scluiner Vorsueln' vou 
Guebkard ergeben liat, uud wir wollcu daher iiu Kolgendcu 
nock otwas aiif die Tkoorie dor oliddriscdien Polarisation oiu- 
geken 0- 


180 . 

Polarisation dor Kloktroden. 

Wenn (lurch einen cdoktrolytiaeliou ProeosB oiiu^ e.heiniHe.lio 
Zersotzung vor sick gold, so ontsteht (lurch dii^ Ablagcn’ung aiif 
eiiier der Elektroden oino elektromotorischo Kvart, die dmn ur- 
spriinglickcn Stroino iinmer entgogongoHot'/t gerie.hicU. ist, dioHt'ii 
also sckwaclit und daher aiich auf die Stroinvortheilung in (hnn 
Elektrolyten oinen EinduBs hat. Dieso eutgogeinvirkendo {‘h’klro- 
raotoriseke Kraft heisst die Polarisation der Kloktrode. Dieses 
Polarisation eiitstekt abor nicht luit einoin Male in ihreu* ganzen 
Starke, sondern stoigt allmilhlich in doiu Maasse, wio sicli die 
elektrolytiscke Substanz auf dor Eloktrodo abHcdzt'■»). 


(hiobliarcl hat bei soinen Bonlmclitunat'n die ('ttrven gloitilici* 
Farbe naho ubereiustiiumoiul gel’undon mit dtiii (htrvcti ghni'ht'u I’ljtinitiidH, 
wenn man die Striimung in dor Plalio niudi doii Aumduiu-u den oittutid- 
zwanzigHtonAbschnittes bohaiulolt. DioArboiton vuti (ludlthurd nind ver- 
dffentlicht in den Comptoa ronduB^ der PariHor Alouh-inio, im Jnuriml d(‘ 
physi(iuo und in dor Zeitachrift PKlecLrioicn in don Jahron IHHO bin IHHI. 
Diese Arbeiton habou zu woitcron thoorotiHolK'ii und exporinionDdh-n Dtitor- 
suebungonAulass gegeben, von donon dioArboiton voii W. Voigt, (Anmilon 
derPhysik, Bd. X’VII. imd XIX.) und Voltorra (AtU dt Torino, Ud. XVIII.) 
hier erwahnt sein mogon. 

“j Bei don Vorsuolion von Boetz, auf dio sioli Ilioiuann bivdold. 
wird eino Ldeung von Bluioxyd in eone.ontrirlor Kalilmigo durrh oiuen 
Strom zorsotzt, dor duroh oino punktfdrmigo Klokirodo {didrill, und an 
Diner Platto aus Platin, vorgoldotom Silbor (id('r KmiHilltor nu-dril(. Auf 
der Platto lagert sick Bloiauperoxyd alfl Kalion ab, wiihmtd an dor Anode 
■Wassorstoir frei wird. Dio Vorsuolio slnd in nuumigi’aobor \Voi>>t> uli- 
geandert worden. 



rt'liu'Lsut inii (It.r Klukti’oilcii. 


■IBl) 


Die .ui'iiaui'u (icst'tzc lUcst-s Vori^aufftis shul niclil bakiumt, 
ml uiii tlii' thcon'tisch aiii^rcircn >^ii kbmuui, muss 

•jrmid rim* plausihlt' Anmihim* iilaa* {Ho Wirkutigswauso, diu* 
'ularisutimi griuachi wrrdrm 

Dt-r ll(*raus.ui*lu*r dieses Wt'rkes hal die Aunahiue fijoiuuoht, 
ass die elektriumdei'isclie ICraft tier I’elarisation uiit dur si(s 
r/(uip;eudi'ii Slreiudieliti* iirnpertitiiial sei, uud luit damns fiir 
iis elektrisehe I’eteiitial (/> dit* (Jren/,lit‘diu;:(un[^ 

h ^ ^ [ </i • • 0 

lorgehutet, wariii h uls eesistaut a.ngesehen wiirde. M. 

Dittse Aiiimhmn kaim ulu'r «lt'iu wirkliehe.u \'()rgang(^ uur in 
iuu Auraitgsstiulieii eutspreehen, ho laug(' die I'olarisiiUou uooh 
chwaeh ist, uud di«' Heuh.'iehtung dm* Nohili’Htduin IHugcs, dio 
lureh htarkt* Slrdtiu} ei%‘ugt wiu'den, gieitl dalier uue-h kt'iue 
jesliitiguug dersfdbeit. 

Kiite uiidere Anualiuu* ist vou Rnit.i’’^) gemae.liL uml voti 
v'a I terra *) theoreliseb vt'rftdgt wordmi. Ditnsu Annahmo fiilirt; 
luf eiiu* aue)» uiathenjatiHt'h iutereHsaidt! Korm dor (Irons^bodiu- 

^nuigesi. 

Naeh dieser Auualune. katni dit! I’oliiriHaUoii in (diu'm gtt- 
(t'.beuen Falb’ itiiuter uur Ids m I'inem ge.wisHt'u Maximum au- 
tttdgeii. Wtmu dies Masiinuin erreielil isi, briugt (tine wttiioro 
Ablagertiug ties ItntM kt'iue Vt'riiutleruug me.lir liervor. Ks wird 
iie.h thiuu, weiiu ilit* Siiirke den idutrtitt'udon Stromos ('.ousHiui 
orhalteu \\irtl, udt dttr Zeit ein siHtiouiirt'r Zustaiid (dnslelleu, 
wo dnuu nuf eimnu ‘riieile ihn* b'itendeu OlntrlUltdio dittHos Maxi- 
nuim erreieht int. lu tlem andenm 'I'lit'ilt! diesor FliLe.Ue, wo dan 
Maximum luieh uieht erroielit ini, tlarf lunm Hliiiiouiireu Zustaiide 
keiu Strom tdutreteii, *la Houst ebtm dio Fularisaiion uoe.b sUtigeu 
wiirde. I)er guu/u Strom triit also dureli dit*. Stelleu tier Mile,be 
(dll, wo tlas Maximum erreiohi ist. IHtise Hediuguugtm wolleu 
wir uuu iu eiuem t*iufaeht!n Fnlle uuitliematiKeli fonmiliren. 

Wir widleu uuueluueu, t‘s sei auf eiuer imoudliehen iMeiall- 

*) II, W flier, I'elH-r die lleftHt<P»H'ht‘ti k’nitetitiaen uiid thre An 
weadiitt}.; nuf die 'rtu-mie tier eltdUritutheJi Slruiiits Crelle’n .Imirtud, 
bd. 7!> 

''j Nuuvu ( uueutii, vtd. X. 

b Alb d.dk U. Areudemm tit Turin.., vid. XVIII. (1HH2 .IMs:}). 
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tj. 180. 


platte, deren obere Glrenze wir ziir ;?/-Ebono wahbui, cine 
elektrolytischc FlUssigkeit von uncndlicbor Iliilu'. nusgdbreito.t. 
Durcli einen Punkt e dicser Flussigkcit trotc ('in Strom von ge- 
gebcner Stiirke j ein. Dici Elektrodci liogc'. in dor r-Axo! niul 
babe die Ilulie c liber dor Grenzlliicho. Ks wird nich dann in 
der Grenzflaclic ein Kreis bilden, dt'.ssGn Radius init a bozc.ichnc'.t 
sein mag, in dessen Inncrn die Polarisation ibr Maximum cr- 
reicht bat. Da wir das eloktrisobo Pobmtial in dom Mi'tall als 
constant anseben konncn, so wird das Potential in dor Klilssig- 
keit ebenfalls im IJnendliolicn constant, nnd d:i os iiuf oino 
additive Constante niebt ankonnnt, so kiinnon wir cs im I'uond- 
licben gleicb Null annehmon. Din- Wi-rtb d(‘s Poti'niials an 
jeder Stelle der MetalKUicbe driiokt dann die e.b'.ktromotorisobo 
Kraft der Polarisation aus, nnd dioso wirkt dom urspriinglic'.bon 
Strome entgegen iind bat also bei i)ositivom j oinon m'gaiivi'u 
Wertb. Das Maximum der Polarisation soi (labor gloicb - • 74 
Da, wo das Maximum dor Polarisation iioob niebt ('n-i'icbt ist, 
darf, weiin der stationarc Zustand orroioht ist, koin Sta-om nu'br 
in das Metall eintreten, da sonst die Polarisation noob waobson 
wiirde; an diesen Stcllon muss also Pgi/dr () soin. In dioson 
Tbeilen der Greuze wird die PolarisaXion, d. b. also dor Worth dos 
Potentials (p selbst, mit der Dicko do.r abgobigm-ton Sc.bii-bt pro¬ 
portional angenommen, nnd dor W''ortb von gi bostimmt domnacb 
die Newton’sebe Farbo. 

Wenn keine Polarisation vorbandou wiiro, so wiii'on die Pu'- 
dingungen, denen die Function g), die wir in dii'.som Falb'. init. 
(pi bezeiebnen wollen, zu goniigon bat, die folgondoii: 
z/gj^rr^O, .s 0, 

g?! rrr 0 fui* s " Q und im Unondlicboi), 

cp, = , + funct. cont. im Pindite c, 

4jcA() ' 

wenn X die Ijeitfabigkeit der FlUssigkeit und 

f> = 

den Abstand eines veranderlicben Punktes i) von dor Hloktrodo r 
bedeutet. Diesen Bedingungen goniigfc die Function 

:i /I 

wenn 

q' ~ y r- 





IH). l“"lai-isut inn i1>t lOlrkt rodi'ti. 47 1 

ill Abstainl tins 1‘uuktcs p vnu dciu Sjtio.gi'llnUb' v' di'i' I'Ui'k- 
odn (' lifth'Uttd. Alls difNtMu Ausdriu'k fur f/i, I'l’fjfidht sirh liir 
0 , l»u'htt\ mit liar di-r Strom iu das Mctall niutriU: 

' 'r. . ./'• 1 

I'm mui das wahn* INdi-ntial (/• /u mdialti'n, hat; man xu (p^ 
ofh ('imm vim dim I’olarisatiim hrrruhrt'udon Tlioil hinzu- 
ifiigi'n. \Nt'nn wir atmidumai, dass Ind umnulliidi sidiwacdicu 
tvi'mum dia I'nlarisatiou mil dt*r Strim)ilicht.t' proportional soi, 
\ t’olf^t auM dmu Ausdrurk iTir < (/*, f,:, dass (p., im Ihumd- 
tdion wit' dio drittf I'titon/ von 1 r vo r.soli wind on muss, 
nd daraiis orgii'ht Htoh, dasn o cp ITir oin unondlioh wai'lisoiukiH 
iiioht iilosH t-ndlirh hloihrn, somlorn vi'rsodiwindini muss. 

l)(‘nniaoh on^'ht-n rdoh ans unsoron Voraussotzungon iud;or 
orucksiohtiitund <h'r I'ularisation I'dr das I’oto.utial (p im statio- 
iirou Zustando die rohfciuioii lioditipiuuffon: 

[) / (f 0 t'lir • 1), 

2) (I , ' I’uuot. oimt, im Punkt.o v, 

' 4 .t A p ' ’ 

i) (f ■ K fiir t), r • f<, 

1) ^ n t'iir 0. r - rp 

't) o tp 0 im rumiiUiolmn. 

Wir kttnuon di»' Anff^uho aln*r uuoli duroh oitu', oIwuh andoro 
rHotzrn, hoi dor wir uns dio Fliihsi-'koil don gan/am uiiond- 
.clu'u llaimi, uuoh fur jmiiutivo 
UHfiUlond donktm. Wir tiigon dunii 
(ti I’unkto r' oino Mloktrodo von drr- 
tdhon SirmuHturko j hinzu und ht*- 
tiumioii dio Knnrtiou q no, dass sin 
in ganzon Uauiiio dor nodingung J (p 
0 goin'tgi. dasH sio im hiimrn dor 
a'oiKfliioho eifi tlon ooustunfon Worth 
“ A’ orhillt uml in doin I’unklo r \uid 
' dor Ik'dingimg ri| goniigt. Dioso 
MUiotinn (f goniij't ilor liodittgung (4) 

’Oil Kidlthl und Htiinmi iVir positive ^ 
nit dor dnroh die ursprunglioho Aufgahi* goforilorton Funotion 
ihoroin. 
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Das so gefasste Problem kbiinen wir aber aucb als ein 
eiektrostatisclies cleiiten. Es liaiulelt sicli daiin uiu das 
Gleicligewicbt der Elektricitat aiit einer Kreissclieibe aft miter 
dem Einflusse zweier gegebener, in den I’linktcAi c, e' c.oncoii- 
trirten gleiclien Elektricitatsmengen Pediiiguiig 

(5) besagt dann, dass die gesammte, in den Punkton o' niid 
auf der Kreisscheibe angeliiiurte Elektricitiitsmoiige gleicU Null 
sein soil [§. 128 (8)]. Dieses eloktrostatische Problem ist aber 
durcb diese Bedingungen vollstiindig bestiinint, und der constaiite 
Potentialwcrtb —E in der Kreissclieibe ist glciclifalls diircli die 
iibrigeii Bedingungen bestimmt. 

In unserem Falle aber ist E gegeben, und daraus lolgt 
eine Relation, aus dor man den unbekauiitcn Radius a 
2 u bestimmen hat. 


§. 181. 

Dor cylindrisclie Fall. 

Das Problem, was in don Cx-leicbungon (]) liis (5) dcs vorigon 
Paragraplien entlialten ist, geliort zu einer Classe von Aidgaben, 
die nns schon melirfacb uniiberstoiglicbo nindernisse in don Wiig 
gelegt liaben. Diese Scliwierigkoit bosteht darin, dass die (Jrcmz- 
bedingungen sicli tlieils auf die Function cp selbst, tbcilH auf 
ihren Differentialquotienten bcziebeii, und wir sind bis jet/t iiiclit 
im Stande, diese Gleicliiingen m integriren. 

Dm aber dock ein Beispiel zu liaben, was von dem Vorgiingi' 
■eine richtige Vorstelluiig giebt, groif'en wir zu oinem AnskiuiftB- 
mittel, was ims sebon oft gate Dieiiste goleistet hat, wenn sieli 
die dabei vorausgesetzten Verbaltnisso anc.li scliwer genau r(>ali- 
siren lassen, wir iiehmen den cyliiidriselien l^'all (i^. IHB). 

An Stelle dor Elektroden e, c' nolinicn wir zwei auf der 
Ebene der Fig. 72 senkreebto, nneiidlicli ausgedelinte, linearo 
Elektroden. An Stelle dcs Kroisosa^ in der Fig. 71 tritt eiu 
diesen Elektroden paralleler Stroifen von dor Breito 2«, desaen 
Spur in der Ebene dor Fig. 72 gloichfalls mit aft bozoiolinet ist, 
und wir kbnnen als wirksaraes Hiilfsmittol die conformo Abbildung 
anwenden. 

Im Falle der elektrisclion Strumuiig braneben wir niebt ciii- 
mal die Elcktrodonlinion und dcii Streifeii nneiidlicli anzimcdmion, 
wenn wir nns die ganze Vorriclitung durcb zwei auf der Rieli- 



\h‘V ryliiMlris^'lu' Kali. 


tiiug tlt'J’ sciikrcchlt'. alsu luit dor Miu'nc dcr l-'i”. 7’J 

})ar!iU('lo, ui(’htli'itt*udt» Khcui'ii bi'i^rrn/.t. di'ukt'.u. 

Wt'iiu wir di»' .r ij-V.hcnv Nfukrecht m dcr Uiohimif? dt‘r 
Elektrodon Ir^ru uiul ,r ; i ii scK/.i‘u. so luuHs jot/.t also (p 

l’‘tr 7 :!. l>'i|.-;. 7 .'!. 


(lor nodlo 'ritt'il oilier Fauetioii doh romplexeu Arg:u-- 
monti'H « hfin, uud es nius*. |^. Itu; (t;)| 

U 1*>U p > t'uuft. rout, ill i\ 

(ij 

; I 

hn^ y i {tUlil* cniit. Ill t\ 

V* ^ k 

fonun* (/ HU tier roellini Axo /.wi'.rUini « uud (i den eou- 

Btiinten Werlii /*.* hnbon. 

Illl rnelidlu'lion mil,in (p gleirli Null noili [^. Idd fliuj. 

Wir Inldou die j^au/ii unondUrhe ^'•-Klnnie, die, 

durrh beide luiinb-r (b-n t'rbuittoH «|l bi-i'reny.t ifni, in eiitor le-Fboiio 
tiuf deu Kiidirilikrc'in ub {Fiu. T.'J}, no diwn del' uueudlielt feme 
runkl in der , . I’.bene dem N'ulljnmkt d'T /rMbeiie entsprieht. 
Da/.u liftbeu wir tlie Mitti-l in tleii f,i. t'bJ, 140 keiunni gi’lenit, 
wonueb sieb er^lobt 140 lai! 


und dureh Intei'nitnoj, wenn die Integratiousemoduufeu darans 
beHtiuiml werdeu, tliee* i tt int fur ir 1 und .. 0 fiir ir i: 
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( 2 ) 


w = 


^ 


a 


a2 


Das Vorzeichen der Quadratwurzel ist liier so zu bestimmen, 
dass w fiir ^ = oo nicbt unendlicli, sondern Null wird. Dies 
tritt dann ein, wenn die Quadratwurzel, so lange ^ .reell, positiv 
und grosser als a ist, positiv genommen und dann in der zer- 
sclinittenen ^-Ebene stetig fortgesetzt wird. 

Die Bilder der Punkte e und e' liegen in der lu-Ebene auf 
der imaginaren Axe und zwar in den Entfernungen 


(3) 


i y = i 


y c2 4-«2 


c 


vom Nullpunkte. In diesen beiden Punkten wird cp unendlich, 
wie es die Formeln (1) verlangen. Ueberdies ist <p der reelle 
Theil einer Function des complexen Argumentes lo 

<p + 


Die Function <p ist an der Kreisperipherie constant, gleich 
— und im Kreismittelpunkte = 0, Diese Function lasst sicli 
bilden, wenn man ausserhalb des Kreises die Pole e^, el der 
Punkte e, e' nimmt. Ist dann x ein variabler Punkt und (ex) 
die Entfernung der Punkte e und x, so wird die Function 
^ (e x) (e' x) 

’ lej^x)(eix) 


log 


an der Kreisperipherie constant, und im Innern nur in den 
Punkten e, e' logarithmisch unendlich und man kann demnach 
(p als reellen Theil der Function 


% 


’ 


y—3 _j_ 1 
_j_ 1 


ansehen, die fiir w — 0 verschwindet, und deren reeller Theil, 
wenn der absolute Werth von tv = 1, also tv mit tv-'^ conjugirt 
imaginar wird, den Werth 

_i_ + 1) 4-1) 

4 zr 2 ° (tv- y 2 _|_ y 2 _j_ 1 ) 

erhalt. Dieser Werth erweist sich aber von iv unabhangig, niim- 
lich gleich jlogy/nX^ und man erhalt also, wenn man fiir y 
den Werth (3) einsetzt: 

j y c2 -U a2 _ c 



riniMii ('ylin(h*r. 


4 


2. runnnur in 

Liisst man tc von t) his ./ •rrhcii, so f?cliL die rt'fhli' Scito 
(,I ) slots ahnoliiaoml \ou / his I) mid ninnnt also jcdcu 
tivi'U Wcrlli /■-' oimnal an. Ks ist, also n (lurch dim Worth 
E mill die soiistii^cn Ihattm lies I’rohlmus iduihuitip; hcslituml, 
(>s ist dahid ‘/ii hemerkeii, dass << uni so klciiicr wird, jo 
,scr uuter soiist «deichon riiistiindou die oloktromoiorischo 
ft E dor I’lilnrisatiou ist. 

IS'i. 

Striimnil*r in oiiiom ('ylind(‘r. 

Wir hotraehtoii jot/.f uooh doii Fall oinos KroisovlindorH uiul 
iiioii dor I’hntachheit halhor an, dass dor oloktrisoho Strom 
:'h /.woi }muktformi|,to Kh'ktrodeu iu doii Mittol|mnktim dor 
udlliichon alls- mid eiutritt. I)io in I7t) goi^ohomm l-'ormoln 
Rio.manu, die dorl iVtr oiuo unhogrou/.to idutto ahgoloilot 
1, Insson Hii'li loirht so oruoiforn, dass .sio auoh fiir oiuo (lurch 
jii oylindornirmigim Hand hogronzlo Tlatto golfon. Dif'so 
lum ahor, die di(* lloHsorHohon Fuuotionon fiir oiu inui^diiilros 
;uiiiout- oiithaltcn, siud wot^on dor Art ihrm* (kuivor|4ou/. iiiir 
duiiiu' I'lattou uud iu ffriisHoror Mid forming von dor Axo. 
amdlmr. Fiir oinon F\Undor, dosson Miingo iin Yorghdeh /.uin 
.’C.hmoHsi'r gross ist, sind die Fonmdn, dio wir dori '/.uorst cr- 
ton halion, in domm dio I!*>54.std' hoIiou k’niictionon niit roollom 
Ciinimit Yoi'komnion, widt hossor anwondhar. Kirrhhofr hat 
■40 Forinoln ahgohdtot, nni wdno Mrdhodo ‘/ur Hostinunung don 
ictriHchon Moitvoriniigons auf cylindrisoho Stilho anwondon '/.u 
inon •). 

Bo/.oichnon wir also don UudiuM dos CyliiidorH niit I und 
lalton sonst die llo/oichnuug doa IT'.i hoi, mo wird das idok- 
icho I’otoutiid jol/t (lurch tolgondo Hodingungon hostinmit: 



t( fiir r 


' liir ” I /n r • 1 . 

t M 

*) Hst/snir^horjchto ih-r IlrrliioT Aktoloiuif, 'Jii. Ajudl 1 '-*h:s. 
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Hierin bedeutet 0 eine Function von r, diircb die das Eiii- 
strdmen der Elektricitat in die Grundflaclie dargestellt wird, iind 
die, wenn wir, wie in §. 179, ziinachst eine kreisformige Elektrode 
annehmen, den Ausdruck hat: 


(4) 


0 = 


2 7tXri y 
= 0 , 


r < r^, 
r > r^. 


Im Endresultat lassen wir = 0 werden. 

Nach den Bedingungen ist go eine ungerade Function von s 
und dadurch reduciren sich die beiden in (3) enthaltenen Bedin¬ 
gungen auf eine. Den Gleichungen (1) und (2) wird aber ge- 
niigt durch jeden Ausdruck von folgender Form: 


(5) go = ^0^ -[- 2 ^ ^ 


wenn J(x) die BesseFsche Function der Ordnung Null bedeutet, 
und wenn Xv die sammtlichen Wurzeln der Gleichung 

( 6 ) J^x) = 0 

durchlauft. Zur Bestimmung des Coefficienten J.o, J-i, J-a,... eriialt 
man aber nach (3) 

A + J(X.,r) = <&, 


worans nach §.79 (10) 


(7) A, = ‘x\^0rdr, Ay = 
0 

Nun ist 




r d r 


2 j 0J{Xyr)rdr 
0 _ 


und da wir fiir ein unendlich kleines r in den Integralen (7) 
J (A^r) = 1 setzen konnen, so folgt aus (4) 

“ '^1 A,(e'-F‘ + J (A,,)^’ 

Fiir die Anwendung der Kirchhoff’schen Methode kommt 
es darauf an, den Werth gp^ der Function go fiir einen Punkt 






Kuj.!;fl im iMuistiiiitiMi S ( r u m fi-l lU*. 


177 


S3. 

' Peripheries eh's (Irumlkreist's, ahsi) fiir - //, r 
muon. lUerlTir erhillt. man naeh (fi) luul (s) 


- (h 

.TA \ 




1 ^ 
A, 


1 zn hc- 


Ha A, uiiKeiahr ■ ■ .‘1,8 ist-, so winl, wtmn //■ eiuigt'.rnuuiH.seu 
)SS ist, (1. h, wenn die Lati^e (h-s {’•ylinders aiiedi nur niu 
saige.s Viedfaedu's stdncK Hadins ial, init ^j^roaser AnniUnsninf? 


jot'/t warden durfen, and man erhiili ana (!!) 


'I •' iC* 

i hiur vnrk(aunH*ndis Huiuiue 


\ 


A, J(AO 


fiinf' rt'int' 7.ahl, i'ur dies Kirehhnff den We'rih 




1 

A.,/|A.) 


(kdH.l71) 


recluiet, and elaraa.H eri^iebt sieli, wenrn nuui jet/.t eleai Ivadian 
’- 111 . ineslir niit 1, Heauh'rn mil. li lee/.ideluud, unel elie Pinu'n- 
incai heaichtet 


1) 


<Pt 




JL n,:ks.i7n). 


laa. 

Kagel im e’ftnHtanlen Streunfelelo. 

Wir wedlcai hier inadi edn BedHpiel fiir eiucs ande.res Art. vein 
'olilemea iiiier Hfationitre Slriiuie* htdiamledn. 

Kh H(d eiu nlh uuhi'gren/.t an/aiHehemler lasiter von einein 
tiHtaaten olektriKedmii Strnme* in finer leHteai Iliohtang dureh- 
lasea, er hilde ulaei fin e’tinstantfH Streiml'esld. In dicHcH 
del werdei eiu Kdrpm’ van anth’rs*m ladtangHve-rnuigmi hiuein- 
braedit Dadareh wird slaM Fedel veTitmh’rt, ami ilieHe Ae-ndr- 
ug ist zu li(‘stitaim*n. 
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Der Einfluss des Korpers wird sich luir iiiif eine ciidlicho 
Entferniing liin nierldicli macheii', ini Uiiciullichcii kuuuuii wir 
nach wie vor das B’eld als constant bctraclitoii. 

Um nun die Differentialgleichungon fiir dieses Prehleni auf- 
ziistellen, bezeiclmen wir mit A, das Ijoitvernuigeii dos uiieud- 
lichen Feldes, mit das des cingotaucliteu Keirpers, luit j dii^ 
Stromdiclite im unendlicben Ecdde, und wahloii die Kichtuiig 
dieses Stromes zur positivcu a;-Kiehtnng. 

Es ist dann in dem iingestbrteu Felde das oluktrisebe Ib)toiitial 


( 1 ) 

Nach Einbringung des Kiirjiers sei 95 ^ das Potential im 
Aussenraiime und iin Innerii des Kdrj)ors. Wir babeu dann 
diese Fuiictioncn den Bodiiigungon gciuilss zu bostiinmen: 

( 2 ) 0 , =::: 0 . 

Ist n die Richtung dor Nonnalo an der (ironziliLoln', gleicli- 
vicl in welcliem Siiine positiv genominen, so muss an der (irenz- 
flaclie 

(3) 9. = <P-., 1, 

^ ^ vn “on 

scin, und 

(4) fiir CO, 

Der Einfacldieit lialbor iiehmen wir zwisclien dmi beiden 
Leitern koine Spaiiimngsdiirorenz an. Die Borrudcsiidiligiuig 
eiiier constanten Spannungsdiileronz biitte aueh keine Sidiwii'rig- 
keit und wiirdo zu dmnsolbon Rosultate fiihiam. 

Man siobt nun, dass diese Dinerentialgloiehungen mit ihrmi 
Nebenbedingungen dieselbon siiid, die wir in M 7 fiir die 
inagnetischo Induction einos Kiirpors von weicliom Eisou in (‘inem 
constanten Magnotfcldo crlialten babeu, und es Bind also die dort 
gegobenen Rosultate liior unmittolliar anwendbar. 

Nchmen wir z. R. an, dor ciugotaur.hte Kiirpe.r sei eiius 
Kugel vom Radius c, und os sei r die Entfernung einos variableu 
Punktes vom Kiigelmittolpunkto, so kiinnen wir den Ansatz 
maclien: 



worin A und B noch zu bestimmonde Constanten sind. 


I 


I 




JSU 


( r r 

i liiirart'u (UfichuuL’cu: 

,1 


/>’ --- 1 


A., n I 


'J A 


A, A, 
!A, I A. 


‘^A, i A, ’ ' 

''■' ’a, ' 'JA. I '/., ,■)■ 


) 




llicraUH i-rlirllt, duss iin Iniu’rn (Ut Kugtd dit* Strilinimg 
radlini^^, dor .r-Hi(dduu^'j panddd, vorliluft luul zwar mit tdiior 
chtigkt'it 


2A, j A, 


1st bt'iH|)ifdsW('isc dus L(dtvcniiidj,.t<‘ii tier Ku;.!;td micudlirh 
OHS im Vri'hiiltttiHst' zii dciu drs mn^fl)ondi*u Modituns, so ist 
3 Stronuiiridi* in <l(‘r Kugrl das Drcalarlir vnu dor im un- 
diiclu'u 1‘ddtli'. 

In (lain dio Kngrl tuugidit'itdt'ii Ftddo himl die Str(iutHni(*u 
ohi muhr gtnadliui^', smidorn nia wordou goi'on ilia Kugid luu 
golunkt , win t's die Kurund {',>) zoigt. Nddimou wir aiudi 
ar X<x uitfiuUioh gross, so tulgt 


ul dor iiuflorr oxtrcmo FalU iji dom <l»*r ciugctaurldi' Kiirjn'r 
.1 Nichilcitor, also A^. ' - l) ist, gitdtt 


) 


nh 


Im Fallt! fS) int (;■ 


II fiir /' 


c and dif KugclidifrllarlH'' 
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ist Niveauflache; die Stromlinien miinden senkrecht auf die 
Kugelflaclie, Im Falle (9) ist d g)i j dr = 0 fiir r = c, d. h. die 
Kiigeloberflaclie ist von Stromlinien iiberzogen. 

Weit scbwieriger wird das Problem, wenn die Polarisation 
an der Grenze (nacb der Annabme des §. 180) beriicksichtigt 
werden soil. Fiir den Fall, dass der eingetanclite Korper ein 
nnendlicher Cylinder ist, hat Volterra die Differentialgleichungen 
integrirt i). 


0 Atti della R. Accaderaia di Torino, Bd. XVIII, 1882. 




Dreiiiiidzwanzigster Abschnitt. 

Elektrolytisclie Yerschiebungen. 


§. 184. 

Differentialgleichungen der lonenbewegung. 

Wir haben im neunzehnteii Abscbnitte die Differential- 
gleichungen fiir die Bewegung der lonen in Elektrolyten uiitei* 
dem Einflusse des elektriscben Stromes aufgestellt und wollen 
Tins nun mit den Fallen bescbaftigen, in denen eine Integra¬ 
tion dieser Gleiclmngen moglich ist. Es treten nns dabei zum 
ersten Male nicht lineare partielle Differentialgleichungen 
entgegen, deren Integration nns neue Erscheinungen kennen 
lebren wird. 

Wir erinnern zunacbst an die Differentialgleichungen und 
an die frliher gebrauchten Bezeichnungen. Es ist 

R eine bei constanter Temperatur unveranderliche uni- 
verselle Constante. 

■jzV ^011 einem Grammion mitgefiihrte Elektricitats- 
menge (-[-'»? fiir die Kationen, —rj fiir die Anionen). 

a, /5, 7 , ... die Concentrationen der lonen, also gesuchtc 
Functionen von Ort und Zeit. 

die entsprechenden Beweglichkeiten, die im 
Allgemeinen von a, /3, 7 , ..., aber in gegebener, wenn 
auch unbekannter Weise abhangen konnen. 

(S der elektrische Kraftvector des Feldes mit den Oomij)o- 
nenten Ex-, Ey> 

Eiemauu-'Wober, Partielle Differentialgleicliuugeu. 31 
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Dann haben wir fiir jede der lonenarten eine Differcntial- 
gleicbung [§. 161 (10)] 

(1) ^ == div (— B a grad a ip a a ®), 

und ausserdem fiir die Bestimmung der elektrisclien mid magne- 
tiscben Kraft die seclis Maxwell’schen Gleiclnmgen. Als mi- 
bekannte Functionen der Coordinaten und der Zeit sind dann 
zu betracbten 

a, /3, y, ... Ey, E,, Mx, My, 

nnd die Anzabl der Differentialgloiclmngen stimmt iibereiii niit 
der Anzabl dieser Functionen. 

Wir machen aber jetzt die Annabme, dass die elcktrisebcn 
und magnetiscben Krafte in jedem Aiigenblicke den Bedingungen 
des stationaren Zustandcs geniigen, dass also d^/dt nnd 
dW/dt = 0 gesetzt werden kdnnen. Diese Annabme ist zwar, 
wenn die Concentrationen veriinderlicli sind, nicbt in albu’ 
Strenge mit den Maxwell’scben Gleicbungen verti'iigli(;b. tSie 
wil’d jedocli zuliissig sein, wenn die Vorandorungcn der Coii- 
centrationen niir langsam erlblgen, wic cs in den Versuoluni 
immer der Fall ist. 

Nacb dieser Annabme ist der elektrisebe Kraftvecdor eiii 
Potentialvector, also 

( 2 ) = 

^ d X ^ ay () a 


ist die Leitfabigkeit der Ldsung, ferner 

(4) 3 = A grad cp 
der Vector des Leitungsstromes, und 

(5) i ^ 

der Vector des Diffusionsstromes, so dass bier der loncn- 
strom 

(6) S -I- = <S 

als der wabre Strom anzusclien ist (§. ICl). 



niiiiln*. Kkikl.ru 



185. 


•isa 


Die Dic.liti^keit dor walirou KloktrioitiLt ist gUucli ij I c 
I 101 (8)1 uiid (la. 7} s('lir gross ist, so ist iiidiozii 

(7) -I ™ ^1- 

Dii'so Jtolatiou uoliiiK'u wir j(>t/,t als ornUlt iin. Dio Liisnii' 
ist da,im an j('(lor Stollo .,ii o, u t r a 1“. 

Dio Dinmnitialgloicluiiigoii (1) orlialitai daiiii dio. (lesta.lt 


(S) 


'<) a, 

yj 


n 



('a 
f' a 

( H 
(■ tl 



Of/' .. f'</' f f/M 

\('(iK , ('(ta . ( (tK 

[ o.f: f'/y ' o.: ) 

Die An/ahl d('r (Ik'.ic.hungon (7), (8) Kiimmt jot/,t bondts mil 
(Icr AiizaUl tier zu btistinuuondt'ii Kunetioiuiti «, ip iiboroin. 

Weim wir diti (llo.iohung (8) mil 1-;)/ inidiiplioin'ii uud diti 
Summe bildoii, so I'olgt iiach (-1), (0) luul (0) 

(9) div 8 • ’ 0, 

eine Gleio.lning, dit^ also bier iiiolii lur den Ltiiiuiigsstroiu, witi 
bcini atationilren Zuslandt', Hoiidt'rn fiir di'ii aus Doil.iingsHti-om 
nnd Din’iisionsstroin /.usa,nuu(‘iig(',HoizU!U loiiouHlroin gilt. 

Die Ileweglifdikeil.e.n (gktiiiut'u boi geiiiigonder 
Verdiinnuiig dor Idisung ala eoiiHta,iit botracb t(-1 we.rdtni. 


§. 180 . 

Binii rt'. K I ekiroly to. 

Wt'.im wir (li(5 Heweglicddceittai als eonstaiit nnmdunen, so 
lasst aicli auH dtui vor.sitdu'iidt'n AiiiiabiiKUi ztuiiitdi.st eiii ein- 
facliGS nnd He.lu’ine.s Uosultal. abloiteu tar de.n Kail, dasa zwei 
[onenarten in dor Ijdsung vorliandtni aiiid, also lur de.n ball 
3inea biiulron Fdekirolyteii. Diti beideii Conet'uirationeii aind 
sinandor gleie.h, also « /j, dio rtewt*gliebkeiten kiiimtiii n,bor 

sferscliiodon atdii. Dn,nn erlialien wir aus 18-1 (8) zwoi (lltd- 
3hung(‘ii lur « and rg, uiimlitdi weiin a, « sic.b Jiaf daa Katioii 
.lezicdien: 
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3 “^ 


000 ^ 0 001 

OU -— C (X —^ 

T^+ 


( 1 ) 


0a 


ct 


— Rb’/la — rjb | 


0qo 
0 rr 


0 X 


+ - 


c'2/ 


■ + • 


woraus sicli (lurch Elimination von go ergiebt (indem man die 
erste mit 0, die zweite mit a multiplicirt und addirt) 


( 2 ) 


0 a 

0i 


2R al 


a b 


f 


und aus einer der beideii Gleichungen (1) erhiilt man fiir go die 
Gleichung 


( 3 ) 


0 a 


0 


0 a 


0 ao 


+ - 


09 


dtj 


+ 



a — b 0 a 
2a brj dt 


Die Gleichung (2) ist dieselbe, die, .wie wir spiiter noch 
sehen werclen, die Warmeleitung in einem homogenen isotropeii 
Korper bestimmt, wenn a die Temporatur und 2 It ab j {a b) 
der sogenannte Temperatur-Leitungscoefficient ist. 

Man kann nun, wenn es die Grenzbedingungen gestatten, 
die Differentialgleichung (2) fiir sich, ohne Riicksiclit auf den 
elektrischen Zustand, integriren, und nachtraglich aus der Glei¬ 
chung (3) das elektrische Potential bestimmen. Wenn z. B. in 
einem unbegrenzten Felde die Concentration a zu Anfang (fiir 
t = 0) als Function des Ortes gegeben ist, so ist schon allein 
durch die Gleichung (2) die Function a fiir alle Zeiten be- 
stimmt. 

Die Diffusion ist also dann unabhiingig von dem etwa 
gleichzeitig stattfindenden elektrischen Strome. Es ist 
aber, wenn a nicht =0 ist, und a von t abhilngig, mit der 
Diffusion immer nothwendig ein elektrischer Strom verbunden, 
wie ihn die Gleichung (3) ergiebt. 



\'ill ('iiKM- Diiui’iisiDii. 

Dio Diiri'r(*iiti;il|i;loi(‘hungon niiso.ros Pi’oblcins vort'inraolu'ii 
sii'.h wosonUicrli, woiiii wir jiniicliuuin, duKs tU'V f^oui/.o Vorguii^ 
inir voii I'.iiK'i’ I'iitnnliolii'U ('oordiniil.c' ./• ;d)hiLii}j;'t. Dioso Vornus- 
sotzung ist. pntkl.isch Iciohi. zu n'nlisiro.n, woini iiijui sitdi di(^ 
(dckirolytisclio l'’liissifjtk('ii in (dni' o.yliudrisolu'. (Uusnilin* oin- 
^(>S('hl()SS('ii (b'ldvt, di(^ voti oinoiu zu d('ii Wiiudcii pMralU'lon 
(d('lv(;i'isc]i('i) Sli'oiiU' durcdiilossoii isl. 

Dio V(>rf^iiiip;o au d('n Kltikirodon iidiHson hi('i’ dio (Iron/.- 
l)('dinp:unfj;oii fj;ol)('u. l):i dii'si'. alan* nioht nnr luatlitMualiHoli das 
Droliliiiu s('hi’ ot'H(diworon wiirdon, sondc'i'ii auoh ziir Zoit physi- 
kalisoh iiooli luo.hi zii rorniuliroii siiid, jiuisHtui wii* dii^ Mbdctrodou 
in unoiidlirlu'r I'adrormuip: donkcai. Das Mi'gtibnias isl; daini Ix'.i 
wirkli(*li(ni \’(>i’|filii^oii mu’ aid’ cbui 'rh(\il dos Apj)ara.l.('s auwiMid- 
bar, d('r sioli in |.p‘niip:ondor Knllbrnunp; von do.n Mbdvirodon bo- 
iiiubd. 

Wonn Nvir also jolzt. ilio Annabino, niaohon, dass dii* D-on- 
{•■ontrationon and ilas oloklriso.lu’ I’oti'idial nur von dc'r oiiion 
(’ii)ordinato ,/• abhiingon, ho orgobon di(i (do,ioluiiig('.n vj. ISI (S) 

( a ('(V 

(' II (ULU ■ 

, < a ,, f'.r , ( ,r 

( 1 ) . - h \ 11 

I t ( .r I'.r 

Di(* (iloiobung Is I (i)), di(' jo.lzi di(' oinlaodn' DostaU, 
(■ H.,' < .1' 0 oi’biUt, Z(‘igl, da.HH (bu’ tdcddrisolio Slrotn, dor 

jo.izt. nur in tbu’ Uioldung dor .r-Axo lliciSHi, oonstani odor wonig- 
stons nur von dor Zoil ablulngig isl. Wir bozo.iohnon dioson 
ooiiHtatdiu) Worth init N, vorsti'hon also unto.r H di(' gogidanio 
Stronidiobto, dio in tloni Ajiparati* vorbanthui ist, dio. wir mis 
oonstaid, orhnlton odor auoli nut dor Zoit. voriindorliob donkon 
kinuimi. 

Hh orgiobt aiob daiin aus (1), (n) nnd ((i), Is I 
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Der naclist einfache Fall, den wir jetzt zu behaudeln haben, 
ist der von drei lonenarten. Diesen Fall erlialt man, ■wenn zwei 
Verbindungen mit einem gemeinsamen Ion, etwa Chlorkalium 
imd Chlornatrinm in einer Losung gemiscbt sind. Es seien also 
oj, die Concentrationen der Rationen (Kalium und Natrium), 
Q die Concentration des gemeinsamen Anions (Chlor), a, h, r die 
entspreclienden Beweglichkeiten, die wir als constant anselien. 
Es ist dann znnachst nach. §. 184 (7) 

(3) p = a -f /3, 

und wir erlialten die drei Gleicbungen (1) 


(4) 


o o(p 

-0 ? « 
da ^ c-oi , ox 

— = lia -—r -f- a —-, 

dt ox-' ox 

8/3^ 

0/3 T,, 8=/3 , , ' ox 

— Eh rjh -, 

dt dx- dx 


0 Q 


d(p 


d Q -D . 

dx^ ^ ^ dx 


d X 


und fiir die Stromdichte erlialt man aiis (2) und (3) 


Mit Hiilfe dieser letzten Gleicliung, in der S als eine ge- 
gebene Constante (oder Function der Zeit allein) anzusehen ist, 
und die eine Folge aus den Gleicbungen (4) ist, kann man ip 
aus zweien der Gleicbungen (4) eliminiren und erbiilt zwei Glei¬ 
cbungen fiir die dann allein nocb llbrig bleibenden unbekannten 
Functionen a, (3, 





Isitu' j) jLi'iiiMilI j()huii^. 

Wir stolU'ii nun die' I'ra.ao, oh niu Zusiaiul nu’iKlich ist, dnr 
sicli mil ciiK'r lumslaulcn <l('sc.h\viiidi}j;k(‘it n in dor h’iohtmif^ 
ih'i- positivnu .r-Axo lorlpllnu/t, mil, aiuh'ri'.u Worhm, wir fraj^^on, 
ol) wir den (U('icliunfj;('n des vori”:t‘n raraf>;raph('.u picmii^nni kdniK'n, 
we.iin wir a und /i als FnneliomMi vou x — nt anselion, Wenii 
die.st'. IUMliniLj:uni; erlTdlt. ist, so ist, 


iiiul die. (ih'ieluingi'n (-1) 18(i Insseii Hieli, weiin man dii's (un- 

scd.zt, in Heiaifj; aid’ ./■ itd.i'{.a*iren. Man erliiilt so, wenn man 
di('. Inlepfraiionseonstanten init .1, //, (' ht'ztue.lnn'l,: 

« e [ tt h _ I (Uju ^ /I, 


/),• I Hi'I‘I I lnill'^‘'y n. 


uiid auH Isil) (a) I’olpd 

Cl) //(f'. d - .. C) ■ .C. 

Zur llestimniuiig der t’.tmsianten /I, />’, ( \ v iniiKs(ui noe.h 
diHii weitere lUHlingunfjjc'u liinzukommen. Wir ('.rlialtcui alxir vier 
iledingungeu, wenn wir aniuilmum, dass fiir x ' | '/* und 

x - ■ •/. die (loneeutrntinnen a und ji gOf,,n‘he.n sein solleii, 

und diese Wm’ilui kinuum also tdedd. gan/, von (una.mhu’ uii- 
aljhilngig sein. Wir wollen anneiimen, dass auf d('r eimui Seile 
im UneutUir.hen nur die lieidmi louenarUm /I li, auf d(!r andere.n 
nur lUl in der Ldsung vorhaiuh'n hcucui, oder, was dassidho ist, 


I)ann (‘rgehon sieh die*. 


•/ ; « ’ , [i ■ 0, 

/ ; «->(), (i - li,. 

’onstunten J, // heidi; gloieh Null, 
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ist diirch die gegebene Stromstiirke unmittelbar bcstiiiimt. 

Setzen wir x — co, so ergiebt sicli aiis dor ersteii iind 
dritten Gleichmig (2), weil im Unendlichen ‘dal'dx — 0 ist: 


ojo-y — rijao 


iind da rails : 
( 6 ) 


09 -.- 

09 -- 


Cz 


— 

"" (a-f r)’ 
und ebenso ergiebt sicli aiis x z= ca 

rn-. 

Dadurch ist nicbt nur die Fortpllanzimgsgcseliwindigkoit y 
bestimmt, die also mit der Stromstiirkc proportional ist, sondiirn 
es zeigt sicli aiicb, dass die Concentrationeii «o, /i„ in oinoiii gaiiz 
bestinimten Verhaltnisse steben mlisscn, wonn uiisere Aiinahnio 
zulassig sein soli: 

(S) «« : A = ■ T-X-V ■)• 


a -P 1 


'■) Um von der Grosse der Gescbwindigkoiti; oino AnHc.liauung zii bu- 
komnien, mogen folgeude Annalimen gcmaelit sein. Nac.li KohlratiHeli 
iat der Reihe nach fiir Kalium, Natrium, (Jhlor im aliHoliittiu ('.U-ktro- 
maguetiachen Maasssyatom (C. G. 8.) 

y a = 64 .V h = 43.10“’^ y e rr: (55 .1 
also, da ?; = 9650 zu setzen ist, abgorundet: 

a = 7.10~^®, 5 = 5.10""^'*, 0 = 7. lO™’", 

folglich fur K Cl: 


Nekmen wir eine V,o-Normallosung an, so wiiro n,, ;= (),()()()l zu Hutzen. 
Wenn wir ferner im elektromagnetisclien Maassaystom H r - 0,001 set/eu, 
d. h., wenn wir durck die Einkeit dea Querscknittos einon Htroni von dor 
Starke von Y^qq Ampere geken lassen, so liaben wir (gleiokfalla in elo.ktro- 
magnetisckem Maass) ^ = 9660 zu aetzon, und der AuHdruok (0) ergielii 
__ 0,001.0,6 , , ! 

' - 0060.0,0001' ■'““1 = aSiT- 

Es wiirde also bei dieser Geschwindigkoit dorZuHtand in 2000 Secimden 
um 1 cm, und folglicli im Tage imgefilhr um 43 cm fortriicken. 
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purticu llU'C IjOHllUn'. 
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Uin Kunciioui'n «, /i zu Ix'stimiiion, f^^oiiiigt es jcizt, weim 
wir sic fur (uiu'ii l)rHoii(li‘ri'n Wurth vou t, otwa t 0, crmittulii 
konneii. Ihuin uiu Hi(' (hum a,llguiuuin zu orluiUuii, hraucht 
man uur a' ■ vl an Stullu von .r zu Hotzun. Wcnn man abur 
,iul J> 0 sutzt luul (hum (lurch rz uml fj dividirt, 


(2) A und J> 
I'olgt 


und dara.UH (lurch Inh'gration 


NTacd) (1) muss dicscr(,hiot.i(uit uuondlicdi \vtM’(l(>n hci ;cr“-—<-/, 
und Null luu — -[■ ,/), 1 ''h Ist also uusciu'. Anuahnm hci posi- 

tivoni H uur mii dcr Voraussutzung 

(11) a h 

vGi’triiglic.h. jlm (‘ulgcgciigcsctztcii l<’a.ll('. liiltt(i imin hci’('.its in dun 
Gloicliungcn (1) das V()rz(dclu'n cuigcg(mg(‘.Hc,izl mdmmn miiHsc,n.| 
In dom UciH))i('l (Oilortialrium - I’-hlorkalium wiiiah'. also n (huu 
Natrium, /I (huu Kaliutu tmlspia'chcu, imd dic^ Waudorung gudit 
in dor Ilic.litung vom Natrium zuiu Kalium, 

Vxohi a; vou • </• zu j ■ •at, so (lurcldiluft rz//J alio Wortlui 

von Unoudlich zu Null, nimmi also auch don Wtudh 1 an, und 
woiui wir also in (10) dit*. (lonstaub* 1 Hoizou, so v(n’nig(m wir 
damit uur iihcr den Aniangspuukt dcr .r. Wir (-rhaltmi daim 


') Hci dr*r nlii|4;t'U Altllllhuif 

C ■ 1 2(H«I, J{ *i, IM . lid", 

wiirdc Hic.li liitTioUi ((iifxi'fidu* ('rgchiai 


7, 10 
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Um cc, /3 selbst zu bestimmeii, fiilircn wir eiiic neue liiills- 
function -ip ein, indem Avir nacli ( 12 ) setzcn: 

(13) 

(14) ^ + /3 = ^ (e~ + r '"'•■), 

unci die beiden Gleicliuiigcn (9) ergobeii diuiii 

iiud durch Integration 

— (f) 

(15) ^ . 

Eine willkiirlich.c Coiistantc brauclit bier nicht l)cigotugt zii 
werden, da es auf eine additive Oonsta,ntc bei 9 niclit a,n- 
kommt. 

Um aber endlicli nocli 9 , odor was dasscdbc ist, 9 zu Ix'- 
stimmen, gelien wir mit (1<1) in die dritto (Tloicliung (2). 

Setzt man nock zur Abldirzung 

( 16 ) <5 = - 1 " 

also Q z=: (Sip^ SO ergiebt sich: 

(17) + = f 

Da 6 eine gegebene Function von oc- ist, so habou Avir bi(!r 
eine lineare, nicbt liomogcnc Dibcrontialgloicbung erst(U’ Ord- 
niing fiir 9 , die sich nach dor Motliode dcs §. ()2 loicht iii- 
tegriren lasst. 

Setzt man auf der rechton Soito von (17) Null statt H/rj^ ho 
ergiebt sicb das Integral der verkilrzton (lleicliuiig: 



worin c die Iiitegrationsconstanto ist. Diese muss dann (lurch 


DieMisclmng bei derLcisuiig ist also nnr luox'klich in oimnn solu’ Holurudeu 
Bereicbe, und die Grenze Avird um so scliilvl'or, jo grcisHor dio Striiiu- 
starke ist. Der Miselumgsbcrcueli ist um so ansgedohutor, j<s kltihior 
a — 6 ist, und wonn man a rr- h aunehmcn wollto, so ware ini gaazen 
Felde a = fi. 



18 S. 


V eru!icliliiaHio-ung- dor Diffusion. 




eiiio Function von x orsotzt Averden, so (lass die Glcichung ( 17 ) 
belVu'digt ist. iMaiii lindot 

(U __ S 

li r .11 )i y (j ’ 

und i'oli^lioh 1 da j/; lur x -- — .yj naoh ( 18 ) verscliwiiideii 
muss : 


•Jr n,,]/r, 


„2 r li‘ 


(lx 

y,/- 


Dioso. Konmdn stolFm also don Vorgaiig dor clcktrolytisclien 
Waiulornng a,ng(Miillu>rt dar, wo.mi am Aiilango zwci vorscliiedcno 
elektrolytisc.lu^ Ijdsimguui mit (dm',in gomoinsamon Ion an oinaiider 
grenzon, wolud J('(l()(‘.h oin ganz bostimintos Vorhiiltniss dor Con- 
centratioin'ii, da,H durr.h (H) gog(d)Oii ist, vorausgosetzt Averdcii 
muss. Ist (UoHO V()rauss(d,zung orlTdlt, so Avordon sioli di(j Fdoktro- 
lyto nioht AV('it('.r inisc.liou, als dor Formol ( 12 ) ontsprudit, und 
die Tronnungslliu'ho Avird mit cinor dor kAtromstilrko proportio- 
nalen und dor ahsoluton (lonci'.ntra.tion umgokolirt jiroportionalon 
CTCKc;liAvin(ligk(>ii in (Un* Itichtung von dom so.liAVorer boAvcgliclion 
zu (U'.in k'.iohtor bowoglicdion Kiirpi'.r rortAva,ndorn. 

Fs I'ragt sioli alior, was g('.Kcliioht, Avoim das Concontrations- 
verhilUnisH iiio.lit g(n'a(lo don liicrriir vorgoso.liriobonon Wortli liat. 
Hiei’a.iil' kiinmm wir a,her his jotzt nur hoi Kiiiriilirung AVidtorcr 
hcscdiriinkcmdor Voraussolzungoii autAVorton. 


§. IHH. 

V(u*na,olililKHigu ng dor Dirfusion. 

Dio V(‘r(‘inra.(dning, dii'. Avir ji'.tzt iioch oinfiihren, bestoht 
darin, dass wir (bni Finlluss dor Dill’iision voniao.ldiissigon und 
also bloKH dio Wandorung d(U' lonon nnior doin Fdnllusso dos 
olektriso.bon IStroincH boriudcsiohligon. Ob und in Avio Avoit dies 
gestattut ist, biingt von dm’ Stromstilrko, abor aue.li nocli von 
a,nderon (IniHliLmloai ah'). 

‘) Vorgl. F. K0li 1 rauHC,h, Uclior (•l(‘.ldi’(ily1.iH(!lu', V(‘rH(!hi(\bungi!n von 
Limnngoii uiid bi'iHunaHgctiiiHflu'n. Sit/.inigHlic.ric.liln dcr Hiirlhuir Akadoiuie, 
19. Nnv. IHUO. ll. Wclitii*, Ii(d)(U’ dio Diironmlialglololniiigoii dor olokl.ro- 
lytiaolnai ViTHtdiiclunigcii, oluuidii, •!. Niiv. 1H!)7, 
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§. ISS. 


Besonders wird da, wo sehr starke Concentrationsanderungen 
bestehen, der Einfluss der Diffusion stiirker sein, iind an solclien 
Stellen wird daher eine bedeiitende Abweichung des wirldicben ■ 
Vorganges von dein Resultate der angenaberten Theorie zu er- 
waxten sein. 

Wir werden also jetzt in den Differentialgleicbungen §, 1 $ 6 ( 1 ) 
die ersten Glieder der recliten Seite weglassen, wodurcb sicb 
ergiebt, wenn wir uns auf dreierlei lonen beschranken: 

5 

^ oaa 

a a ox 


(2) Q = K -1- /3, 

und die Gleichnng (5), §. 186, wird mit der gleichen Vernacli- 
liissigung 


(4) r)/3] 

die Leitfiibigkeit ist. Da S in Bezug auf x constant ist, 
konnen wir bieraus durcb (3) die Function 9 eliminiren und 
erbalten aus ( 1 ) 

+ 7? /S -^ =: 0, 

dt' ox I 


von denen die letzte nacb (2) und (4) aus den beiden ersten 
folgt, 

Betracbten wir jetzt die Beweglicbkeiten a, &, r 
als Constanten, so konnen wir von diesen Glcicbungen zu- 


§■ 


(l(jr l)iffuHi()ii. 


•193 


nachst cine nll}>;omoiiu‘, ersU*. Iiiiogralgleicliimg abluitcii, Avenii 
\vir clio orsie von iliiuai iiiit, (a -l-rj/a., die zwoito mit {hr)//> 
mid addinm. Ks I'rgiidit sieJi danii, da nach (4) 

f (a. ■ (■ r) w • ( (/; -| r)ii 

r\r A 

ist: 

/> 

■ 0 . 


0 , 


('I 

Weiiii wir also 

(7) 


(I I r 


‘ I '■, 


sctzcii, so isl ■ {), folglic.h m oino Kuuc.Uoii von :r. alloin, 

dio also bostiiuini isi, wiam sio in oineni Aiigoubliidco t — () g(\- 
golien ist; ulirigciis isl, lo wi'ScnUiidi ])08itiv. 

IliiUV dioHOH Integrals lilsst, sioh das iSy.stAmi dor Oloi- 
cliungen (d) auT oino eiir/ige {51i'i(duing roduoirmi. 

Wenn man niimlioh dio boidmi erstim (lloichungen (d) mit 
(a-\ r), if-ib j r) miiliiplioirt mid addirt, so I'rgiolil; sicb 
natdi (4) 

I (' <( {it i r)« ■■ I h(b • |- /•) /i 

.. I' \ 


( 8 ) 


a[(i \ /•)« j h{h I r)/i 


<ih M. 


uiul liiorin kaiin man nach (1) uml (7) soizon 

(a ! b)k 

Fiihrt man dies in (S) oiii, so crbillt man 
(I . u / 

odor, da w von t unaliliilrigig ist; 

f X < ai 

’( t M I 

Die StromdioliU^ H ist cine (loUHtnnto odor auob oino blosse 
Function dor Zoil, (o ist eine Function von .r, mid von dor Zoit 
unabliiingig. Wir fiihren nun zwe.i lumo Varialde ^ oin durcb 
dio Integrale 


( 1 , 


■ 0 . 


h J 


(i) (1.1 


K ■ \ i^dt, 



( 10 ) 





§. 18 s. 
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wodurcli die Differcntialgleiclmiig (9) ilborgolit iii 


( 11 ) 


_^ ra . 


Die Variable | wiichst init .r, iiud iat, wonu co (H)iisbaut ist, 
mit X proportional. Ebenso ist bei constaiitoin /s die V:iri;il)le ^ 
mit t proportional; wenn wir abor annehnuni, dass K weuigstc.iis 
sein Zeiclien niclit iindort (positiv blcibt), so waclisi ^ gleicli- 
zeitig mit t. 

Setzen wir noch Aveitcr ziir Voroinfacluiug 
^ ) A ab [(w ~\~ r) a ■ \ ■ {b -I • /‘j /I \ ’ 


so gebt die Gleichimg (11) in folgcndc; iiber: 


(13) 


d& 

dt 


+ (^ 1 ^ 


d& 


und hier liaben wir nun eine partiolbi Dinbrontialgli'icJiung (U'stcr 
Ordnung von der Art, doren Integration wir in don (!3 iiiul (M a,nr 
die Integration eines Systems gowoknliolKU* Diircrentialgleic.hungon 
reducirt liaben. Wenn 6) gefuudon ist, so erhiilt man, da, w 
schon bekannt ist, A aus (12) mid hat dann in (•!) und (7) zwc.i 
Gleicliungen ersten Grades, aus donen « iind (i zii bereebnen 
sind. 

Um (13) zii integrircn, bat man nach t'. (13 (1) und 
§, 64 (2) das System gowdlmlicbor Diirereniialgbucliungon zu 
integriren: 

d0 : : (U -- 0 : ; 1 , 


dessen beide Integrale sind: 


und folglicb ist das allgemeino Integral von (13) luicli ij. (M (S): 

n (fe), ^ - fiH) 0 

mit der willkurlicben Function 11. Ilicrlilr kann man aber aucli 
setzen: 

(14) e = - MH), 

worin F eine willkurlicbe Function ist. Dm F zu bostimmcn, 
setzen wir t ~ 0, odor was dasselbo ist, ^ ■ 0, und wenn also 
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0 fiir t “"■ Kimc.tioii voii x (odor you |) fiir allc Wcrtlio 

del* A^ariabloii gegobon ist, so ist, dainit auch die Function F 

bestiinint 1). 

181). 

Goometriso.ho Doutung des Integrals. 

IJnscro Aufgabo -war die, die Function & aus oinein go- 
gebeiicn Anfaugs'/ustandc ITir allc Wortlio von | und fiir allc 
positivon W('.rtli(i von ^ dor Dini'i'cntinlgloichung (i;-)) gemiiss zn 
bestinnnoii. Dicso Aulgiibo ist durch die Formcl (14) dcs vorigen 
Paragraphon ab(3r nur in so \V(ut g(di)st, als (^) sich daraus ein- 
deiitig bcstiiniiu'n lilsst. lat dies niclit niolir der Fall, so 

kommen wir zn inchrvvcrthig('.n Functionon, und os ist dann noo.h 
die Fra.g('., wolo.lior von dioson Wertlicn dor rio.litigo ist. in 
viclen Filllon orgc'bon sich nothwoudigo 1 Instotiglaiiton fur die 
I^’unction ('*), iihor doron Vorliallon uns die Diircrontialgloicbung 
selbst koinon Aurschluss incdir giobt, und os nniss dann znv Ld- 
suiig dor Aulgabc noch a,ndi3r.s-woli(3r Hoatinnuung komiuon. 

Di(3 f’crmol (11) tj. IH.S: 

( 1 ) 0 ^ ^ 

lasst sick g('.()nu',irisoh rolgcuidormaassou intori)roiir(in ; 

Wir lu'lnno.n ^ als rocktwinkligo Coordinatu'n in oiiu'.r 

Ebenc. Dann hosagt di('. (Jloicluing (1), dass, wo.iin in oinom 
Punkto ^01 V(i ‘‘i'" hosiinnnior Wcu'th W,, gilt, diosor soll)o. Worth 
auf dor ganwui goradon Liiiii! 

(2) i go - 

herrschen muss, und dies ist irn (iriin(U3 auch dor Inhalt der 
Diffcrontialgloichung §. 188 (IH). Dio go.rado Linio (2) ist anssor 
durch oinon Punkt (lurch d(‘u Winked, don sio mit dor 

|-Axo oinsoldio.sst, hostiinnit, doHsoii (lotangonto, Wo i^t. 

Wiv Hti'llc'.ii hii'.r nndi die hiim'usiouc'u dc^r vorkinunu'.ndeu (irdsseu 
zusanmuin, dcrcii genaue ncachtioig cun vnvziigliolu'H lIiiirHiiut((!l /ur Ciin- 
trolo dor lU'cliiuuig ist. hoi don (dcddadHtlusu (iriisHoii ist das ololdrii- 
statiHodui MuaHH angoiunmnon. In dem VorliilliniHN 8'/;/ giolit alior das 
('.lektraniiagnotiHolii! Matins donsolbon Wcvl.U: 

[A]:- bd I. f'^’l (;i| : 

|«1 - \fl\ hd ^ hd PI. b"I ■ h'D-’d, b-d 

|i'| \c\ |//-^|. 
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§. IS!). 


Nehmen wir an, es sei der Wertli voii 0 fur alle Punkte 
der ^-Axe (der Anfangszustand) gegeben, so kaiin man von 
jedem Punkt dieser Axe eine Linie ( 2 ) auslanfen lassen, und 
hat aiif dieser Linie denselben Worth 0 = 0^ bestchen zu lassen. 

Wenn aber nun zwei solche Linien sich durchschneiden, so 
miissten in einem solchen Schnittpimkte z-wei verschiedono 
Werthe 0 stattfinden, was physikalisch sinnlos ware. 

Denken wir uns alle diese geradeii Linien von dem Punkte 
der §-Axe aus gezogen, so kdnnen diese Linien auf der Seitc 
der positiven ^ eine einhiillende Curve liaben, und die stetigo 
Fortsetzung von der ^-Axe aus giebt uns also die Werthe von 
0 nur so weit unzweifelhaft, als wir nicht bis zu dieser Enveloppe 
herangehen. 

Wir konnen der Grleichung ( 1 ) auch den Ausdruck geben, 
dass 0 ungeandert bleiben soli, wenn ^ sich der Bedingung 

dt — 0^dt = 0 

gemass andert, oder, indem wir zu den urspriinglichen Varial)lon 
X, t [nach §. 188 ( 10 )] zurlickkehren, 

03 dx — ab-r}^ S 0^dt = 0 . 

Dies kann man auch so ausdriicken, dass sich ein bestimmter 
Werth 0 in der Fliissigkeit mit der Geschwindigkeit 

abri'^ 8 

V = —i— @2 
CO 

fortpflanzt. Bei gleichbleibendem oo bewegt sich also ein grdsscrer 
Werth von 0 mit grosserer Geschwindigkeit, und weim also 0 

eine mit wachseiidem 
abnehmeiide Function 
ist, so wil'd der Ab- 
fall mit der Zeit imnuir 
steiler, und os werden 
schliesslich die grbsso- 
ren Werthe die kloino- 
ren einholen. Danii 
miissen nothwondigcr- 
weiseUnstetigkeiten 
eintreten. 

Nehmen wir z. B. an, die Function 0 filr g = 0 sei durch 
die punktirte Curve in Fig. 74 dargestellt. Es werden danii die 
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eraden Liiiicn | ^ = const, eine Curve v! % x" einhiilleu, 

nd in clem schratdrteii Iheile der Ebene erhalt man diirch 
:etige Fortsetzung zwei.verschiedene Werthe von ®, je nachdem 
lan von der positiven oder von der negativen Seite herkommt. 
Jso ist diircli die bisher getroffenen Festsetzungen die Function & 
ur in dem nicht scliraffirteii Theile der Ebene bestimmt. 

§. 190. 

Fortpflanzung einer Unstetigkeit. 

Nach den letzten Ausfiibrungen ist es nothwendig, liber die 
Sewegung von Unstetigkeiten eine Bestimmung zu treffen. Die 
lifferentialgleicliLiiig sell)St kann darliber keinen Aufschluss 
jeben, nnd es muss also nocb eine andere Bedingung aufgesucbt 
verden. Eine solclie erbalten wir aus der Fqrderung, dass der 
^usammenbang der lonen nirgends unterbrochen werden dark 

Nebmen wir an, es sei im Augenblicke t bei der Abscisse 
sine Unstetigkeit der Functioiien a, ^ vorhanden. Die Werthe 
ler Functionen «, /5, A, @ an dieser Unstetigkeitsstelle wollen 
wir so bezeichneii; 

fdr X — — 0, 

« 2 , /32, hi ®2 ^ur X ~ x^ 

Das von der Zeit unabliangige co konnen wir an der Stelle a.o 
stetig annehmon. Denn wenn iiuch o filr einen Werth von a;, 
etwa fiir x ~ x' unstetig ist, so ist x' mit der Zeit unverander- 
lich, nnd das zm x == gehorige a wird also, wahrend iiber 
x' hinweggebt, bereits im naebsten 
Augenl)lick wieder stetig. 

In dem Zeitelemente dt mdge 
die Unstetigkeitsstelle um die 
Strecke dx^ nacb Vorwarts ge- 
wandert sein. Wir betraebten ein 
rechtwinkliges Parallelepipedon 
von der lidbe dx^ und der 
Flacheneinbeit als Grundflacbe. In diesem Parallelepipedon ist in 
der Zeit d t die Concentration der ersten lonenart in der Strecke dx^ 
von 062 auf gestiegen, und folglicb ist die Zunahme an Masse 

(2) (C6i - Wg) 

Bi oin ann - Wobor , Parliolle Difforontialgleioluingen. 32 


Ing. 75. 
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190. 


Da wir hier von der Kraft der Diffusion, also vom osmoti- 
schen Druck, abseheni), so ist als treibende Kraft nur die elek- 
triscbe Kraft zii beriicksicbtigen, und nach §. 16.1 (13) ist diosc 
Kraft, auf ein Grammion, d. b. auf die Elektricitatsmeiige ■}] bc- 
zogen, gleich Mitbin ist die Gescli-windigkeit, mit dor si('.b 

die lonen der ersten Art dnrcb den Querscbnitt Xq bcwegen, 
gleicb a-jjjS/Ai, und durcb den Querscbnitt Xo -j- d gloicb 
arjS/l^- Der Gewinn an Masse, den das Parallelepipedou er- 
fahrt, ist also biernacb gleicb 

(3) ariSi^-'Qdt, 

und dieser Ausdruck muss dem Ausdruck (2) gleich scin. So 
ergiebt sicb 

... dx^ arj S fcii ocgX 

d i/ - €^2 ^2/ 

als Ausdruck fiir die Gescbwindigkeit, mit der die Unstetigkoits- 
stelle’ wandert. 

Nun haben wir, da co stetig angenommen ist, mit Rucksiclit 
auf die Definition von A [§. 188 (4)] 

Cl = Ci, + ft, 1 = 1^((! + r) + (h -f- r) 1, 

« = ft, !=,.[(„ + .) + ,, I'], 

und daraus durcb Elimination von (a -j- r): 

^_ 2^^dr^) 

(5) ^2 ^ Ag 

b ra («! — U.2) = (h -f r) (a^ — «2 i) , 

folglich nach (4) 

d x^ a hin'^SG) 

und derselbe Ausdruck ergiebt sicb fur das Eortrlickeii dor Un- 
stetigkeit von Wenn wir statt der Variablen a;, t die Variablen 
I, t [§. 188 (10)] einflihren, so folgt bieraus: 

_ 03^ 

dj ~ 17X0 ’ 


D Diese Annahme ist freilich, gerade an Unstotiglceitastellen, bc- 
denklicli. 




I 


l!il. II t. im AiifanpcszuHtamle. 4,()g 

odt'i’ I'.iullicliT W(nui man nach 1S,S (12) co = X@ sctzt: 


lliaraus I'rliiilt. ma,ii dio l‘’oi‘tplla,nzuiijL? der Unstetigkcitsstolle 
diiroh Inlagrat.ion (unor giiwidiuUc.hon DiUdrontialglcicihiing. Hat 
man niunlic.li, wii' olnm gi'zi'.igt, (^) aus d('m Anlangszustande be- 
slinnnl, so ist W in dmn sckral’lirtmi Stile,ku (%',%,%") (Fig. 74, 
a, S. niii) zw('iw('.rl,hig. I)i(^HO Zw(',iAvertIdgkoit kann man durcli 
eiiu^ doppidte Ui'.lx'rdoekung d('r ^^^-Kbcno vcranscluiiilichen, 
nnd dm’ ('inn Werlh, den man ITir W, m'.hmen kaim, sebliesst 
sletig an (Uai (’/iirvmizwtdg jcjc' an, (hu’ aanle.nj f«).j a,n d(',n Ciirvcn- 
/.vv(ug %%". Nnn gi(d)t di('. Intc'.gnition dor I)irror(‘.ntialgloichung 

(8) (4- Ch), (H>, 0 

eino von dcnn Punkto % a.uslaufo,ndo (kirvt', s (Fig. Tl-, a. S. 406), 
nnd di(‘S(', (Inrvi'. st(dlt uns nao.li (7) don Wog dor IJusto.tigkuits- 
st(dl('. dar. Anf d('r (dnou S(ut(^ von .s’ gilt dor Worth 0,, auf 
dm’ andormi H,. 


li)l. 

Unstotigkoit im Ani‘angHZUsta,ndo, 

Wir wolbm jot'/t anno.bmon, class sc'dion von Anl'ang a,n boi 
.r . . 0 oinc'. 1 Insiotigkoit voi’luindon sc'.i, so class a,Iso da, zwoi vor- 
sebiodmio Woribo W,, Wo unniitl.o,ll)ar an canandor grmizon. Fs 
sind dann zwoi Fiillc^ zu nniorso.boidon: 

1. W, ' Wo, tlonstruirmi wir in dor |^-Fd)o,nG vom Nnll- 
imnktcc ans dic^ boidon gciradcm Linitm 

(1) ^ 0, I WU-™ 0, 

so bc'gi’onzoin dicsc^ oinon Soclor (1, 0, 2), Fig. 76, in do.m sich 


Fig. 7(!. Mg. 77. 
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1!)1. 


nacli dor DilTereiiiialgloiclniii^r ISS (IH) /woi vt'rscluiaU'iu* 
Wertlie @2 fur or}ri'l)cii wiinli'ii, uiu! man lial. a.lso hi(>r 
nach der DiU'ereiitialgloidiiiiia; (8) (§. I'OO) c.iiu'. t'nrvi' a x.ii lic- 
stiminen, in dor sicli die lJiistctigkoitsHt(dln lortlKiWcgl. 

2. @i < &■,. In dicsoni Fallo giobt iins dio (ajnstriK'.l.ioii 
der geradeii Linien (1) die Wertlu'. cb'r I'uuc.tidu H in dnr 
^^-Ebeno, so wcit sie ausscrlialb dea Sectors (1, 0, 2b b’ig. 77, 
licgt. 

Um sie im Innercn dos Sectors '/a\ bestiinnien, beniorkon wir, 
dass sicli die VVertbo von («> an den lanien (0 1), (0 2) stol.ig 
verhalten iniissen. Dcmi wilre eiwa (0 1) eiiu! Unsl.i'tigkeiislinie, 
in der zwei Worthe («), uiul /.usanmuuistosaen, so wiirtle aus 
der Dilfercntialgleiclmng §. 11)0 (8) fiir dioso Linie lolg('.n 


(l^ - (■«), (n b, 

nnd nach (1) ist a.uf' dieser Linie -- worans W;i - ■ W, 

folgt. Ebenso vcndiiilt es sicli an der Linie (0 2). Nun liisst sicli 
der Sector (10 2 ) dnreh cine diesen (Iren/diedingiiugen geniigende 
stetigo Ldsung dor DinGrontialgloicbung IHcS (Li) ansriilleii. 
Die geraden Linien, in dcueu cine seiche stetige Ldsnng con¬ 
stant ist, milsseii alle in doui Nnll|)unktc, als deni einzigen I'n- 
stetigkeitspmikte, znsanimenstossen, d. h. cs nuiss W t'ini' Eune- 
tion des Verhaltnissos scin. Dies kiinnon wir (lurch die 
Dili'cr eiiti algleiclmn g 


( 2 ) 


l-t 

(si + s 


■H ’ 


ausdriicken. 
§. 188 (13); 

( 3 ) 

so folgt 

(4) 


Verbindet man diese init der Diirerentialgleichung 
• (b 


5!? 1 


0 


-fi 


und dieso Function genhgt in dor That den la'iden (Deic.liungon 
( 2 ), (3). Sie genhgt aber ferner auch der weitereii Dedingung, 
dass 0 an den beidon goraden Linien (1) in die constanleu 
Werthe @1 nnd @2 uhergoht, und sio goniigt also alien Anfordi'- 
rungen. 

Es ist abor nocli zu bemerken, dass man in dieseiu Falh* 
alien Eorderiingen unscrer Aulgabc aiich diirch oine unstidige 




§• li’l- 


U iiHt lil,kI'iI i 


An riui{j;-sx,ust iui(U‘. 
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Icanu, wcnu ina.n vom Nullpiinktc'. ans eiui^ 
liiiiic (Oil) 77, S. nut (Uir (i 
(fi) ^ W, M,j:--0 

auslanri'ii liisst, and ia ihaa Scadca’ (I Oil) (Uai ('.()asta.nt('.a VV('rUi 
W,, ia (2 Oil) (lea Warili licHl.cluai liisst. Daaui ist !ia dicscr 
naslcli^k('i(sliai(! di(^ Din’ciaaiiial- 
a,lci(;lnia^' 11)0 (H) ffhacdilalls 
l)(dVii'di*i;l. .Ia, aaia kaua ladialiiff 
vi(do saUduT Iiiisaafj;(ai luidiai, 
waaa aiaa winii d(a' (aa(ai I'a- 
Kl(d.i^k('itsliaia (0.‘!| d(a'('a iiudi- 
rcrc aia.sc.hialtl. aad ia jV.dcia 
diM' HO f^cdiildcii'a Soctorau d('r 
Kaac.t.ioa H aiaon ('.oaKtaadoa 
Worth fjsiohi. 

Niiaait aain z. 11. dra.i Scc.lonai aa, so sol/c. aiaa 
W “ ■ W, ia (1 o:i|, 

W (0, in Cl O h. 

W . . H,. ia (2 0.h. 

aad aoliaa' iTu* W,, cinca l)iditdii}j;iai mastaidca W(U'th /.vvisiduai 
H| aad Oh. Daaa arhiilt luaa iTu* dia haidcai {j;(a’;ulan Liniiai 
(0 il), (0 -h dia < llaialaiaj.faa 



<n 

(1^ 


w, w., 


Alla dit'sa varsahit'daaan Aaaalunaa gaaiiKaii dan f^aKialUaa 
lladia^an^JCau. Kh ini ali(‘r kaia Zwaifal, daKS dia Hlatiga. hlisaa^' 
dii' iiliyHikaliHc.U ullaia '/aliisHij^i' IhI, aad diiHH di(^ undara-a aa- 
si(‘ligaa (hai (lharakiar voa lahiltai ZuHl!ind('a luihtai, dia. Hiah 
Nt’hoa in k'nl^^a* dan liiar v(»raa<'hliissi|'l(‘a I'aallaHsaK (ha’ DiHaHioa 
als nnhalihai’ (a’waisaa, 

Dia Diirara.atiali^laiahunjJit'n iHHillli and §.!!)() (S) hlaihan 
uajjfaiiudart, waain tl ^ and ia d^ and d^ uaij^awaadalt 
aiul M aafj;aiia(ha’i ffahissa.a wird. Dia Vorxcatdaaiiiiaha’aaff voa 
d^ wird ahar darah Unik(*hraaK ‘ha’ Stroiariahtaaf; havvirkt, aad 
as (a’f^iaht Kiah daraas, dasH dar alakti'olytiKa.lui Vorgaa)..; riia.k- 
ff(aaaa.lii wird, waaa dia Stroniri(ditaafi; atacakahrt wird. 
l)i(!H wird aiaa* aar aalar d(a’ VorauHHal./amg ffidtiai, danH d(a’ ia 
dam Monuait (ha* Uadv(jhruu|.f dcH SiroiaaH li(*rrsaluai(h‘- /aiKlaad 
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dcii wciteTBn Verlfiiit iifioli vorwiirts uiul iKic.li riiclcwarts (uii- 
deutig bestinimt, 1st das iiiclit dor I'all, so kaiin man auc.h 
nicht anf die IJinkehrl)arkGit dcs rrocu'sses stddicsscn. 

Wenn z. B. imtcr der Voranssctzung, d.ass iin Fa,lie 


dem Sector (10 2) immcr die 
Fig. 7!). 


stc'.tigo Liiauiig d('u 
Vorga,ng(^ 


^virkli(dlell 
t'nlHprieiil, 
d('.r Strom iiingcdctdirt; 
wird in deni .\ug('n- 
Idie.ke, wo dm* Froe.eKs 
])is zii iler liinie 
v()rgedriing('n ist, so 
wird zuniicdiKi dcr Fro- 
c.Gss iimgc'kelirl., his 
der /mKia.n(l winder 
dnreh di(', Linie ^ da.r- 
gostellt ist, wo nns 
der stel;ig('.n Liisiing 
eine nnsiclige gewor- 
den ist. Wmin a))er 
mill der Strom in dor zweitcn Iviclitiuig wcdier llii'sst, so triit 
von da an der Fall 1. ein imd os bildet sudi ('iiu! FnsieUgkc'ils- 
liiiie (04), Fig. 79. 

Eine abermaligc Uinkebrung dos StroinoB boi I" wird a her 
jetzt den Vorgang niclit wieder riiclcgiliigig niaeben, soiuU'rn es 
tritt sofort cine Auflosimg der Ilnstctigkeit ein, win iin Fulle 2., 
und wie es die Linieii (4 9) inul (4 6) in dor Figur andeuien. 



192. 

B e i s p i 6 1. 

Urn die gefundenen Resultate an einein einbudion Beispicdo 
zn veransclianlichen, nolmicn wir an, dass zn An fang die heidmi 
Elektrolyte AK^ JJli bei a: = 0 in einer scliarfini (irenze zu- 
sammenstossen, so dass 

a — cCq, /5t == 0 fiir t rrr 0, ,r < (), 

cc — 0, /3 = /3o fur i ~ 0, a: 0 

sei. Darin konnen ocq, /3o nocli beliebigc Funotionen von x (utlor 
aucli Oonstanten) sein. Es ist dann nacli §. 188 (4), (7), (12) 






licispiol. 



(1 

Wr- 

1 

if-a 

liir 

^ — 0 , ; 

r<0, 



1 

h 

liir 


r 0. 


A ^.'J/-(a - I - ■/■) «0i ‘''’" 


l)iii Aiifnnijrswiu'llio M.j siiul nlso liii'r constiuit iiiul hoi 
./■ ' 0 iiiit ('iiuir Ifiisiol.ifjtkoii, Iximl'li't, 

Dio. ()])('n uiii('rsoliitul('uo]i hoidcui Kii.lU'. siiid jetzi IoIj^oiuIg: 

1. Wj 

il. li. (Vw loiK'ii A liaboii kl('in('r(^ lio,w('^di(‘.lik(ut (/. Ik A 
Natrium, l> Kalium). Ks ist (hum (A iil)(',rluui})t c.oimtaui 'imd 
/aval’ ;j;l(’ioh och'.r und dio l)('.id(Mi Worlilu^ kI.osscui in 

doi’ liiiiio .S' (Fijj;. 70, S. •!!)*)) xusa.nmuui, dio hi(',r oiiu'. (xorad(' iut 
and di(^ (Jhdc.lutii^: 

y' (iJ)^ ■ ■ ^ • - i) 

hat. Da. (a nnaldiiui{.^ifj; von t ist, and di(', (hamzi'. mudi vorwilrts 
waiulort, ist IVir o) an d(U’ DnKt(d.i{.,dcoitKstoll(', dor W(>.rth 
(/^ I '^11 scdzc'.n, D('mua,(‘.h ('r{^i('.])t sic.li I'iir di(^ (lo- 

H(',h\viHdi^d{oit, nut d('r dio («ron/,(i waiuhn’t, luu'h D.)() (0) 

(:)) 

f/ / ■)! [a I - r) ’ 

oiii Ausdruck, dor nut tj. 187 (0) iihori'instinimt. 

Dm dio ('()no.(!utra.tion(m «, /i in ir|j;oud oiiuun Aii^n'nl)lio.ko 6 
y.n lamtinumm, ndissou wir droi Ahsohnittii uniorHohiMdon: 


a I r I h -| r __ d -j-n 


(0 I 

woran.s 


-.(n-! r)a \ (h r) ji {a ■ \r)a, 1§.1HH(12)1, 

a «n, (i 0. 


a ! r I l> • \ T , 6 1 f 




(a [ r)a -j (b -]• r) ji - ■ J /i„, 
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§. 192. 


woraus 



-^8 = ! = (“ + + ('' + »')^ = (* + 

woraus 

a = 0, /3 = /3o. 

Es tritt also hier nirgends eine Mischung der lonen A, B 
ein. Wenn anfanglicli eine Unstetigkeit von a vorlianclen ist, 
wenn also {a r) Kq ja von il r) verschieden ist, so tritt 
bei a: = 0 eine bleibende Unstetigkeit fiir die Function a ein', 
bei X = Xq stossen die beiden lonenarten in dem unter b) an- 
gegebenen Concentrationsverbaltnisse zusammen, 

Sind «o imd /3o constant nnd stelien sie im Verhaltnisse 

. ^0 — —■ —5-, 

SO ist a bei der Stelle a; = 0 stetig und es tritt der Fall 
ein, dass die eine lonenart die andere glatt vor sicli her 
schiebt. Dies ist, wie man sieht, der Grenzfall der in §. 187 
betrachteten Bewegung. 

2, @1 <7 

In diesem Falle hat das nachfolgende Ion (Kalinin) die 
grossere Beweglichkeit. Wir haben hier die beiden ge- 
raden Linien (0 1), (0 2) (Fig. 77, a. S. 499) mit den Glei- 
chungen: 

Oder nach (2): 

(4) = g, 

diesen entsprechen die Abscissen zweier Punkte Xi^ x^, die 
beide positiv sind, und in denen also nach (2) co den Werth 
(b-\-r)^o/b hat. Fiir die Fortpflanzungsgeschwjndigkeit dieser 
Punkte erhiilt man nach (4) und §. 188 (10) die Ausdriicke 


Beispiel. 
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S b- d Xo _ dxy 

rfa. [b r) (io' dt ~ ¥ dt 

schreitet also mib grusserer Geschwindigkeit 
kt Xi^ imd die beiden Punkte scbliesseii also 
eitenden und dabei immer breiter werdendeii 


in beirleu Puiikten baben wir nach §. 191 (4) 
(a + r)« + ib + r)IS = /3, 


a 'b 


.t 

a{b-{-r)fto fl JJ 

b{a -\~ r) {a — b) \rj- ^ 

_ fli/I 

ti — 6 Vi)- r I 

■o in dem Bereiche zwisclien x^ und x <2 eine 
len lonenarten statt. 

Liisserhalb dieses Bereicbes liegenden Gebieten 
Z Xi, X., <Z X verbalt sich alles genau wie in 
b), c). 

om nmgekehrt, nacbdem die Miscbnng m einer 
in ist, so gebt der Zustand zuriick bis zur voll- 
3lmng-, von da an scbreitet die scbarfe Grenze 
is. Wenn aber der Strom wieder nmgekehrt, 
^licbe Stromricbtung wieder bergestellt wird, so 
r Miscbimg ein. 

bungen, die zn den vorstehenden Resnltaten 
ind auch nocb auf den Fall anwendbar, dass 
he Losungen obne gemeinsames Ion, also etwa 
i Anfang in einer scbarfen Grenze zusammen- 
diesem Falle niemals in einem Raumtbeile alle 
onen gemiscbt auftreten. Man erbalt dann, je 
enverbiiltnissen der Beweglicbkeiten a, r, s 
iille: 

1. a 'C b, s C r; 

2. a b, s C r; 
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3. a < h, s > r; 

4. a ^ h, s > r. 

Im ersteii Falle schreitet je cine scliarfe (Ircii/.o ,i.’i, j\, iia,r.h 
vorwarts unci nacli riickwarts, so class in deii droi dadnrcdi I'lit- 
standenen Gebieten sich niir Lusungcii von yl./c, AH, H b(^- 
finden. In den drei iibrigen Falle]i werdeii aiis ('incr od(n‘ aiis 
beiclen Trenniingsflacheu- fortsckreitondo nnd allin.ahli(‘.h ))ri'it('.r 
werdende Bereicbe, in deiien die angrenzimdon SubKiaii/ani sicdi 
mischen. 

Nehmen wir aber an, class sclion zu Anfang Uamuilioib^ 
vorhanclen sind, in clenen alle vier lonoiiartcni goiniso.ht ('id;- 
halten sind, so flilirt das Problem auf hiilioro Dillbreutial- 
gleicbungen, zii deren Integration die hior angewandton Miit('l 
nicht raehr ausreicben. Diese DiireTcmtialgleicdiungeu sind zwar 
den Methoden, die lliemann auf die Schallgleicjhnngt'.n an- 
gewandt bat, die wir in der llydrodynamik kcnnuni lonuni 
werden, nocb ziigiinglidi; indessen cntbobron die Ilesnltatc'. dor 
Einfachbeit uiid Anschauliobkeit. 

Beobacbtungen von Wctbani (Pbilosopbioal Triuisac.tiona 
184 A., p. 354, 181)3) stimmen iin Allgenioinon niit don Erg(d)- 
nissen der Tbeorie iiberein. 
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